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2.3. REDOVI FUNKCIJA.
 TAYLOROV I MACLAURINOV RED.

Page 2
                        

2.3.1. NIZ FUNKCIJA• Svi redovi mogu se podijeliti na numeričke(članovi reda su kompleksni brojevi) ifunkcijske (članovi reda su funkcije).
 • Da bismo definirali pojam reda funkcija,najprije moramo definirati niz funkcija.• Neka je D ⊆ R.
 • Označimo: RD := {f : f : D→ R}. Taj skup jezapravo skup svih realnih funkcija čija jedomena D.
 mr. sc. Bojan Kovačić, viši predavač 2
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2.3.1. NIZ FUNKCIJA• Niz funkcija na skupu D je svaka funkcija f :N→RD. Tom funkcijom svakom prirodnombroju pridružujemo točno jednu funkciju čija jedomena D.
 • Standardno, analogno kao i kod numeričkihnizova, umjesto f (n) pišemo fn. Pritom je fnfunkcija koju nazivamo n-ti član niza funkcija.• Niz funkcija obično označavamo s: {fn}. Njegovielementi su funkcije f1, f2, …, fn.
 mr. sc. Bojan Kovačić, viši predavač 3
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2.3.2. KONVERGENCIJA NIZA FUNKCIJA NA SKUPU
 • Svaki član niza funkcija {fn} definiran je za svaki realanbroj iz skupa D.• Neka je x0 ∈ D proizvoljan, ali fiksiran.• Brojevi (fn(x0)) tvore niz realnih brojeva. Taj niz može
 imati svoju (jedinstvenu) graničnu vrijednost L(x0). Akota vrijednost postoji, onda x0 ∈ D pridružujemo brojL(x0).• Navedeni postupak ponovimo za svaki x0 ∈ D . U nekim
 slučajevima dobit ćemo L(x0), a u nekima nećemo. Zbogtoga s A označavamo podskup skupa D kojega tvore svix0 ∈ D za koje postoji L(x0).• Tako dobivamo funkciju koja x0 ∈ A pridružuje broj
 L(x0). Tu funkciju označimo s f.
 mr. sc. Bojan Kovačić, viši predavač 4
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2.3.2. KONVERGENCIJA NIZA FUNKCIJA NA SKUPU
 • Kažemo da niz {fn} konvergira obično ili potočkama prema funkciji f na skupu A.
 • Uz određene dodatne pretpostavke nakonvergenciju niza funkcija (koje ćemo prešutnoprimjenjivati), može se pokazati da vrijedi:
 • TvrdnjaTvrdnjaTvrdnjaTvrdnja. Ako je {fn} niz neprekidnih funkcija,onda je i f neprekidna funkcija.
 • Dakle, „niz neprekidnih funkcija konvergiraobično prema neprekidnoj funkciji”.
 mr. sc. Bojan Kovačić, viši predavač 5
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2.3.3. RED FUNKCIJA• Neka je {fn} niz funkcija na skupu D.
 • Niz funkcija {sn} definiran rekurzivno s:
 • nazivamo niz djelomičnih zbrojeva funkcija.• Zbrajanje funkcija je pritom dobro definiranojer svi članovi polaznoga niza {fn} imaju istudomenu (skup D).
 • Uređeni par {fn, sn} nazivamo red funkcija.
 mr. sc. Bojan Kovačić, viši predavač 6
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2.3.3. RED FUNKCIJA• Niz {sn}, kao niz funkcija, također može
 konvergirati obično prema nekoj funkciji s nanekom skupu B ⊆ D.• Tada kažemo da red funkcija {fn} konvergira
 obično prema funkciji s na skupu B.• Pišemo:
 • Interpretacija: Za svaki x∈B red brojeva• konvergira prema „konkretnom” broju S. Zbog
 toga je dobro definirana funkcija s koja broju xpridružuje broj S. Ta funkcija naziva se zbroj redafunkcija {fn}.
 mr. sc. Bojan Kovačić, viši predavač 7
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2.3.4. RED POTENCIJA• Red potencija poseban je slučaj reda funkcija.• To je red oblika , gdje su:• an∈ℝ koeficijenti reda funkcija;• x nezavisna varijabla;• c∈ℝ konstanta.• ProblemProblemProblemProblem: Za zadanu realnu funkciju f i broj• odrediti red potencija koji najbolje aproksimira
 funkciju f u okolini točke c, te interval na kojemutaj red konvergira.
 • RješenjeRješenjeRješenjeRješenje: Taylorov red funkcije f oko točke c.
 mr. sc. Bojan Kovačić, viši predavač 8
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2.3.5. NAPOMENA
 • U terminologiji redova funkcija:
 • Funkcija f je zbroj reda {fn}, tj. taj redkonvergira obično prema funkciji f. Pišemo:
 • Mi ćemo zadati funkciju f i točku , paćemo odrediti koeficijente an i skup B tako davrijedi gornja jednakost.
 mr. sc. Bojan Kovačić, viši predavač 9
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2.3.5. TAYLOROV RED• Za unaprijed zadanu analitičku funkciju f (funkciju
 čija je prirodna domena otvoreni interval ili unijatakvih intervala, koja je proizvoljno mnogo putaderivabilna i koja se može aproksimirati redompotencija) i unaprijed zadan broj c ∈ D(f)koeficijenti Taylorova reda određeni su formulama
 • Sam Taylorov red funkcije f u okolini točke codređen je s
 mr. sc. Bojan Kovačić, viši predavač 10
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2.3.5. TAYLOROV RED• Detaljnim razmatranjima konvergencije Taylorova
 reda nećemo se posebno baviti. Treba istaknuti:
 • Taylorov red treba koristiti kao aproksimacijufunkcije f u “malim’’ okolinama točke c (širinenpr. 0.01, a ne širine 100).
 • Za aproksimaciju analitičke funkcije f u okolinitočke c polinomom stupnja n najbolje je uzeti tzv.Taylorov polinom stupnja n (oznaka: Tn) kojegatvori prvih n članova Taylorova reda.
 mr. sc. Bojan Kovačić, viši predavač 11
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2.3.6. NAPOMENA• Za svaki n∈N možemo definirati niz funkcija (Rn)n∈N
 pravilom:
 • Rn = f - Tn.
 • Rn nazivamo n-ti ostatak Taylorova reda.
 • Može se pokazati da vrijedi
 • TvrdnjaTvrdnjaTvrdnjaTvrdnja:::: Ako za svaki x iz nekoga intervala I oko točke cvrijedi onda za svaki x iz toga intervala vrijedi:
 • Dakle, na nekom je intervalu f jednaka zbroju Taylorova redaako na istom intervalu niz n-tih ostataka teži ka nulfunkciji.
 • Ovaj kriterij je praktički vrlo teško provjeriti, pa se u praksipretpostavlja postojanje intervala I sa gornjim svojstvom.
 N mr. sc. Bojan Kovačić, viši predavač 12
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2.3.7. MACLAURINOV RED• Ako u Taylorovu redu posebno uzmemo c = 0,
 dobivamo tzv. MacLaurinov red funkcije f uokolini (oko) točke c = 0.
 • MacLaurinov red funkcije f određen je s:
 • I kod Taylorova i kod MacLaurinova redatemeljni problem predstavlja određivanje n-tederivacije zadane analitičke funkcije f (za bilokoji n∈N).
 mr. sc. Bojan Kovačić, viši predavač 13
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2.3.8. OSNOVNI RAZVOJI
 mr. sc. Bojan Kovačić, viši predavač 14
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2.3.9. KORISNI IDENTITETI
 mr. sc. Bojan Kovačić, viši predavač 15
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2.3.10. NAPOMENA• Redovi potencija mogu se formalno derivirati i
 integrirati “član po član”
 • Točnije, ako je razvoj u red poten-cija analitičke funkcije f u okolini točke c, ondaje:
 • razvoj u red potencija funkcije f ’u okolini točke c;
 • razvoj u red potencija funkcije Fu okolini točke c, pri čemu je F standardnaantiderivacija funkcije f.
 mr. sc. Bojan Kovačić, viši predavač 16
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2.3.11. APSOLUTNA POGREŠKA APROKSIMACIJE
 • Pretpostavimo da smo funkciju f aproksimiralipolinomom Tn na nekom intervalu I oko točke
 • Neka je Definiramo:
 • apsolutnu pogrešku (oznaka: pa) aproksimacijefunkcije f polinomom Tn u točki c0 s:
 • funkciju pogreške aproksimacije funkcije f polinomomTn na intervalu I s:
 • Idealno: za što više x∈I.
 mr. sc. Bojan Kovačić, viši predavač 17
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2.3.12. RELATIVNA POGREŠKA APROKSIMACIJE
 • Pretpostavimo da smo funkciju f aproksimiralipolinomom Tn na nekom intervalu I oko točke
 • Neka je takva da je
 • Definiramo relativnu pogrešku aproksimacije (oznaka:pr) funkcije f polinomom Tn u točki c0 s:
 • Ta se pogreška izražava u postotcima.
 mr. sc. Bojan Kovačić, viši predavač 18
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2.3.13. NAPOMENA• Ako duljinu od 1 cm aproksimiramo duljinom od
 0.9 cm, a duljinu od 1 km aproksimiramoduljinom od 999 m, apsolutne pogreškeaproksimacije bit će 1 mm i 1 m, pa se dobiva(pogrešan!) dojam da je u prvom slučaju pogreška1000 puta manja nego u drugom.
 • U obama slučajevima relativne pogreškeaproksimacije su jednake i jednake 10%.
 • Zbog toga se u ocjeni kvalitete neke aproksimacijenajčešće koriste relativne pogreške.
 mr. sc. Bojan Kovačić, viši predavač 19
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