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 Теорија за низи
 БРОЈНА НИЗА
 Под поимот низа, односно бројна низа, во општ случај се подразбира уредено множество од
 бесконечно многу броеви: a 1 ; a 2 ; a3 ; ... ; a n1 ; a n ; a n1 ; ...
 Бројна низа представува секое пресликување на множеството од природни броеви во
 множеството од реални броеви. Ако со N го означиме множеството од природни броеви, а
 со R множеството од реални броеви, тогаш секое пресликување на NR претставува бројна
 низа. Во зависност од тоа дали бројот на членовите во низата е конечен или не, разликуваме
 конечни и бесконечни низи. Во општиот член од дефинираната низа е содржано правилото
 за одредување на кој било член на низата, т.е. во членот ан е зададен законот за
 пресликување (правилото за формирање на низата) од множеството на природни броеви
 во множеството на реални броеви. Низата е одредена ако е дадено правилото со кое
 секој член од низата {an} може еднозначно да се одреди.
 Разни поими од секојдневниот живот, како што се: вработените во некое акционерско
 друштво, зградите во една населба, запишаните студент на факултет и сл., претставуваат
 конечни низи, за разлика од бесконечните низи, како што е низата од природни
 броеви. Елементите што ја сочинуваат низата можат да се означат со општи броеви
 кои имаат различни индекси, односно: a 1 ; a 2 ; a3 ; ... ; a n1 ; a n ; a n1 ; ... .
 Секоја низа во која разликата (диференцијата) помеѓу кои било два соседни
 члена е иста, т.е.
 n N a na n 1 a n1a n d
 Претставува аритметичка низа.
 2
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 Прогресии
 1. НИЗИ ОД ПРИРОДНИ БРОЕВИ
 Честопати во практиката вршиме подредување на елементите на дадено множество
 (предмети, поими, броеви и др) Притоа е важно да знаеме кој елемент е прв, кој е втор итн.
 На тој начин, всушност, на секој природен број му придружуваме елемент од тоа множество
 и добиваме низи од предмети, поими или броеви.
 Функцијата f : N ––––> R се вика низа од реални броеви.
 На пример, низата
 1 1 1 1, –– ––– ––
 2 , 3 , 4 , ....е добиена така што на секој природен број n му е придружена неговата реципрочна вредност
 .
 Бидејќи сите низи имаат исто домен- множеството N, ние ги разглеуваме само нивните
 слики.
 F (1), f (2), f (3), … f (n), …
 Што ги означуваме со
 α1, α2, α3, ... , αн , ....
 (1)
 Вообичаено е низите да ги означуваме накусо со (αн ) , n Є N, или само (αн ).
 Броевите α1, α2, α3, ... , αн , .... се викаат членови на низата (1) и тоа α1 е прв член, α2 е втор член αn
 e n-ти член или општ член на низата.
 Низата е наполно определена, ако за секој n можеме да го одредиме бројот αн . Таа може да
 биде зададена на различни начини, а најчесто со некоја формула за αн .
 Пример 1. Еве неколку низи, зададени со својот општ член:
 a) αн = n 1, 2, 3, 4, …
 3
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 б) αн = n 1, 4, 9, 16, …
 1 1 1 1в) αн = n2 -n –– , –– , ––, –– …
 2 4 8 16
 3 4 5 г) αн = n + 1 2, –– , –– , ––, …
 n 2 3 4
 д) αн = 1+ (-1)н 0, 2, 0, 2, ...
 Меѓутоа низата не мора да биде зададена со аналитичка формула. Доволно е да е познат
 алгоритмот за добивање на αн. . На пример, како при извлекување квадратен корен. Таква е
 низата:
 .
 1; 1,4 ; 1,41; 1,414; 1,4142; …
 чии членови се приближни вредности со недостиг на ирационалниот број √2 . Исто така и
 низата на простите броеви:
 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, …
 не може дабиде зададена со формула за αн.
 Низата може да биде зададена со неколку први членови.
 Пример 2. Напишани се неколку први членови на низата:
 a) 3, 5, 7, 9, …
 1 2 3 4б) –– , –– , ––, –– … 2 3 4 5
 в) 2, 5, 10, 17, …
 Одреди го општиот член на низата.
 4
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 Решение. Може во општ случај, да се рече дека знаењето на конечниот број први
 членови на една низа не ја определува истата еднозначно. Еден од можните одговори за
 горните низи е :
 a) αн = 2n + 1 б) αн = ___n __ ; в) αн = n2 + 1 ; n+1
 г) За оваа низа не може да се одреди формула за општиот член, бидејќи нејзините членови се
 децималите на бројот n.
 Бидејќи низата е функција од N во R, истата можеме да ја претставиме графички. Графикот
 на таа функција, во даден координатен систем, е множество точки:
 {(n, a_) ا n Є N }.
 1Пример 3. На црт. 1 е скициран графикот на низата αн = ––
 n
 Црт. 1 Црт. 2
 Почесто, геометриската интерпретеција на низата ја вршиме на бројната оска –
 1со назначување на αн . На црт. 2 е претставена истата низа αн = –– n Є N.
 n За една низа (αн ) велиме дека монотоно расте, ако αн < αн+ 1 за секој n Є N, т.е ако
 α1 < α2 < α3 <… αн < αн+ 1 < … ,
 а монотоно опаѓа, ако αн < αн+ 1 за секој n Є N т.е ако
 α1 < α2 < α3 <… αн < αн+ 1 < …
 Првите две низиод примерот 1 растат, наредните две опаѓаат, а последната ниту расте ниту
 опаѓа.
 За низата (αн ) велиме дека е ограничена ако постои реален број М> O таков што за секој n Є
 N важи α ا н > ا M. Такви се последните три низи од примерот 1, а таква е и низата
 5
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 претставена на цртежот 2. Сите членови на оваа низа се претставени со точки што лежат во
 интервалот (0,1).
 Сите досега разгледани низи, всушност , се бесконечни низи од реални броеви. Понекогаш е
 потребно да се разгледуваат и конечни низи чиј број на членови е конечен. Поточно, можеме
 да ја искажеме следнава дефиниција.
 Секоја функција φ : N k –––> R, каде што N k = {1,2,3, ...,k } се вика конечна низа од
 реални броеви или k- члена низа.
 Пример 4. Еве неколку конечни низи:
 a) Низата од буквите на азбуката.
 б) Низата од хемиските елементи
 в) Низата од резултатите на некое мерење
 г) Низата од двоцифрените парни броеви {10,12, ..., 98 }
 д) Низата αн = n2 – 1 n Є {1, 2, 3, 4, 5 }: 0, 3, 8, 15, 24.
 Секоја низа конечна или бесконечна има свој прв член, но само конечните низи имаат и свој
 последен член. Конечна низа може да биде зададена со набројување набројување на сите
 нејзини членови.
 ЗАДАЧИ
 1. Напиши ги членовите на низата αн = (-1)н · n, n Є { 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, }, а
 потоа претстави ги со точки на бројната оска.
 2. Напиши ги првите пет членови на низата со општ член:
 (-1)н · n a) αн = (-1) n - 1 ; б) αн = n n – 2 в) αн = –––––––––– ;
 n+2 3. Знаејќи ги првите неколку членови на низата, напиши еден од можните изрази за
 општ член:
 4.
 1 1 1 3 5 7 9 a) 1, –– , –– , ––, … ; б) –– , - ––, ––, - –– ... 3 5 7 2 4 8 16,
 5. Докажи дека следниве низи монотоно растат :
 6
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 1 2 3 4 1 3 5 7 a) –– , –– , ––, –– … ; б) –– , - ––, ––, - –– , ... 2 3 4 5 3 5 7 9 6. Докажи дека следниве низи монотоно опаѓаат :
 3 4 5 5 7 9 11 a) 2 , –– , –– , ––, … ; б) –– , - ––, ––, - –– ... 2 3 4 2 3 4 5,
 Која од следниве низи е ограничена:
 1a) ) αн = ___n __ ; б) an = 1+ –– в) an = (-1) n · n
 n+1 n7. Напиши неколку први членови на низата зададена со рекурентна формула:
 a) α 1 = 3 , α n +1 = α n +4 ; б) α 1 = 24 , α n +1 = α n - 3.
 2. АРИТМЕТИЧКА ПРОГРЕСИЈА
 Да ги разгледаме низите:
 3, 7, 11, 15, 19, 23, ...,
 24, 21, 18, 15, 12, 9, ...
 што се добиваат како решение на задачата 7. од минатата лекција. Заедничкото за овие низи
 е тоа што секој член, почнувајќи од вториот, се добива со додавање на еден ист број на
 неговиот претходник. За првата низа тоа е бројот 4, а за вториот број -3. За низа со такво
 својство велиме дека е артиметичка прогресија.
 Низата α 1, α 2, …., α n, α n+1, е аритметичка прогресија ако постои број d таков што за
 секој n Є N
 α n+1 - α n = d
 Константниот број d се вика диференција (разлика) на аритметичката прогресија.
 Од самата дефиниција на аритметичката прогресија следува дека на пример:
 α 7 = α 8 + d, α 14 = α 13 + d , α 78 = α 75 + d итн.
 Понекогаш и k-члената низа (k= 3)
 α 1, α 2, α 3 …., α к-1 , α к
 чии членови го исполнуваат условот (1) за n= 1, 2, ..., k, се вика аритметичка
 прогресија.
 Аритметичката прогресија со прв член α 1 и диференција d гласи:
 α 1, α 1 + d, α 1 +2d , α 1 +3d ….
 7
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 Примери на аритметичка прогресија се следниве низи:
 1. 1, 2, 3, 4, … ( α 1 = 1, d=1) ;
 2. 9, 5 , 1, -3, … ( α 1 = 9, d=-4) ;
 3. 7, 7, 7, 7, … ( α 1 = 4, d=0) ;
 Очигледно е дека аритметичката прогресија расте ако d> 0, опаѓа ако d <0, а ниту
 расте ниту опаѓа ако d= 0. Навистина, од равенството α n+1 - α n = d, кога d>0 следува α n+1 - α n
 > 0 т.е α n < α n+1 што значи прогресијата расте.
 Карактеристично својство на аритметичката прогресија.
 Да се потсетиме дека аритметичката средина на броевите a и b е нивниот
 α + b полузбир, т.е бројот –––––––––––, аритметичка средина пак на броевите α 1, α 2 +
 2 .... α н е бројот
 α 1 + α 2 + …+ α 3
 α= –––––––———— n
 Ќе покажеме дека секој член на аритметичката прогресија, освен првиот, е аритметичка
 средина на неговите два соседна члена т.е :
 α k-1 + α k+1 + …+ α 3
 αk = –––––––———— k= 2, 3, 4 2
 Нека α k-1, αk, , α k+1 се три последователни членови на аритметичка прогресија. Според
 дефиницијта (1) имаме :
 αk,- αk,-1 = α k+1 - αk,= d
 Оттука :
 2 αk = αk,-1 + αk,+1
 αk,-1 + αk,+1
 2 k = —————— 2
 Може да се покаже и обратното: ако за членови на некоја низа мажи (2), тогаш таа низа (2),
 тогаш таа низа е аритметичка прогресија.
 Ова карактеристично својство е причина за називот аритметичка прогресија’’
 8
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 Формула за општ член на аритметичка прогресија. Очигледно аритметичката прогресија е
 наполно определена ако се дадени α 1 и d.
 Тогаш според дефиницијата имаме:
 α 2 = α 1 + d
 α 3 = α 2 + d = (α 1 + d ) + d = α 1 + 2d
 α 4 = α 3 + d = (α 1 + 2d ) + d = α 1 + 3d
 Гледаме дека за секој n Є N
 α н = α 1 + (n - 1 ) d (3)
 Формулата (3) ќе ја докажеме користејќи ја дефиницијата за аритметичка прогресија. Имаме
 :
 α 2 = α 1 + d
 α 3 = α 2 + d
 α 4 = α 3 + d
 ……………..
 α n-1 = α n-2 + d
 α n = α n-1 + d
 Собирајќи ги левите и десните страни на равенствата добиваме:
 (α 2 + α 3 + …+ α n-1 ) + α n = α 1 + (α 2 + α 3 + …+ α n-1 ) + (n-1) d
 α n = α 1 + (n-1) d
 Со формулата (3) можеме да ги пресметаме кој било член на аритметичката прогресија, ако
 се дадени првиот член α 1 и диференција d.
 Пример 1. Во прогресијата
 3, -4, -11, -18, ...
 α 1 = 3 d= -7 , па добиваме:
 α 25 = α 1 + 24d = 3+24 · (-7) = - 165 ;
 α 101 = α 1 + 100d = 3+100 · (-7) = - 697 , итн.
 9
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 Пример 2. Кој член во аритметичката прогресија 4,10, 16, 22, ... изнесува 124 ?
 Решение. Тука имаме: α 1 = 4 d= 6 α n = 124 па од формулата
 α n = α 1 + (n-1) d
 т.е
 124= 4 + (n-1) 6
 наоѓаме n = 21. Значи, бараниот член е 21-от
 Пример 3. Производството на едно претпријатие во 1988 година изнесувало 14 000 тони.
 Ако секоја година производството плански се зголемува за 500 тони колкаво ќе биде тоа во 2
 000 –тата година?
 Решение. Тука α 1 = 14 000 , d= 500, n= 13, па според формулата (3) добиваме :
 α 13= α 1 + 12 d = 14000 + 12 · 500 = 20 000
 Значи, производството во 2 000-тата година ќе изнесува 20 000 тони.
 Пример 4 . Индексот на индустриското производство на претпријатието за 1987 година е
 120, а во 1992 година изнесува 140. Процени го индексот за 2 000-тата година, ако
 производството на претпријатието расте по аритметичка прогресија.
 Решение. Имаме α 1 = 120 α 8 = 140 α 14 = ?
 Прво ја одредуваме диференцијата d:
 α 6 - α 1 140-120d= –––––––––– = ––––––––– = 4
 6-1 5
 За индексот на производството во 2 000-тата година добиваме:
 α 14 = α 1 + 13d = 120+ 13 · 4 = 172
 ЗАДАЧИ
 1. Провери која од следниве низи е аритметичка прогресија:
 1 5 7 11 2 2 2 2
 a) 2 , 2, 2, 2 , …; б) 5 , 7, 9, 11 , …;
 в) 2 α –b, 3α +2b, 4α +5b, 5α +8b,
 2. Напиши неколку членови на аритметичка прогресија, ако:
 10
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 a) α 1 = -2, d=3; б) α 1 = 5, α 2 =12 в) α 3 = 9, d= -4.
 3. Пресметај α 15 ако α 9 = 19, d= 2.
 4. Како гласи аритметичката прогресија кај која следниот член е 50, а дваесет и
 вториот 65?
 5. Увозот во јануари е 40 000 долари и секој нареден месец се намалува
 за 2 000 долари. Колкав е увозот во месец декември истата година?
 6. Во кој месец од годината ќе бидат произведени 330 парчиња од некоја стока, ако
 во јануари е произведено 180 парчиња, во февруари 195, во март 210 парчиња итн.
 ?
 7. Производството во едно претпријатие се одвивало по аритметичка прогресија и на
 крајодт од годината се констатирало дека: во третиот и седмиот месец изнесувало
 380 тони, а во вториот и дванаесетиот месец изнесувало 500 тони. Колкаво било
 производството во мај истата година?
 8. Три броја, чиј збир е 18, образуваат аритметичка прогресија. Кои се
 23
 тие броеви, ако збирот на нивните реципрочни вредности е 30 ?
 Упатство: Oзначи ги броевите со: α -d, α, α+d
 9. Бројот 27 раздели го на три дела коишто образуваат аритметичка прогресија, така
 што квадратот на вториот дел да е поголем за 16 од производот на другите два
 дела.
 10. Рабовите на еден квадар образуваат аритметичка прогресија. Пресметај го
 волуменот на квадарот, ако збирот на рабовите е 24 cm, а неговата плоштина е 352
 cm2 .
 11. Ако броевите α1 , α2 , α3 , … образуваат аритметичка прогресија, тогаш и низите:
 a) α1 + c , α2 + c , α3 + c …
 б) k · α1 , k · α2 , k · α3 , …
 образуваат аритметичка прогресија. Докажи!
 12. Пресметај го збирот 1+2+3 + ....+99+100.
 3. ГЕОМЕТРИСКА ПРОГРЕСИЈА
 11
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 Да ги разгледаме низите:
 2, 4 , 8, 16, …
 1 1 1
 1, 3 , 9, 27 …
 5, -10, 20, -40 …
 -3, -6, -12, -24, …
 Воочуваме дека секој член на овие низи, освен првиот, се добива со множење на неговиот
 претходник со еден ист број. За првата низа тоа е бројот 2, за втората 1
 3 за трета -2, а за четврта 2. За низа со такво својство велиме дека е геометриска прогресија.
 Низата α1 , α2 , ... , αн , αн+1 , ... е геометриска прогресија, ако постои број q (q≠0)
 така што за секој n Є N
 αн+1 : , αн = q .
 Константиот број q се вика количник на геометриската прогресија.
 Од дефиницијата на геометриската прогресија следува дека, на пример:
 α9 = α8 q , α25 = α24q , α44 = α43 q , итн.
 Понекогаш и k- членовата низа ( k= 3 )
 α1 , α2 , α3 ... , αk ,
 чии членови го исполнуваат условот (1) за n= 1,2, ..., k, се вика геомтриска прогресија.
 Геометриската прогресија со прв член α1 и количник q гласи:
 α1 , α1q , α1q2 ,
 Eве неколку примери на геометриска прогресија:
 10 3, 6, 12, 24, … (α1 = 3 , q= 2 )
 1 1 20 -4, -2, -1, - –– , (α1 = -4 , q= – )
 2 22 1
 30 18, 6, 2, - –– , (α1 = 18 , q= – ) 3 3
 40 -1, -4, -16, -64, … (α1 = -1 , q= 4 )
 12
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 50 2, -6, 18, -54, … (α1 = 2 , q= -3 )
 Очигледно, геометриската прогресија е наполно определена ако се дадени α1 и q. Притоа ако
 q1 > 0, таа ниту расте ниту опаѓа (низата 50 ), ако 0<q<1, тогаш за
 α1 < 0 расте, за α1 > 0 опаѓа ( низите 20 и 30 ) , ако пак q>1, тогаш за α1 > 0 расте, за α1 < 0
 опаѓа (низите 10 и 40 )
 Карактеристично својство на геометриската прогресија
 Да се потсетиме дека геометриската средина на позитивните броеви α и b е бројот √αb .
 Геометриската средина, пак , на позитивните броеви α1 , α1 , ... αн е бројот √α1 α1... αн
 Ќе покажеме дека: секој член на геометриската прогресија со позитивни членови, освен
 првиот, е геометриска средина на неговите два соседни члена, т.е :
 α1 = √α k - 1 α1 · α k + 1 , k = 2,3,4, …
 Навистина, ако α k - 1 , α k , α k + 1 се три последователни членови на геометриска прогресија,
 тогаш според дефиницијата (1) имаме :
 α k α k + 1
 —— = ——— = qα k - 1 α k
 оттука:
 α k2 = α k - 1 · α k + 1
 т.е.
 α k = √α k - 1 · α k + 1
 Важи и обратно: ако за членовите на некоја низа важи (2), тогаш таа низа е геометриска
 прогресија.
 Поради тоа својство прогрсијта го добила името геометриска прогресија.
 Пример 1. Ако броевите x, y, z образуваат геометриска прогресија,тогаш (x+y+z) (x-y+3) = x2
 + y2 + z2 . Докажи!
 Решение Ако броевите x, y, z образуваат геометриска прогресија,тогаш xz= y2 , па левата
 страна на равенството го добива видот :
 (x+y+z) (x-y+3) = x2 – xy+xz+xy-y2 + yz+xz-yz+z2 =
 = x2 – y2 + z2 + 2xz = x2 – y 2 + z2 + 2y2 =
 13
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 = x2 + y2 + z2
 Формула за општ член на геометриската прогресија. Од дефиницијата за геометриска
 прогресија имаме :
 α2 = α1 q
 α3 = α2 q = α1 q2
 α4 = α3 q = α1 q3
 итн. Очигледно е дека за секој n Є N
 α н = α1 q н – 1 (3)
 Пример 2. Во прогресијата
 312, 6, 3 , –– , ...
 2 1
 α1 = 12 , q = ––– . Тогаш, на пример: 2 1 12 3
 α5 = α1 q4 = 12 · ( ––)4 , = ––– = —— , 2 24 4
 1 12 3 α 11 = α1 q10 = 12 · ( ––)10 , = ––– = —— , итн.
 2 210 356
 Пример 3. Одреди геометриска прогресија, ако α1= 6, α8 = 768
 Решение. Бидејќи α8 = q17 , ќе имаме :
 768 = 6q7 , q7 = 128 , q7 = 27 , q= 2
 Прогресијата гласи : 6, 12 , 24 , 48, 96 , 192 , 384,
 Пример 4. Напиши неколку членови на геометриската прогресија, ако α3 + α5 = 5,
 α5 + α8 = 40.
 Решение. Секој од членовите го изразуваме преку α1 и q и го добиваме системот:
 α 1 q2 + α 1 q4 = 5
 { α 1 q5 + α 1 q7 = 40
 Ги рзложуваме левите страни на равенките множители:
 α 1 q2 (1+ q2 ) = 5
 { α 1 q2 (1+ q5 ) = 5
 Ја делиме втората равенка со првата и добиваме :
 14
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 α 1 q5 (1+ q2 ) 40————— = ——α 1 q2 (1+ q2 ) 5
 од каде што q3 = 8 , т.е q= 2. Тогаш
 5 5 5 1 α 1 = ————— = ———— = ———— = —— . q2 (1+ q2 ) 4+(1+4) 4 · 5 4
 Пример 5 . Извозот во јануари бил 20. 000. 00 денари и секој нареден месец се зголемувал
 за 4 % . Колкав же биде извозот во септември истата година?
 Решение Тука се работи за геометриска прогресија кај која : α 1 = 20 000,
 P q= 1+ —— = 1,04, n = 9, а се бара α 9
 100Тогаш, според формулата (3), наоѓаме:
 α 9 = α 1 q8 = 20000 · 1,04 8 = 27371, 40
 Значи во септември извозот ќе изнесува 27 371, 40 денари.
 Поим за низа. Конвергентни низи
 1.2.Пример. а)За низата { α n } со општ член α n =1+(-1)n
 Важи α1 = 1+(-1)1= 1-1=0, α2 = 1+(-1)2= 1+1=2, α3 = 1+(-1)3= 1-1=0 итн. Множеството вредности
 е М α ={0,2}
 1б)За низата { α n } со општ член α n = 1+ – множеството вредности е
 3 4 5 k+1 n M α = {2, – , –, – , ––––, …}
 2 3 4 k
 в) За низата { α n } со општ член α n = 2n множеството вредности е M α = {2,4,8,…,2k,…}
 1
 1.6Пример. а)Да ја разгледаме низата α n = – Ќе докажеме дека нејзината граница
 15
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 n
 е бројот α = 0 Навистина ,нека ε>0 е дадено.Од аксиомата на Архимед следува дека постои
 1
 природен број N таков што N Є –– Јасно, множеството природни броеви кои го задоволуваат
 ε
 претходното неравенство има најмал елемент. Нека тоа е бројот n0 Сега , при n> n0 имаме
 1 1 1
 n>– т.е. – < ε па затоа ا α n – 0 ا = – < ε
 ε n n
 1
 што значи lim ∞ –– = 0
 n n2 + 1 1
 б)Да ја разгледаме низата α n = ––––––– n≥ 1 Ќе докажеме дека lim n∞ α n = ––
 2n2 2
 Навистина, нека ε >0 n2 + 1 1 1 1
 е дадено . Имаме ε > ا α n – α ا– - –––––––ا = ا = – n2 > –––
 1 2n2 2 2n2 2 ε
 Односно n> –
 √2 ε 1
 . Според тоа, ако земеме природен број n0 = [––]+1 тогаш при n > n0
 √2 ε
 Наоѓаме ا α n – α ا < ε
 1
 што значи lim n∞ α n = ––
 2 1
 в)Нека α Є R, ا α 1 >ا Ќе докажеме дека lim n∞ α n = –– = 0
 α n
 Ставаме ا α 1 = ا + x, каде што x= ا α 0>1 – ا .од неравенството на Бернули следува дека за
 секој n ≥ 1 важи ا α ا n = (1+ x)n ≥ 1 + nx> nx
 1 1 1
 16
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 што значи 1 –– < –– .Некa ε >0 е дадено .Избираме n0 = [––] + 1 и добиваме дека
 n nx 1 1 1 x ε 1 ا α ا
 за секој n>n0 важи што значи ا 0–– -ا = –– < –– < ε што значи lim n∞ = ––
 α n n nx αn ا α ا
 г)Ќе докажеме дека lim n∞ n√ n= 1
 За n>1 земаме α1 = α2 =√n, α3= α4 = …= αn = 1 и од неравенството меѓу аритметичката и
 геометриската средина добиваме
 √n + √n + (n- 2) 2√n + (n-2)
 1< n√ n= n√ √n · √n · 1 · …· 1 < ––––––––––––– = –––––––––––––
 n n
 2 2 2 2
 = 1+ ––– - ––– <1 + ––– т.е 0 < n√ n – 1 < –
 √n n √n √n
 4 2
 Нека ε > 0 е дадено .Избираме n > [– + ] 1 т.е –– < ε
 ε 2 √n
 4 2
 и добиваме дека секој n> n0 n> –– важи па затоа ا n√ n – 1 ا < –– < ε што значи
 ε 2 √n
 lim n∞ n√ n= 1
 2.Елементарни својства на конвергентните низи
 2.2Пример а)Множеството вредности на низата {α n }
 со општ член α n = 1+ (-1) n · 2
 , n ≥1 e M α = {-1,3 } Според тоа , оваа низа е ограничена .
 (-1)n
 б)За низата {α n } со општ член α n = –––– , n ≥1 множеството вредности е
 n
 1 1 1 ( - 1)k
 M α = { -1, –– , – ––– , ––, …, –––––, … }
 2 3 4 k
 што значи дека оваа низа е ограничена.
 в)За низатa {α n } со општ член α n = 2n , n ≥1 , множеството вредности е
 17
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 M α = { -2,4,-8, …, -2k , …}
 Според тоа , оваа низа е ограничена од лево , но не е ограничена од десно
 г)За низата {α n } со општ член α n = (2) n , n ≥ 1 n множеството вредности е
 M α = { -2,4,-8, …, -2k-1 , 22k …}
 Според тоа , оваа низа не е ограничена ниту од лево ниту од десно.
 2.6 Пресметај ги границите на низата
 (n+1)2
 а) α n = –––––– , n ≥1
 2n2
 1000n3 + 3n2
 б) α n = –––––––––––––––– , n ≥1
 0,001 n4 – 100n3 +1
 3√ n2 +n
 в) α n = ––––––– , n ≥1
 n+1
 n
 г) α n = –––––––––––––––– , n ≥1
 √ n2 – n+1
 (n+2)! + (n+1)!
 д) α n = ––––––––––––– , n ≥1
 ( n + 3 )!
 n
 ѓ) α n = ––––––––––––– , n ≥1
 ( n + 1 )! – n!
 1 2 n
 e) α n = –– + –– + … + ––, n ≥1
 n2 n2 n2
 1 1 1
 ж) α n = –– + –– + … + –––––, n ≥1
 1·2 2·3 (n-1) · n
 з) α n = √ n2 +n – n , n ≥1
 Решение:
 18
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 a) Имаме
 n2 +2n+1 1 2
 –––––––– – + –
 (n+1)2 n2 +2n+1 n2 1+ n n2 1+0+0 1
 lim n∞ α n = lim ––––– = lim ––––––– = lim ––––––––– = lim ––––––––– = –––––– = ––
 n∞ 2n2
 n∞ 2n2 n∞ 2 n2
 n∞ 2 2 2
 ––––––––
 n2
 б)Имаме
 1000n3 + an2 1000 2
 ––––––––––– –––– + –
 1000n3 + 3n3 n4 n n2 0
 lim n∞ α n = lim –––––––––––––– = lim ––––––––––––– = lim –––––––––––––– = –––––– = 0
 n∞ 0.001n4 – 100n3 +1 n∞ 0.001n4 -100n3+1
 n∞ 0.001 – 100 1 0.001 ––––––––––––––––– –––– + –––
 n 4 n n4
 в) Имаме
 2√ n2 +n n2 +n 1 1
 3√ ––––––––––– 3√ –––––––––– 3√ – + ––
 3√ n2 +n n n3 n n 2
 lim n∞ α n = lim ––––––––––– = lim ––––––––––––– = lim –––––––––––––– = lim –––––––––– =
 n∞ n∞ n+1 n∞ n+1
 n∞ 1 n∞ 1+ 1 ––––––––––––––––– 1+ ––– ––
 n n n
 3√0+0
 = –––––– = 0
 1+0
 г) Имаме
 19
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 n
 ––––
 n n 1 1 1
 lim n∞ α n = lim ––––––––––– = lim ––––––––––––– = lim ––––––––––– = lim –––––––––– = –––
 n∞ n∞ (n+1)! – n! n∞ √ 2n2 - n+1
 n∞ 2n2 - n+1 n∞ 1 1 √ 2
 –––––––––––––– √ ––––––––––– √ 2- –– + ––
 n n2 n n2
 д) Имаме
 (n+2) · (n+1)! + (n+1)! (n+2+1) · (n+1)! 1
 lim n∞ α n = lim –––––––––––———— = lim –––––––––––––— = lim ––––––––
 n∞ n∞ (n+3) · (n+2) · (n+2)! n∞ (n+3) · (n+2) · (n+2)!
 n∞ n+2
 дѓ)
 e
 ж)Имаме
 з)
 20
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 Теории за три низи
 3.7.Пример. Нека .Ќе докажеме дека .
 За Очигледно =1 .
 Ако ,тогаш и од неравенството на Бернули следува
 Според тоа , 0< , за секој . Но, , па затоа од
 теоремата за три низи добиваме .
 Ако 1> , тогаш и затоа од што следува
 4.Монотони низи
 4.2.Пример.Испитај ја монотоноста на низата
 Решение.а)Имаме = и како
 добиваме
 21
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 б)Имаме
 и како
 добиваме што значи дека низата монотоно опаѓа.
 4.4.Пример. Ќе докажме дека низата конвергира. Од
 следува дека низата {
 строго монотоно расте.
 Ако го искористиме неравенството добиваме дека
 што значи дека низата { е ограничена од горе.
 Конечно, низата { е монотона и ограничена , па од теорема 5 следува дека таа е
 конвергентна.
 4.5.Пример. Во овој пример, користеќи ја низата ќе ја воведеме една од
 најважните константи во математиката , бројот .Имено, ќе докажеме дека низата (1) е
 монотоно растечка и ограничена од горе , па од теорема 4.3 ќе следува дека таа е
 конвергентна, т.е. постои и оваа граница се означува со е.
 За да докажеме дека низата монотоно расте , доволно е во неравенството меѓу
 аритметичката и геометриската средина да ставиме и
 22
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 Добиваме
 Односно
 Што значи , разгледуваната низа монотоно расте.
 За да докажеме дека низата (1) е ограничена од горе , ќе ја разгледаме помошната низа
 . Од неравенството меѓу аритметичката и геометриската
 средина добиваме
 =1+
 Значи или
 т.е. низата монотоно опаѓа.Сега имаме, =4
 т.е. низата (1) е ограничена од горе.
 23
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 Од теоремата за монотони и ограничени низи следува дека низата (1) е конвергентна, т.е.
 постои.
 Да забележиме дека претходната постапка ни овозможува да добиеме по желба добри
 апроксимации за бројот е . Имено, ако земеме доволно голем број , тогаш можеме да
 кажеме дека
 4.6 Пример..Пресметај ги границите на низите
 a) б)
 Решение.
 а) Имаме
 б) Имаме
 24
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 Да забележиме дека при решавањето на претходните два примера користевме
 резултат кој следува од пример 4.5 , кој овде ќе го прифатиме без да го докажуваме.
 Имено, ако е функција таква, што
 тогаш
 .
 4.7. Пример .Нека . Ќе докажеме дека
 .
 Од аксиомата на Архимед следува дека за реалниот број |a| постои природен број таков
 што |a|< . Но, тоа значи дека за сакој природен број . Важи |a|<n+1. Според
 тоа, за секој важи
 .
 25
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 Значи, низата {| монотоно опаѓа.Но | т.е. таа е конвергентна , па од
 теоремата 4.3. Следува дека низата {| е конвергентна . Нека
 Имаме A=
 Конечно, од претходно изнесеното , дефиницијата за конвергентна низа и равенство |
 следува дека .
 5.Теореми на кантор и болцано-ваерштас
 5.5. Пример.
 а) Низата има две точки на натрупување 1 и -1.
 б)Низата има три точки на натрупување 1, 0 и -1..
 Кошиеви низи
 6.4. Пример. Ќе докажеме дека низата { } со општ член
 , , конвергентна.
 Навистина, од
 26
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 за секој k >1, при добиваме
 | - =
 Нека е дадено. Избираме и добиваме дека за секои
 важи , што значи дека низата
 е Кошиева. Сега од теоремата 6.3 следува дека низата е конвергентна.
 6.5.Пример. Да ја разгледаме низата со општ член
 ,
 Нека,
 .Од -
 при добиваме дека за секој важи
 ,> што значи дека разгледуваната низа не е Кошиева. Од теоремата
 6,3 следува дека оваа низа не е конвергентна .
 Оваа низа во литературата е позната како Хармониска низа и таа има посебно
 значење ,особено во теоријата на редови.
 Теорија за редови
 27
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 БРОЈНИ РЕДОВИ
 Изразот: a1 + a2 + a3 + ... + ai + = ai од бесконечната низа на реални броеви
 i1
 се нарекува бесконечен броен ред, каде што a1 ; a2 ;a3 ;... се членови на редот.
 Збирот на членовите од една дефинирана низа претставува ред. Бесконечниот ред е изразот
 зададен во следниот облик:
 a1 + a2 + a3 + ... + ai + … = ai
 i1
 Од конечната низа на реални броеви (a1 ; a2 ;a3 ;... ; an) можеме да формираме н
 делумни суми (S1; S2; S3; …; Sn).
 Ако со Sn го означиме збирот од првите н членови ќе добиеме:
 S1 = a1
 S2 = a1 + a2
 S3 = a1 + a2 + a3
 --------------------
 --------------------
 Sn-1 = a1 + a2 + a3 + ... + an-1
 n
 Sn = a1 + a2 + a3 + ... + an + … = ai
 i1
 при што разликуваме низа од делумни (парцијални) суми, т.е. S1; S2; S3; …; Sn.
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 Во зависност од тоа дали бројот на членовите е преброив или не, разликуваме
 конечни и бесконечни редови, а бесконечните редови можат да бидат конвергентни или
 дивергентни.
 Бројниот ред конвергира, ако низата од делумни суми тежи кон некоја конечна
 вредност S, т.е lim S n S. Ако пак, низата од делумни суми не тежи кон некоја
 конечна вредност велиме дека бројниот ред е дивергентен. Потребен услов за редот да
 конвергира е општиот член да тежи кон нула т.е. lim a n0 кога n ,меѓутоа ова не е и
 доволен услов. Ако со собирање на се поголем број на членови, воочиме дека низата од
 парцијалните суми (S1; S2; S3; …) тежи кон некој конечен број S, можеме да
 констатираме дека зададениот ред конвергира и дека неговата сума е еднаква на
 конечниот број S.
 Во случај кога парцијалната сума не тежи кон некој конечен број велиме дека редот е
 дивергентен. Редот дивергира, во потесна смисла,кога низата од парцијалните суми
 тежи кон или , ако пак низата од парцијални суми осцилира помеѓу и или
 во некој друг интервал, тогаш бесконечниот ред дивергира во поширока смисла.
 Редот е конвергентен тогаш кога, со собирање на се поголем и поголем број на
 членови се гледа дека збирот се стреми кон една конечна вредност, која претставува
 гранична вредност на редот. Редот е конвергентен ако граничната вредност на
 општиот член тежи кон нула кога n , а ако граничната вредност на општиот
 член тежи кон бесконечно кога н поприма се поголема и поголема вредност
 ( n ) велиме дека редот е дивергентен.
 Веќе истакнавме, дека потребен но не и доволен услов за да редот биде
 конвергентен е општиот член a n 0 кога n . Доказот е едноставен, имено ако: Sn = a1
 + a2 + a3 + ... + an-1 + an а Sn-1 = a1 + a2 + a3 + ... + an-2 + an-1
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 Ако редот е конвергентен, тогаш е потребно Sn и Sn-1 да тежат кон една иста
 конечна сума кога n . Со оглед дека Sn= Sn-1 + an , од каде произлегува дека an= Sn
 - Sn-1.. Бидејќи за конвергентноста е потребно an= Sn - Sn-1., т.е. S n S n1 0, кога n
 , а за тоа да се оствари потребно е a n 0 koga n .
 Доказ за тоа дека овој услов не е доволен е следниот хармониски ред:
 1
 1 1
 1 ...
 1, каде иако lim -n 0 односно потребниот услов е исполнет, редот не
 2 3 n
 e конвергентен туку дивергентен.
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Пример11: За низата дефинирана со изразот:
 1
 –
 2n за, n= 0;1;2……;11 да се пресмета пресмета збирот на првите дванаесет
 члена?
 1 1 1 1
 S12 = ––– ––– ––– ––– = 1 0, 5 0, 25 … 0,000488 1,999
 20 21 22 …… 211
 1
 lim S n 2 бидејќи lim a nlim ––– = 0
 2n
 Конвергенција на бесконечни редови
 Ако е зададен редот со позитивни членови a n a n 0 za n и ако постои
 i1
 lim n a k
 тогаш за k< 1 редот е конвергентен , за k >1 редот е дивергентен
 n
 додека за k=1 прашањето на конвергентноста со помош на Кошиевото
 ( Couchy) правило останува отворено.
 Бескраен геометриски ред
 Со собирање, членовите на една геометриска прогресија го добиваме редот
 а, аq, aq2 , … кој што се вика бескраен геометриски ред. Неговата парцијална
 сума е:
 аqn- а а аqn
 Sn = а+ аq+ …+ аqn-1 = ––––––– = ––––– - ––––
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 q- 1 1- q 1- q
 според тоа ќе имаме :
 а аqn
 S= lim Sn = lim –––– - lim ––––––
 n n 1- q n 1- q
 Видовме, кога е ا q 1 < ا дека limqn 0 па следува
 а
 S= ––––– ا q 1 < ا
 1- q ,
 бескрајниот ред дивергира.
 Пример 1. Да се определи сумата S на бескрајниот геометриски ред.
 1 1 1
 1+ –– + –– + ...+ –––– + …
 3 9 3 n-1
 1
 Имаме а=1,q = –– па е
 3
 1 3
 S= –––––– = ––––
 1 2
 1- –––
 3
 ЗАДАЧИ:
 1. Да се определи сумата од следната бескрајни геометриски редови:
 1 1 1 1 10 20
 a) 1- ––– + ––– + ... б) 1+ ––– + ––– + ... в) 5+ ––– + ––– + ...
 3 9 2 4 3 9
 16 64
 г) 16 + 12 + 9 + ... д) 4 - ––– + –––– + ... е) 1 + tan а + tan2 а + …
 5 25
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 x-y x-y
 ж) 1+ –––– + ( ––––– ) 2 + … x >0,y > 0 з) 2+ 3x + 2x2 + 3x
 2 + …
 x+y x+y
 и) 1 + 2x2 + 4x
 4 + 6x6…
 2. Во круг со радиус е впишан квадрат, во квадратот круг, во кругот одново
 квадрат итн до бескрајност. Да се определи сумата од плоштините на сите
 кругови без првиот и сумата од плоштината на сите квадрати.
 π
 3. Збирот на конвергентен геометриски ред е cot–– а првиот член sin а. Како
 2
 гласи редот.
 4. Во даден рамностран триаголник со страна а ги спојуваме средините на
 страните на триаголникот и се добива нов рамностран триаголникот. Ако ги
 споиме средините на неговите страни се добива нов рамностран триаголник итн.
 Да се определат:
 a) збирот на плоштините и периметрите на сите овие триаголници
 б) збирот од плоштините на опишаните кругови околу триаголниците
 5. Во круг со радиус е впишан рамностран триаголник, во него круг и повторно
 во него рамностран триаголник итн. Да се определи:
 a) Сумата од плоштините на сите триаголници
 б) Сумата од плоштините на сите кругови
 6. Во коцката со страна а е впишана топка, во топката повторно коцка итн. Да се
 најде збирот од плоштините и волумените на:
 a) сите коцки
 б) сите топки
 7. Да се пресмета:
 x
 a) tan –– + sin x + sin x cos x + sin x + sin x cos2 x + … + sin x cosn x+ …
 2
 sin x sin x sin x
 б) –––––– + –––––– tan x + –––––– tan2 x + …
 sin 450 sin 450 sin 450
 33
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