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3
 Chương I
 KHÁI QUÁT CHUNG VỀ ÁNH XẠ
 Trong chương này chúng tôi giới thiệu sơ lược về các tính chất của ánh xạ để sử dụng cho các chương sau. 1.1. Các định nghĩa 1.1.1. Định nghĩa 1 - Ánh xạ Cho 2 tập X, Y. Một ánh xạ từ tập X tới tập Y là một quy tắc ƒ cho tương ứng mỗi phần tử Xx∈ với một và chỉ một phần tử Yy∈ . Khi đó X gọi là tập nguồn, Y gọi là tập đích; y gọi là ảnh của x, x gọi là tạo ảnh (nghịch ảnh) của y qua ánh xạ ƒ.
 Ký hiệu: :
 ( )f X Y
 x y f x→
 =a
 Ví dụ Cho X = {a, b, c, d}; Y = {1, 4}. Quy tắc f: 4,,;1 aa dcba là một ánh xạ.
 1.1.2. Định nghĩa 2 - Ảnh và nghịch ảnh của một tập con Cho ánh xạ
 )x(fyx
 YX:f=
 →a
 , X, YA B⊂ ⊂ . Khi đó
 { }( ) ( ) :f A f x x A= ∈ gọi là ảnh của A qua ánh xạ f.
 { }1( ) : ( )f B x X f x B− = ∈ ∈ gọi là nghịch ảnh của B qua ánh xạ f.
 Ví dụ
 Cho : ,f +→R R 2 1x y x= +a là một ánh xạ. Cho [-1, 2]A = , ta có ƒ(A)=[1, 5]. Cho B=[1, 10], ta có ƒ-1(B)=[-3, 3].
 1.2. Đơn ánh, toàn ánh, song ánh 1.2.1. Định nghĩa Cho ánh xạ
 :
 ( )f X Y
 x y f x→
 =a
 Ánh xạ f được gọi là đơn ánh nếu )x(f)x(fxx,Xx,x 212121 ≠⇒≠∈∀ (hay
 2121 xx)x(f)x(f =⇒= ).
 Ánh xạ f được gọi là toàn ánh nếu f(X) = Y, tức là y)x(f:Xx,Yy =∈∃∈∀ .
 Ánh xạ f được gọi là song ánh nếu nó là đơn ánh và toàn ánh. Tức là y)x(f:Xx!,Yy =∈∃∈∀
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 1.2.2. Ví dụ Ví dụ 1 Xét ánh xạ:
 3
 :( )
 fx y f x x
 →
 = =a
 R R
 Ánh xạ f là đơn ánh vì 3 31 2 1 2x x x x= ⇒ =
 Ánh xạ f là toàn ánh vì 3R, x yy∀ ∈ ∃ = sao cho ( )f x y=
 Do đó ánh xạ f là song ánh. Ví dụ 2 Xét ánh xạ:
 [ )
 2
 : 1,
 ( ) 1
 g
 x y g x x
 → − +∞
 = = −a
 R
 Ánh xạ g không phải là đơn ánh vì g(-1) = g(1) = 0.
 Ánh xạ g là toàn ánh vì [ )1, , x 1y y∀ ∈ − +∞ ∃ = + sao cho g(x) = y
 Do đó ánh xạ g không phải là toàn ánh. 1.3. Ánh xạ ngược Giả sử f: X Y→ là một song ánh. Khi đó, mỗi phần tử x X∈ có một ảnh xác định
 ( )f x Y∈ . Ngược lại, mỗi phần tử y Y∈ có một và chỉ một nghịch ảnh x X∈ . Vì vậy, song ánh f từ X lên Y là một phép tương ứng 1-1 hai chiều giữa X và Y. Ánh xạ biến y Y∈ thành x X∈ sao cho ƒ(x) = y gọi là ánh xạ ngược của song ánh f, ký hiệu là ƒ-1. Vậy ƒ-1 là một ánh xạ từ Y lên X, nó cũng là một song ánh. Ví dụ
 Ánh xạ f: →R R xác định bởi 3( ) 1x f x x= +a là một song ánh. Nó có ánh xạ ngược ƒ-1, đó là: 1 :f − →R R xác định bởi 3 1y y −a
 1.4. Tích (hợp) của hai ánh xạ Cho ba tập hợp X, Y, Z và hai ánh xạ f: X Y→ ; g: Y Z→ . Như vậy, ứng với mỗi phần tử x X∈ , có một và chỉ một phần tử ( )y f x Y= ∈ và ứng với mỗi phần tử y Y∈ , có một và chỉ một phần tử ( )z g y Z= ∈ . Như vậy, ứng với mỗi phần tử x X∈ , qua trung gian y, có một và chỉ một phần tử ( ) [ ( )]z g y g f x Z= = ∈ . Ánh xạ từ X tới Z xác định bởi:
 [ ( )] .x X z g f x Z∈ = ∈a
 Gọi là tích (hay hợp) của ánh xạ f và g, kí hiệu là 0g f .
 Vậy 0g f : X Z→ , 0( )( ) [ ( )]x g f x g f x=a
 Ví dụ
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 Cho 2 ánh xạ:
 : [ 1,1],x sin ;: [0, ],x .x
 f xg e
 → −
 → +∞
 a
 a
 RR
 Ta có:
 sin
 0
 0
 ( )( ) [ ( )] ;
 ( )( ) [g( )] sin .
 x
 x
 g f x g f x e
 f g x f x e
 = =
 = =
 1.5. Bài tập Chứng minh rằng 1) Tích của 2 đơn ánh là 1 đơn ánh 2) Tích của 2 toàn ánh là 1 toàn ánh 3) Tích của 2 song ánh là 1 song ánh
 Chương 2
 MA TRẬN-ĐỊNH THỨC-HỆ PHƯƠNG TRÌNH TUYẾN TÍNH
 Phần đầu chương này được dành để trình bày các khái niệm, các dạng ma trận cơ bản, cũng như các phép toán và những tính chất cơ bản thường gặp về ma trận. Các khái niệm, tính chất, cách tính về định thức, ma trận nghịch đảo, hạng ma trận cũng được đưa ra. Cách giải hệ phương trình tuyến tính tổng quát được trình bày ở cuối chương. 2.1. Ma trận 2.1.1. Các định nghĩa
 1. Ma trận cỡ m×n: là một bảng gồm m × n số được sắp xếp thành m hàng và n cột dưới dạng sau:
 A = ⎥⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 .
 .......
 ...
 ...
 21
 22221
 11211
 mnmm
 n
 n
 aaa
 aaaaaa
 = ( )nmija
 ×
 với i là chỉ số hàng, j là chỉ số cột; ija là phần tử ở hàng i và cột j
 2. Ma trận cấp n: là ma trận có số hàng và số cột bằng nhau (m = n)
 A = nmij
 nnnn
 n
 n
 a
 aaa
 aaaaaa
 ×=
 ⎟⎟⎟⎟⎟
 ⎠
 ⎞
 ⎜⎜⎜⎜⎜
 ⎝
 ⎛
 )(
 ...::::
 ...
 ...
 21
 22221
 11211
 Các phần tử ija ni ,1=∀ nằm trên đường chéo chính của A
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 Các phần tử ija 1+=+∀ nji nằm trên đường chéo phụ của A
 3. Ma trận hàng: là ma trận chỉ có một hàng Ví dụ
 A = ( 2 4 6 7 8 9 )1× 6 4. Ma trận cột: là ma trận chỉ có 1 cột. Ví dụ
 4 1
 4074 x
 A
 ⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟=⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
 2.1.2. Các dạng đặc biệt của ma trận 1. Ma trận không: là ma trận mà tất cả các phần tử của nó đều bằng 0. Ví dụ
 3 3
 0 0 0
 0 0 0
 0 0 0 ×
 ⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 , 2 4
 0 0 0 0
 0 0 0 0 ×
 ⎛ ⎞⎜ ⎟⎝ ⎠
 , …
 2. Ma trận chéo: là ma trận vuông có các phần tử không nằm trên đường chéo chính đều bằng 0. Ví dụ
 3 3
 1 0 0
 0 3 0
 0 0 9 ×−
 ⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 , ma trận không cấp n là ma trận chéo đặc biệt.
 3. Ma trận đơn vị: là ma trận chéo mà tất cả các phần tử trên đường chéo chính đều bằng 1. Ví dụ
 2 2
 1 0
 0 1 ×
 ⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦
 ,
 3 3
 1 0 0
 0 1 0
 0 0 1 ×
 ⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 4. Ma trận tam giác trên (dưới): là tam giác có 0=ija ji )(<>∀
 Ví dụ
 3 3
 1 3 5
 0 2 4
 0 0 4 ×
 ⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 ,
 4 4
 5 0 0 0
 6 0 0 0
 3 9 4 0
 8 0 5 3 ×
 ⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 5. Ma trận chuyển vị của ma trận A: ký hiệu là AT, là ma trận suy từ A bằng cách chuyển các hàng thành các cột tương ứng.
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 Ví dụ
 3 4
 1 4 6 0
 6 4 9 3
 2 5 1 7
 A
 ×−
 ⎡ ⎤⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 4 3
 1 6 2
 4 4 5
 6 9 1
 0 3 7
 TA
 ×
 −
 ⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥⇒ =⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 6. Ma trận bậc thang: là ma trận thỏa mãn 2 điều sau
 * Các hàng không (có các phần tử đều bằng 0) nằm phía duới các hàng
 khác không (có ít nhất 1 phần tử khác 0).
 * Phần tử khác 0 đầu tiên của hàng dưới nằm bên phải cột chứa phần tử khác 0 đầu tiên của hàng trên. Ví dụ
 3 4
 2 4 6 3
 0 3 0 1
 0 0 0 2
 A
 ×
 ⎡ ⎤⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 Chú ý
 * Ma trận chéo là ma trận bậc thang
 * Hai ma trận cùng cỡ hay cùng cấp được gọi là bằng nhau nếu các phần
 tử tương ứng đều bằng nhau A = (aij)mxn , B = (bij)mxn
 A = B ⇔ aij = bij ∀i,j
 2.1.3. Các phép tính trên ma trận 1. Cộng hai ma trận a. Định nghĩa Cho 2 ma trận A = (a ij )mxn , B = (b ij )mxn .
 Tổng ( hiệu ) của A và B là một ma trận, ký hiệu A± B, có mỗi số hạng bằng tổng (hiệu) của 2 số hạng tương ứng của 2 ma trận thành phần.
 A ± B = nmijij ba ×± ][
 b. Tính chất
 * A+ B = B+A ( Tính giao hoán)
 * (A+ B) + C = A +(B+C) (Tính kết hợp)
 * ∃ O: A+O = O+A =A ∀A ( O : Ma trận không)
 * ∀A, ∃ -A: A +(-A) = (-A) + A = O (- A: Ma trận đối của A)
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 2. Nhân 1 số với 1 ma trận a. Định nghĩa Cho ma trận A = (a ij )mxn và 1 số k. Tích của số k và ma trận A là một ma trận, ký hiệu kA, có mỗi số hạng bằng tích của số k với số hạng tương ứng của ma trận A.
 kA = [ ijka ]m× n
 b. Tính chất
 * (-1)A = -A ∀A
 * k(A + B) = kA + kB ∀ k, ∀A, B
 * (k + h )A = kA + hA ∀ k, h, ∀A
 * k(hA) = (kh)A ∀ k, h, ∀A
 3. Nhân ma trận với ma trận a. Định nghĩa
 Cho 2 ma trận [ ] pmikaA ×= và [ ]npkjbB
 ×= .Tích của 2 ma trận A và B là một ma trận C,
 ký hiệu C = AB, có phần tử kj
 p
 kikij bac .
 1∑=
 = .
 Ví dụ
 ⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡−=⎥
 ⎦
 ⎤⎢⎣
 ⎡=
 03
 3,
 305421
 BA [ ]153−=⇒ AB
 b. Tính chất
 * AB chỉ được khi số cột của A bằng số hàng của B
 * Phép nhân ma trận không có tính giao hoán.
 * (AB)C = A(BC) (Tính kết hợp)
 * (A + B)C = AC + BC
 * C(A+B) = CA + CB (Tính phân bố của phép nh ân đối với phép cộng)
 * k(AB) = (kA)B = A(kB) ∀ k ∈ R
 4. Các phép biến đổi sơ cấp của ma trận
 * Nhân các phần tử của hàng (cột ) r với một số λ khác 0
 rr LL →λ ( hay Sr CC →λ )
 * Đổi chỗ hai hàng (cột) r và s
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 r sL L↔ ( )Srhay C C↔
 * Cộngλ lần hàng (cột) r vào hàng (cột) s.
 SSr LLL →+λ ( hay Ssr CCC →+λ )
 2.2. Định thức 2.2.1. Phép thế và hoán vị của 1 tập hữu hạn 1. Định nghĩa Giả sử tập hữu hạn X ≠ Ø.
 Một song ánh XX →:σ được gọi là một phép thế cuả tập X. Xét X có n phần tử: X = { }n,...,3,2,1 = Xn
 Biểu diễn của phép thế σ:
 ⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛=
 )(...)(...)3()2()1(......321
 nini
 σσσσσσ
 Ký hiệu Sn là tập hợp các phép thế của Xn Ví dụ
 ⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛=
 nini
 ......21
 ......21σ là phép thế đồng nhất của Sn.
 ⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛=
 213321
 σ là phép thế của S3
 Chú ý ))(...,),2(),1(( nσσσ là 1 hoán vị của Xn
 Mỗi phép thế gây ra một hoán vị và ngược lại. Do đó Sn có n! phần tử. 2. Chuyển trí a. Định nghĩa Phép thế σ của Sn được gọi là một chuyển trí nếu
 jikkk
 ijji
 ,,)()()(
 ≠===
 σσσ
 Chuyển trí này còn được ký hiệu là: ),( ji
 b. Ví dụ
 Với X5, ⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛=
 2435154321
 )5,2(
 3. Dấu của phép thế
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 a. Nghịch thế Giả sử σ là phép thế của Xn. Nếu với jiXji <∈ ,, mà )()( ji σσ > thì cặp ))(),(( ji σσ được gọi là 1 nghịch thế gây bởi σ ( hay là của σ) b. Ví dụ
 Hoán vị ⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛=
 5132454321
 σ có 5 nghịch thế: (4,2), (4,3), (4.1), (2,1), (3,1)
 Bài tập
 Giả sử σ Є Sn.Chứng minh rằng:{ }
 )1(1)()(,
 −=−−∏ hay
 jiji
 ji σσ tuỳ theo số nghịch thế là số
 chẵn (hay số lẻ) trong đó { }ji, chạy khắp tập hợp các tập con gồm 2 phần tử của Xn.
 c. Định nghĩa dấu của phép thế
 Dấu của phép thế σ, ký hiệu sgn σ, được tính theo công thức: { }∏ −
 −=
 ji jiji
 , )()(sgn
 σσσ
 d. Phép thế chẳn, phép thế lẻ Phép thế chẵn là phép thế có dấu bằng 1( nghĩa là gây ra 1 số chẵn nghịch thế ). Phép thế lẻ là phép thế có dấu bằng –1 ( nghĩa là gây ra 1 số lẻ nghịch thế) e. Mệnh đề
 * Mọi phép chuyển trí đều là phép thế lẻ.
 * Dấu của tích 2 phép thế của Xn bằng tích các dấu của hai phép thế đó.
 Chứng minh: Giả sử ),( ji=σ . Xét 2 trường hợp
 * j = i + 1 Khi đó
 ⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛+
 +=
 niinii
 ...1...1
 ...1...1σ chỉ có 1 nghịch thế (i+1, i) nên là phép thế lẻ.
 * j -i >1: Khi đó
 ⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛+−+−+−+−
 =njijijinjjjiii
 ...11...11...1
 ...11...11...1σ
 σ gây ra các nghịch thế sau: ( j, i+1), ( j, i+2),…, ( j, j-1), ( j, i) có j-1- i –1+1+1 = j – i nghịch thế ( i+1, i), (i+2, i),…, ( j-1, i) có j – 1 – ( i+1) +1 = j – i +1 nghịch thế Tổng cộng σ có 2(j – i ) + 1 nghịch thế nên là phép thế lẻ.
 a) Giả sử σ và τ là 2 phần tử thuộc Sn.
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 τστστσσσ
 σστστσσσ
 σσ
 τστσσσ
 σστστσ
 στ
 σσ
 sgnsgn))(())((
 )()()()())(())((
 )()()()(
 ))(())(()()(
 )()())(())((
 )sgn(
 ))(),((
 ),(),(),(
 ),(),(
 ×==−−
 ×
 ×−−
 =−−
 ×−−
 =
 =−−
 ×−−
 =−−=
 ∏
 ∏∏∏
 ∏∏
 ◊
 jiji
 jiji
 jiji
 jiji
 jiji
 jiji
 jiji
 ji
 jijiji
 jiji
 o
 Bài tập
 Cho các hoán vị của S4 là: ⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛=
 21434321
 1σ và ⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛=
 31424321
 2σ
 Tìm: 12
 111221 ,,, −− σσσσσσ oo
 2.2.2. Định nghĩa định thức 1. Định nghĩa a. Định thức cấp n Cho A là ma trận cấp n, định thức của A, ký hiệu detA, là tổng có dạng sau:
 )()3(3)2(2)1(1
 321
 3333131
 2232221
 1131211
 ...sgn
 ...
 ...
 ...
 ...
 det nnS
 nnnnn
 n
 n
 n
 aaaa
 aaaa
 aaaaaaaaaaaa
 AN
 σσσσ
 σσ∑∈
 =MMMMM
 Tổng này gồm n! số hạng, mỗi số hạng là tích của n phần tử của ma trận A mà trong đó không có 2 phần tử nào nằm trên cùng 1 hàng hay 1 cột. Do số phép thế chẵn và lẻ của Sn bằng nhau nên detA có n!/2 số hạng mang dấu cộng (+) và n!/2 số hạng mang dấu trừ (-). b. Minh họa Trường hợp n = 2; 3
 n = 2; ⎭⎬⎫
 ⎩⎨⎧
 ⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛=⎟⎟
 ⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛==
 1221
 ;2121
 212 σσS
 12212211)2(2)1(12)2(1)1(112221
 12112211
 sgnsgn aaaaaaaaaaaa
 −=+= σσσσ σσ
 { }6543213 ,,,,, σσσσσσ=S
 Ta có:
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 322311332112312213322113
 312312332211)()3(3)22)1(1
 333231
 232221
 131211
 ...sgn3
 aaaaaaaaaaaa
 aaaaaaaaaaaaaaaaaaa
 nnS
 −−−+
 ++== ∑∈
 σσσσσ
 σ
 Quy tắc Sarrus
 ##
 #
 ##
 #
 ##
 #
 **
 *
 **
 *
 **
 *
 333231
 232221
 131211
 −−−+++=aaaaaaaaa
 Hay một sơ đồ khác + + +
 3231
 2221
 1211
 333231
 232221
 131211
 aaaaaa
 aaaaaaaaa
 - - - c. Ví dụ
 02252254872105968445
 987654321
 )2
 24284)8(3)1(41384
 )1
 =−=−−−++=
 =+−=−−−=−−
 2.2.3. Tính chất của định thức 1. Tính chất 1 Định thức của ma trận chuyển vị At bằng định thức của ma trận A, nghĩa là: detAt = detA. Chứng minh:
 nnSS
 nn
 nnnn
 n
 n
 nnnn
 n
 n
 t
 aaabbb
 bbb
 bbbbbb
 aaa
 aaaaaa
 A
 NN
 )(2)2(1)1()()2(2)1(1
 21
 22221
 11211
 21
 22212
 12111
 ...sgn...sgn
 .......
 ...
 ...
 .......
 ...
 ...
 det
 τττ
 ττ
 τττ ττ ∑∑∈∈
 ==
 ===
 Đặt
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 jiij ab = i nji ,1, =∀ ; kik =)(τ với nk ,1=
 Aaaa
 aaaaaaA
 n
 nnn
 N
 Snn
 Snnii
 Siiii
 t
 det...sgn
 ...sgn...sgndet
 1111
 11112
 121
 11
 )()2(2)1(11
 )()2(2)1(1)()()(
 ==
 ===⇒
 ∑
 ∑∑
 ∈
 −
 ∈∈
 −
 −−−
 −−−−−−
 ττττ
 τττττ
 τττ
 τ
 ττ
 Chú ý Từ tính chất 1 suy ra rằng hàng và cột có vai trò như nhau trong định thức nên tính chất nào đã đúng đối với hàng thì cũng đúng đối với cột. Do đó, kể từ tính chất 2 trở đi ta chỉ phát biểu và chứng minh đối với hàng và phải hiểu rằng chúng vẫn còn đúng đối với cột. 2. Tính chất 2 Nếu mỗi phần tử của một hàng nào đó của định thức là tổng của 2 số hạng thì định thức đó là tổng của 2 định thức, trong đó mỗi định thức thành phần được suy từ định thức đã cho bằng cách thay mỗi phần tử của hàng nói trên bởi 1 trong 2 số hạng của nó, nghĩa là:
 / // / // / // / / / // // //1 1 2 2 1 2 1 2 .. . . . . .in in in ini i i i i i i ia a a a a a a a a a a a= ++ + +
 Chứng minh: Gọi D là định thức ở trái, D1 và D2 là 2 định thức ở vế phải.
 i
 / //1 (1) 2 (2) ( ) ( ) ( )
 / //1 (1) 2 (2) ( ) ( ) 1 (1) 2 (2) (1) ( )
 1 2
 sgn
 sgn sgn
 ...( )...
 ... .. ... ...n
 n n
 i i i i n nS
 i i n n i n nS S
 D D
 D a a a a a
 a a a a a a a a
 σ σ σ σ σσ
 σ σ σ σ σ σ σ σσ σ
 σ
 σ σ
 ∈
 ∈ ∈
 = + =
 = +
 = +
 ∑
 ∑ ∑
 3. Tính chất 3 Có thể đưa thừa số chung của các phần tử của 1 hàng ra khỏi dấu định thức, nghĩa là
 iniiinii aaa
 kkakaka ...... 2121
 =
 Chứng minh:
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 Gọi D và D’lần lượt là các định thức ở vế trái và vế phải.
 /
 1 (1) 2 (2) ( ) ( )
 1 (1) 2 (2) ( ) ( )
 sgn
 sgn
 ... ...
 ... ...n
 n
 i i n nS
 i i n nS
 D
 Dk k
 a a ka a
 a a a a
 σ σ σ σσ
 σ σ σ σσ
 σ
 σ∈
 ∈
 = =
 = =
 ∑
 ∑
 4. Tính chất 4 Nếu định thức có 1 hàng nào đó là hàng không ( các phần tử của hàng đều là 0 ) thì định thức đó bằng 0. Chứng minh: Suy từ định nghĩa hay từ tính chất 3. 5. Tính chất 5 Nếu đỗi chỗ 2 hàng của 1 định thức thì định thức đổi dấu, nghĩa là
 11 12 1 11 12 1
 1 2 1 2
 1 2 1 2
 1 2 1 2
 ... ...
 ... ...... ... ... ... ... ... ... ...
 ... ...... ... ... ... ... ... ... ...
 ... ...
 n n
 k k kn h h hn
 h h hn k k kn
 n n nn n n nn
 a a a a a aa a a a a a
 a a a a a a
 a a a a a a
 = −
 Chứng minh: Gọi D và D’ lần lượt là các định thức ở vế phải và vế trái. Đặt bij = aij nếu I ≠ h, j ≠ k bhj = akj, bkj = ahj nj ,1=∀
 Ta có
 /1 (1) 2 (2) ( ) ( ) ( )
 1 (1) 2 (2) ( ) ( ) ( )
 sgn
 sgn
 ... ... ...
 ... ... ...n
 n
 h h k k n nS
 k h h k n nS
 D b b b b b
 a a a a a
 σ σ σ σ σσ
 σ σ σ σ σσ
 σ
 σ
 ∈
 ∈
 = =
 =
 ∑
 ∑
 Gọi ),( kh=τ
 /1 (1) 2 (2) ( ) ( ) ( )
 1 (1) 2 (2) ( ) ( ) ( )
 sgn
 sgn
 ... ... ...
 ... ... ...n
 n
 k k h h n nS
 h h k k n nS
 D a a a a a
 a a a a a
 στ στ στ στ στστ
 στ στ στ στ στστ
 σ
 στ
 ∈
 ∈
 =
 = −
 ∑
 ∑
 Đặt στν = , khi đó
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 /
 1 (1) 2 (2) ( ) ( ) ( )sgn ... ... ...n
 h h k k n nS
 D a a a a a Dν ν ν ν νν
 ν∈
 = − = −∑
 6. Tính chất 6 Nếu một định thức có 2 hàng giống nhau thì bằng 0. Chứng minh: Suy từ tính chất 5. 7. Tính chất 7 Nếu một định thức có 2 hàng tỷ lệ (Các phần tử tương ứng của chúng tỷ lệ với nhau) thì nó bằng 0. Chứng minh: Suy từ tính chất 3 và tính chất 4. 8. Tính chất 8 Nếu cộng λ lần hàng r vào hàng s thì định thức không thay đổi (r ≠ s), nghĩa là
 . . . . . . . .
 . . . . . . .
 . . . . . .
 . . . . . . . .S
 r
 r s
 LL L Lλ
 =+
 Chứng minh Suy từ tính chất 2 và tính chất 7 9. Tính chất 9 Nếu 1 hàng nào đó của định thức là tổ hợp tuyến tính của các hàng còn lại thì định thức đó bằng 0, nghĩa là
 . . .
 0. . .
 r s tL L Lα β γ+ + =
 Chứng minh Suy từ tính chất 2 và tính chất 7. Ví dụ
 Không tính định thức, hãy chứng tỏ 552725402
 =D chia hết cho 17.
 Giải
 17155231251202
 17255525272520402
 10100552725402
 332`1 bsCCCC ==→++
 Bài tập 1) Không khai triển, hãy chứng minh rằng
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 a) ))()((111
 accbbaabccabbca
 −−−=
 b) ))()()((111
 333
 accbbacbacbacba −−−++=
 2) Chứng minh
 //////
 ///
 ////////////
 ////// 2cbacbacba
 baaccbbaaccbbaaccb
 =+++++++++
 3) Giải phương trình
 2 311 2 4 8
 01 3 9 271 4 16 64
 x x x
 =
 4) Chứng minh
 =
 −−− 122
 11
 222
 21
 21
 ...............
 ...
 ...1...11
 nn
 nn
 n
 n
 xxx
 xxxxxx
 )()...)...(()1)...()(( 12231312 −−−−−−− nnnn xxxxxxxxxxx
 )(1
 jinij
 xx −∏=≤<≤
 5) Không khai triển định thức, hãy chứng tỏ rằng
 a) ))()()((111
 333
 222 xzzyyxzxyzxyzyxzyx −−−++=
 b) ( )( )( )( )accbbacabcabcba
 ccbbaa
 −−−+++++= ..111
 222
 4
 4
 4
 c) ( )( )( ) ( )accbbacba
 cbacba −−−++= ..111
 333
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 d) ccbbaa
 sincos1sincos1sincos1
 2
 sin2
 sin2
 sin4 accbba −−−=
 6) Không tính định thức, chứng tỏ rằng định thức 231252021
 chia hết cho 12
 2.2.4. Khai triển định thức 1. Định thức con - Phụ đại số của 1 phần tử a. Định nghĩa
 Giả sử A là ma trận cấp n: nnijaA ×= ][ , nếu bỏ hàng i và cột j của ma trận A ta được ma trận Mij được gọi là ma trận con của A ứng với phần tử aij nji ≤≤∀ ,1
 Dij = detMij được gọi là định thức con ứng với phần tử aij Cij = (-1)i+jDij được gọi là phụ đại số ứng với phần tử aij. b. Ví dụ
 Cho ma trận ⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡=
 987654321
 M
 6)1(,62.78.18721
 ,8721
 2332
 232323 =−=−=−==⎥⎦
 ⎤⎢⎣
 ⎡= + DCDM
 2. Khai triển định thức theo các phần tử của 1 hàng (hay 1 cột) a. Định lý
 Cho nnijaA ×= ][ , khi đó ta có
 ininiiIi CaCaCaAD +++== ...det 2211 ni ≤≤∀1 (1)
 (Công thức khai triển theo hàng i )
 Hay njCaCaCaAD njnjjjjj ≤≤∀+++== 1...det 2211
 (Công thức khai triển theo cột j) Chứng minh: Bao gồm 3 bước sau: Bước 1:
 Xét trường hợp 0,0, ≠≠∀== nnnj anjani
 Khi đó,
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 1 (1) 1 ( 1)
 11 12 1
 1 (1)11 12 1 1
 ( ) ( )
 1
 1 ( 1) ( )
 1 (1) 1 ( 1)
 sgn
 0 0 0
 sgn sgn
 ( ) ( ) ( ) 1, 1
 . .. . . .
 .. .
 ...
 ...
 ...
 ...
 n
 n nn n nn
 n
 n n n n S
 nn
 nnS S
 n n n n
 nn
 n n n n
 n n
 D
 SSn n k k k n
 a a a
 a a a
 a
 a a a a
 Xem
 a a a
 a aσ σ
 σσ
 σ σσ σ
 σ σ
 σ σ
 σ
 σ σ
 τσ
 σ τ σ
 − −
 − − − − ∈
 ∈ ∈= =
 −
 − −
 − −
 ∈∈
 = = ∀ = −
 = = =
 = = =
 ⎧⎧⇔⎨
 ⎩
 ∑
 ∑ ∑
 1sgn sgnSn
 τ σ σ τ−
 = ⇒ =⎪ ⇔⎨⎪⎩
 1
 1 (1) 1 ( 1)sgn
 ( 1)
 ...n
 nn n nS
 n nnn nn nn nn nn nn
 D
 D D C
 a a a
 a a a
 τ ττ
 τ−
 − −∈
 +−
 =
 = = =
 ∑
 Bước 2:
 Xét trường hợp 0,0 ≠≠∀= ijik ajka
 . . . . .
 . . . . .0 ... ... 0
 . . . . .
 . . . . .
 ijD a=
 Bằng n-i lần đỗi chỗ 2 hàng liên tiếp và n-j lần đỗi chỗ 2 cột liên tiếp, ta đưa D về định thức:
 /
 /
 . . . . .
 . . . . .
 . . . . .
 . . . . .
 0 0 0 0 nn
 D
 a
 =
 Theo tính chất và bước 1, ta có:
 ijijij
 jiijijij
 jinnnn
 jinnnn
 jijijijnin
 CaDaDa
 DaCaDDDDD
 =−=−=
 ===−=−=⇒−=−=++
 ++++−−+−
 )1()1(
 )1()1()1()1()1( /////)(/
 Bước 3: Trường hợp D bất kỳ.
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 ==
 .....
 ......
 .....
 .....
 . 21 inijii aaaaD
 n
 nnnjnn
 inijii
 nj
 DDD
 aaaa
 aaaa
 aaaa
 +++=
 =++++++++++++++++=
 ...
 ..................
 0...00...00...0...0...000...0...............
 ...
 21
 21
 21
 111211
 (Các định thức Di có dạng ở bước 2)
 ininijijIiIi CaCaCaCaD ......2211 ++++= (đ.p.c.m)
 b. Hệ quả Định thức của ma trận tam giác bằng tích của các phần tử nằm trên đường chéo chính, nghĩa là
 nn
 nn
 nnnn
 n
 n
 aaaa
 aaa
 aaaa
 ...
 0000.000
 .....................0
 ..........
 332211
 11,1
 222
 111
 =
 −−−
 Chứng minh Khai triển theo cột một n-1 lần liên tiếp ta nhận được đ.p.c.m. 3. Ví dụ Dùng các tính chất của định thức, chứng tỏ rằng
 ))()((111
 222
 accbbacbacba −−−=
 Giải
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 ))()(())()((
 0010
 1))((
 1010
 1))((
 001
 111111
 22
 22
 22
 2
 2
 2
 2
 22
 accbbabcacab
 bcab
 aaacab
 acab
 aaacab
 acacabab
 aa
 ccbbaa
 cbacba
 −−−=−−−=
 =−+−−=
 ++−−=
 =−−−−==
 Chú ý
 ⎩⎨⎧
 ≠=
 =+++ /
 /
 2211 0det
 ... ///
 iikhiiikhiA
 CaCaCa niiniiii
 ⎩⎨⎧
 ≠=
 =+++/
 /
 2211 0det
 ... ///
 jjkhijjkhiA
 CaCaCanjnjjjjj
 2.3. Ma trận nghịch đảo Trong các phần dưới đây chúng ta sử dụng hai kết quả (không chứng minh) sau:
 1) det det .detAB A B= (Định thức của ma trận tích bằng tích 2 định thức thành phần)
 2) CABBCA )()( = (Tính chất kết hợp của phép nhân ma trận)
 trong đó, A,B,C là các ma trận cấp n. 2.3.1. Ma trận khả đảo và ma trận nghịch đảo 1. Định nghĩa Cho A là ma trận cấp n, nếu tồn tại ma trận B cấp n sao cho AB = BA = I thì A được gọi là ma trận khả đảo và B được gọi là ma trận nghịch đảo của A, ký hiệu B = A-1 2. Ví dụ
 BA
 BAAB
 BA
 =⇒
 ⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛=⎟⎟
 ⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛−
 −=⎟⎟
 ⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛=⎟⎟
 ⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛−
 −⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛=
 ⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛−
 −=⎟⎟
 ⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛=
 −1
 1001
 4321
 2/12/312
 ,1001
 2/12/312
 4321
 2/12/312
 ,4321
 3. Sự duy nhất của ma trận nghịch đảo Giả sử B và C đều là các ma trận nghịch đảo của A, ta cần chứng minh B= C. Thật vậy, ta có

Page 19
                        

21
 CBCIB
 CBCACIABC
 IAB
 =⇒=⇒
 =⇒=⇒
 =
 )()(
 4. Điều kiện tồn tại ma trận nghịch đảo và biểu thức của nó a. Định lý 1 (điều kiện cần) Nếu ma trận A cấp n khả đảo thì 0det ≠A .
 Chứng minh: A khả đảo ∈∃⇒ B M n : IBAAB ==
 0det0det.det1detdet ≠⇒≠⇒==⇒ ABAIAB
 b. Định lý 2 (điều kiện đủ)
 Nếu 0det ≠A thì A khả đảo và tCA
 Adet
 11 =− , trong đó ( )nnijcC
 ×= với
 ijji
 ij Dc +−= )1( .
 Chứng minh: Ta có
 I
 A
 AA
 ACCC
 CCCCCC
 aaa
 aaaaaa
 AC
 AA
 nnnn
 n
 n
 nnnn
 n
 n
 t =
 ⎟⎟⎟⎟⎟
 ⎠
 ⎞
 ⎜⎜⎜⎜⎜
 ⎝
 ⎛
 =
 ⎟⎟⎟⎟⎟
 ⎠
 ⎞
 ⎜⎜⎜⎜⎜
 ⎝
 ⎛
 ⎟⎟⎟⎟⎟
 ⎠
 ⎞
 ⎜⎜⎜⎜⎜
 ⎝
 ⎛
 =
 det0...00...........det00...0det
 det1
 ..........
 ...
 ...
 .........
 ...
 ...
 det1)
 det1(
 21
 22212
 12111
 21
 22221
 11211
 I
 A
 AA
 Aaaa
 aaaaaa
 CCC
 CCCCCC
 AAC
 A
 nnnn
 n
 n
 nnnn
 n
 n
 t =
 ⎟⎟⎟⎟⎟
 ⎠
 ⎞
 ⎜⎜⎜⎜⎜
 ⎝
 ⎛
 =
 ⎟⎟⎟⎟⎟
 ⎠
 ⎞
 ⎜⎜⎜⎜⎜
 ⎝
 ⎛
 ⎟⎟⎟⎟⎟
 ⎠
 ⎞
 ⎜⎜⎜⎜⎜
 ⎝
 ⎛
 =
 det0...00.........det00...0det
 det1
 .........
 ...
 ...
 .........
 ...
 ...
 det1).
 det1(
 21
 22221
 11211
 21
 22212
 12111
 A⇒ khả đảo và tCA
 Adet
 11 =−
 c. Ví dụ
 Tìm 1−A biết ⎟⎟⎟
 ⎠
 ⎞
 ⎜⎜⎜
 ⎝
 ⎛=
 801352321
 A
 Giải
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 AA ⇒≠−=−−=
 −−== 01
 100310
 321
 520310
 321
 801352321
 det khả đảo.
 15221
 )1(,20121
 )1(,50152
 )1(
 33231
 )1(,58131
 )1(,138132
 )1(
 93532
 )1(,168032
 )1(,408035
 )1(
 3333
 3223
 3113
 2332
 2222
 2112
 1331
 1221
 1111
 =−==−=−=−=
 =−==−=−=−=
 −=−=−=−==−=
 +++
 +++
 +++
 CCC
 CCC
 CCC
 Suy ra ⎟⎟⎟
 ⎠
 ⎞
 ⎜⎜⎜
 ⎝
 ⎛
 −−−−
 −=
 ⎟⎟⎟
 ⎠
 ⎞
 ⎜⎜⎜
 ⎝
 ⎛
 −−
 −−
 −=−
 1253513
 91640
 125351391640
 111A
 2.3.2. Phương pháp Gauss-Jordan 1. Các ma trận sơ cấp
 * ),( λrF )0( ≠λ suy từ ma trận đơn vị cùng cấp bằng cách thay λ=rra
 ⎥⎥⎥⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 =
 10.000...0
 01000.01
 ),( λλrF r
 r Nhân ),( λrF bên trái (phải) ma trận cùng cấp A ⇔ Nhân hàng (cột) r của A với λ
 * ),( srP : )( sr ≠ suy từ ma trận đơn vị cùng cấp bằng cách hoán vị 2 cột r v à s
 ⎥⎥⎥⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 =
 1000000.100.1.001.0000001
 ),( srP
 sr
 Nhân P(r, s) bên trái (phải) ma trận cùng cấp A⇔Đổi chỗ 2 hàng (cột) r và s của ma trận A
 * Q(r, λ, s): (r ≠ s) suy từ ma trận đơn vị cùng cấp bằng cách thay asr= λ
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 ⎥⎥⎥⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 =
 1....00010...
 001000...01
 ),,( λλ srQ s
 r
 Nhân Q(r, λ, s) bên trái (phải) ma trận cùng cấp A⇔Cộng λ lần hàng (cột) r vào hàng cột) S 2. Bổ đề Cho A là 1 ma trận cấp n. - Nếu tồn tại ma trận B cấp n sao cho BA=I thì A khả đảo và B=A-1
 - Nếu tồn tại ma trận C cấp n sao cho BA=I thì A khả đảo và C=A-1 Chứng minh: Nếu tồn tại ma trận B cấp n sao cho BA=I thì A khả đảo và B=A-1 BA=I => det BA = 1 => det A≠0 => A khả đảo. Hơn nữa, ta có
 1111
 111
 )()(
 1
 −−−−
 −−−
 =⇒=⇒=⇒
 ==−
 ABABIAAABAIAABA
 Chứng minh: Nếu tồn tại ma trận C cấp n sao cho AC=I thì A khả đảo và C=A-1 hoàn toàn tương tự. 3. Phương pháp Gauss-Jordan a. Nội dung Tìm ma trận nghịch đảo bằng các phép biến đổi sơ cấp của ma trận và ứng dụng bổ đề trên.
 Sơ đồ: 1. . . . . .[ ] ... [ ]B d s c B d s cA I I A−⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯→
 b. Ví dụ Phương pháp được trình bày thông qua ví dụ sau
 Tìm ma trận nghịch đảo của ma trận: ⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡=
 801352321
 A
 Giải:
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 1
 1 1 1 1 1
 2 1 2 21 3 3
 (1, 2,2). (1, 1,2)
 1 2 3 1 0 0 1 2 3 1 0 02 5 3 0 1 0 0 1 3 0 1 01 0 8 0 0 1 0 2 5 1 0 1
 L L LL L L
 A I A E A B E I E
 E Q Q
 − + →− + →
 ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→
 = = =
 = − −
 ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 2
 2 2 1 2 2 1
 2 2 3 3 (2, 2,3)
 1 2 3 1 0 00 1 3 2 1 00 0 1 5 2 1
 L L LE Q
 A E A B E E
 + →⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ =
 = =
 ⎡ ⎤⎢ ⎥− −⎢ ⎥⎢ ⎥− −⎣ ⎦
 3
 3 3 2 3 3 2
 ( 1) 3 (3, 1)
 1 2 3 1 0 00 1 3 2 1 00 0 1 5 2 1
 LE F
 A E A B E B
 −⎯⎯⎯⎯→ = −
 = =
 ⎡ ⎤⎢ ⎥− −⎢ ⎥⎢ ⎥− −⎣ ⎦
 4
 4 4 3 4 4 3
 3 3 1 13 3 2 2 (3, 3,1). (3,3, 2)
 1 2 0 14 6 30 1 0 13 5 30 0 1 5 2 1
 L L L
 L L LE Q Q
 A E A B E B
 − + →
 + →⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ = −
 = =
 −⎡ ⎤⎢ ⎥− −⎢ ⎥⎢ ⎥− −⎣ ⎦
 5
 5 5 5 5 54 4 3 4 3 2 4 3 2 1 4 3 2 1
 5 4 3 2 1
 5 5 5 54 4
 2 2 1 1 (2, 2,1)
 :
 1 0 0 40 16 90 1 0 13 5 30 0 1 5 2 1
 L L LE Q
 A E A I B E B
 I E A E E A E E E A E E E E A E E E E E AB E E E E E BA I
 − + →⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ = −
 = = =
 = = = = =⇒ ∃ = =
 −⎡ ⎤⎢ ⎥− −⎢ ⎥⎢ ⎥− −⎣ ⎦
 Do B là tích các ma trận sơ cấp nên B không suy biến
 ⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 −−−−
 −=⇒ −
 1253513
 916401A
 Chú ý Ta thường dùng các phép biến đổi sơ cấp hàng để tìm A-1. Bài tập Tìm ma trận nghịch đảo của các ma trận sau bằng 2 cách khác nhau
 a) ⎟⎟⎟
 ⎠
 ⎞
 ⎜⎜⎜
 ⎝
 ⎛−=
 523210321
 A b) ⎟⎟⎟
 ⎠
 ⎞
 ⎜⎜⎜
 ⎝
 ⎛=
 211121112
 A
 2.4. Hạng của một ma trận 2.4.1. Định nghĩa 1. Định thức con cấp k của 1 ma trận
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 Giả sử nmija ×= ][A , nếu trích từ A, k hàng và k cột nào đó thì ta được 1 ma trận con cấp k của A và định thức của nó được gọi là định thức con cấp k của A. Chú ý k ≤ min(m,n) Ví dụ
 ⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡=
 987654321
 A
 Giải Các định thức con
 * cấp 1: 9...,,2,1 ;
 * cấp 2: ,...6431
 ,5421 ;
 * cấp 3 : 987654321
 2. Hạng của một ma trận Hạng của 1 ma trận là cấp cao nhất của các định thức con khác không của ma trận đó. Ký hiệu ρ(A)=r Chú ý
 ⎩⎨⎧
 ===∀≠∃
 ⇔=++ 0...
 0)(
 21 rr
 r
 DDD
 rAρ
 3. Ví dụ Tìm hạng của ma trận sau
 0det,03855421
 ,987654321
 32 ==≠−=−==⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡= ADDA
 D3 là định thức con cấp 3 duy nhất. Vậy ρ(A)=2 4. Nhận xét Nếu dùng định nghĩa tìm hạng ma trận, nói chung ta phải liệt kê một số khá lớn các định thức con của nó, Điều này là rất phức tạp khi n khá lớn. Phương pháp sau đây giúp ta tránh được điều này, ngoài ra nó còn giúp ta tìm được hạng mà không phỉa tính một định thức con nào cả.
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 2.4.2. Phương pháp tìm hạng nhờ các phép biến đổi sơ cấp của ma trận 1. Cơ sở của phương pháp Dựa vào 2 nhận xét sau - Các phép biến đổi sơ cấp của ma trận không làm thay đổi hạng của ma trận đó. - Hạng của 1 ma trận bậc thang bằng đúng số hàng khác không của nó. 2. Nội dung Để tìm hạng của 1 ma trận A cho trước, trước hết ta dùng các phép biến đổi sơ cấp hàng và cột đưa A về ma trận bậc thang A’ và số hàng khác không của A’ chính là hạng của A. 3. Các ví dụ a) Tìm hạng của ma trận sau
 ⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡=
 987654321
 A
 Giải
 2)(000630
 3212
 1260630
 321
 74
 987654321
 332331
 122
 =⇒
 ⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡−−→+−
 ⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 −−−−
 →+−→+−
 ⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡=
 A
 LLLLLLLLL
 A
 ρ
 b) Biện luận theo m hạng của ma trận sau
 ⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 −−
 −=
 16101512211
 mm
 A
 Giải
 ⎩⎨⎧
 ≠=
 =⇒⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 −−−−+
 −
 →+⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 −−−−−+
 −
 →+−→+−
 ⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 −−
 −↔
 ⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 −−
 −=
 3332
 )(3930021210
 121
 1051021210
 1212
 10611152
 121
 16101512211
 332331
 22142
 mkhimkhi
 Ammmmm
 LLLmmmm
 LLLLLL
 mm
 CCmm
 A
 ρ
 Phương pháp này còn gọi là phương pháp Gauss Bài tập Biện luận theo m hạng của ma trận sau
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 ⎟⎟⎟⎟⎟
 ⎠
 ⎞
 ⎜⎜⎜⎜⎜
 ⎝
 ⎛
 mm
 mm
 111111111111
 2.5. Hệ phương trình tuyến tính có số ẩn bằng số phương trình 2.5.1. Dạng tổng quát và dạng ma trận 1. Dạng tổng quát
 ⎪⎪⎩
 ⎪⎪⎨
 ⎧
 =+++
 =+++=+++
 nnnnnnnnn
 nn
 nn
 bxaxaxa
 bxaxaxabxaxaxa
 ..........
 ...
 ...
 2211
 222222121
 1111212111
 (I)
 2. Dạng ma trận Đặt ( )
 nnijaA×
 = gọi là ma trận hệ số.
 1
 2
 1
 :
 n n
 xx
 x
 x ×
 ⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥=⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 gọi là ma trận ẩn.
 1
 2
 1
 :
 n n
 bb
 b
 b ×
 ⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟=⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
 gọi là ma trận vế phải (cột vế phải)
 (I) bAx =⇔ Dạng ma trận của hệ (I).
 * b ≠ 0 Hệ (I) được gọi là hệ không thuần nhất.
 * b = 0 Hệ (I) được gọi là hệ thuần nhất.
 Chú ý
 Ma trận [ ] 10 +×= nnAA được gọi là ma trận mở rộng của hệ (I)
 2.5.2. Hệ Cramer 1. Định nghĩa Hệ vuông bAx = được gọi là hệ Cramer nếu 0det ≠A .
 2. Định lý Cramer
 Hệ Cramer bAx = có nghiệm duy nhất bAx 1−=
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 hay njAA
 x jj ,1
 detdet
 == , trong đó Aj là ma trận suy từ A bằng cách thay cột thứ j bởi
 cột vế phải b. Chứng minh:
 * Sự tồn tại nghiệm
 Vì tCA
 AAdet
 10det 1 =∃⇒≠ −
 bAxbAIxbAxAAbAAxAbAx 111111 )()( −−−−−− =⇔=⇔=⇔=⇔=
 ⎥⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 +++
 ++++++
 =
 ⎥⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 ⎥⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 ===
 ⎥⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 ⇔
 nnnnn
 nn
 nn
 nnnnn
 n
 n
 t
 n CbCbCb
 CbCbCbCbCbCb
 b
 bb
 CCC
 CCCCCC
 AbC
 Ax
 x
 xx
 ......
 ...
 ...
 :...
 :...::......
 det1
 det1
 :
 2111
 2212121
 1212111
 2
 1
 21
 22212
 12111
 2
 1
 njAA
 CbCbCbA
 x jnjnjjj ,1
 detdet
 )...(det
 12211 =∀=+++=⇔
 * Sự duy nhất nghiệm
 Giả sử x và x’ là 2 nghiệm của hệ (I) )()( /11/ AxAAxAbAxAx −− =⇒==⇒
 ///11 )()( xxIxIxxAAxAA =⇒===⇒ −− .
 3. Ví dụ Giải hệ sau bằng phương pháp Cramer
 ⎪⎩
 ⎪⎨
 ⎧
 =++−=−+
 =++
 77114223
 4342
 321
 321
 321
 xxxxxxxxx
 02929291110
 .129029
 21311010
 114
 7114213
 342
 332
 112 ≠=−−
 =−
 −−
 →+−→+−
 −=LLLLLL
 D
 2929291112
 .129029
 21211012
 114
 7117212
 344
 332
 1121 ==−−
 →+−→+−
 −−=LLLLLL
 D
 29)821(7423
 .1704203
 312
 774223
 342
 2232 −=+−=−
 −=−→+−−−= CCCD
 5829291210
 .129029
 21312010
 114
 7114213
 442
 332
 1123 =
 −−
 =−
 −−
 →+−→+−
 −=LLLLLL
 D
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 Hệ có nghiệm duy nhất là
 ⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡−=21
 1x
 2.5.3. Hệ tam giác trên 1. Định nghĩa Hệ tam giác trên là hệ phương trình có dạng
 ⎪⎪⎩
 ⎪⎪⎨
 ⎧
 ===++=+++
 nnn
 nn
 nn
 bxa
 bxaxabxaxaxa
 1
 22222
 11212111
 :::......
 bAx =⇔
 trong đó,
 11 12 1
 22 20
 0 0
 ...
 ...: : : :
 ...
 n
 n
 nn
 a a aa a
 A
 a
 ⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥=⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 là ma trận tam giác trên niaii ,10( =∀≠ )
 2. Cách giải Giải từ dưới lên - Phương trình cuối cho xn - Phương trình liền trên cho xn-1… - Phương trình đầu cho x1 3. Áp dụng Để giải hệ Ax = b chưa có dạng tam giác trên. Ta dùng các phép biến đổi sơ cấp hàng đưa ma trận mở rộng ][ bAA= về dạng ][ /// bAA = với A’ là ma trận tam giác trên.
 Ví dụ Bằng cách đưa về ma trận tam giác trên, giải hệ sau
 ⎪⎩
 ⎪⎨
 ⎧
 =++−=−+
 =++
 77114223
 4342
 321
 321
 321
 xxxxxxxxx
 Giải
 ⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡−−=
 7711422134342
 /A ⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯ →+− 112 LLL ⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡−−
 −
 7711422136531
 ⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯→+→+
 331
 22143
 LLLLLL
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 ⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡−
 31272301613100
 6531 ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯ →+− 3322 LLL ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯ →+−
 ⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 −
 −2233
 11301613100
 6531LLL
 ⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 −
 −
 1130191010
 6531 ⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯ →+− 3323 LLL
 ⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 −−
 −
 582900191010
 6531
 3 3 2 2 1 129 58 2 10.2 19 1 3 1 5.2 6 1( ), , .x x x x x x− − − −= ⇒ = + = ⇒ = − + + = ⇒ =
 Vậy hệ có 1 nghiệm duy nhất là: 1
 2
 3
 1
 1
 2
 xxx
 =⎧⎪ =−⎨⎪ =⎩
 2.5.4. Hệ thuần nhất 1. Dạng tổng quát 1 1n n n nA x O× × ×= (II)
 2. Nghiệm tầm thường và không tầm thường
 Hệ (II) luôn luôn có nghiệm
 1
 0
 0
 :
 0 n
 x
 ×
 ⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥=⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 được gọi là nghiệm tầm thường.
 Nghiệm ⎥⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 =
 nx
 xx
 x:2
 1
 mà 0≠∃ jx với nj ≤≤1 được gọi là nghiệm không tầm thường.
 3. Điều kiện tồn tại nghiệm không tầm thường a. Định lý Hệ thuần nhất 0=Ax có nghiệm không tầm thường khi và chỉ khi 0det =A . Chứng minh
 * Cần ?)(⇒
 Giả sử 0det ≠A => Hệ Ax = 0 là hệ Cramer => Hệ có nghiệm duy nhất là nghiệm tầm thường. Điều này trái với giả thiết. Vậy 0det =A
 * Đủ )(? ⇐
 Bằng các phép biến đổi sơ cấp về hàng và đánh số lại các ẩn (tức là đổi chỗ các cột), ta đưa A về /A :
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 ⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 =→+
 +
 +
 00000000:0000:::
 0...00:...::::0:
 0......00.......
 //1
 /
 /2
 /12
 /2
 /22
 /1
 /11
 /1
 /12
 /11
 /
 rnrrrr
 nrr
 nrr
 aaa
 aaaaaaaaa
 AA
 Trong đó riaii ,10/ =∀≠
 Có 2 khả năng
 * nr = 0det0...det //22
 /11
 / ≠⇒≠=⇒ AaaaA nn ( trái với giả thiết)
 * nr < ⇒ Hệ thuần nhất sau có số phương trình ít hơn số ẩn nên có vô số nghiệm, trong đó chỉ có 1 nghiệm tầm thường, còn lại là vô số nghiệm không tầm thường. Các nghiệm được tìm như sau
 Các ẩn 1 2, ,..., nr rx x x+ + (ứng với hệ cuối cùng 0/ =xA ) mang giá trị tùy ý.
 Các ẩn 1 2, ,..., rx x x (ứng với hệ cuối cùng 0/ =xA ) được giải từ hệ tam giác trên.
 b. Ví dụ Cho hệ phương trình
 ⎪⎩
 ⎪⎨
 ⎧
 =+−=++=+−
 050202
 321
 321
 321
 axxxxxxxxx
 1) Với giá trị nào của a thì hệ có nghiệm không tầm thường. 2) Tìm các nghiệm đó. Giải
 1) Hệ có nghiệm không tầm thường 01060
 211330
 015
 211112
 =−−
 −−⇔=
 −
 −⇔
 aa
 4123018)10(3010633
 =⇔=⇔=−−−⇔=−−−−
 −⇔ aaaa
 2) Với a = 4 ta có hệ
 1 2 3
 1 2 3
 1 2 3
 2 02 0
 5 4 0
 x x xx x xx x x
 − + =⎧⎪ + + =⎨⎪ − + =⎩
 (II)
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 2 2
 3 3 3
 1 2 2
 1 3 321
 2 3
 25
 1316
 2 1 1 0 1 1 2 0 1 1 2 0
 1 1 2 0 2 1 1 0 0 3 3 0
 5 1 4 0 5 1 4 0 0 6 6 0
 1 1 2 0 1 1 2 0
 0 1 1 0 0 1 1 0
 0 1 1 0 0 0 0 0
 L L LL L LL L
 L L L
 L L
 L L
 A
 +
 − + →− + →↔
 − →
 − →
 − →
 −
 − − −
 − − − −
 ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯⎯→⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯⎯→⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 Hệ (II) tương đương với
 1 2 3 1 2 3
 2 3 2 3
 2 0 2
 0
 x x x x x xx x x x+ + = + = −⎧ ⎧
 ⇔⎨ ⎨+ = = −⎩ ⎩
 Nghiệm là: x3 = t tuỳ ý x2 = - t x1 = - x2 - 2x3 = t – 2t = - t Với t ≠ 0 là các nghiệm không tầm thường. Bài tập Giải các hệ sau bằng 2 cách (Dùng công thức Cramer, đưa về hệ tam giác trên)
 ⎪⎩
 ⎪⎨
 ⎧
 =−+=++=−+
 2543522432
 )1
 321
 321
 321
 xxxxxxxxx
 2) ⎪⎩
 ⎪⎨
 ⎧
 =++=++=++
 933313
 zyxzyxzyx
 3) ⎪⎩
 ⎪⎨
 ⎧
 =+=++
 −=+
 19327212
 yxzyx
 yx
 2.6. Hệ phương trình tuyến tính tổng quát 2.6.1. Hệ phương trình tuyến tính tổng quát 1. Dạng tổng quát
 ⎪⎪⎩
 ⎪⎪⎨
 ⎧
 =+++
 =+++=+++
 mmnmnmmmm
 nn
 nn
 bxaxaxa
 bxaxaxabxaxaxa
 ..........
 ...
 ...
 2211
 222222121
 1111212111
 (I)
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 2. Dạng ma trận
 Đặt ( )nmijaA
 ×= gọi là ma trận hệ số.
 1
 2
 1
 :
 n n
 xx
 x
 x ×
 ⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥=⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 gọi là ma trận ẩn.
 1
 2
 1
 :
 m m
 bb
 b
 b ×
 ⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟=⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
 gọi là ma trận vế phải (cột vế phải)
 (I) bAx =⇔ Dạng ma trận của hệ (I).
 * b ≠ 0 Hệ (I) được gọi là hệ không thuần nhất.
 * b = 0 Hệ (I) được gọi là hệ thuần nhất.
 [ ] 1+×= nmbAA được gọi là ma trận mở rộng (hay ma trận bổ sung) của hệ (I)
 Chú ý - Nếu m=n Hệ vuông - Hệ tương thích; Có nghiệm - Hệ xác định; Có 1 nghiệm duy nhất - Hệ không xác định; Có vô số nghiệm - Hệ không tương thích; Hệ vô nghiệm 2.6.2. Định lý Kronecker-Capelli 1. Định lý
 Hệ tổng quát 1 1m n n mA x b× × ×= (I) tương thích khi và chỉ khi )()( AA ρρ = .
 Chứng minh: Bằng các phép biến đổi sơ cấp về hàng và đánh số lại các ẩn (đổi chỗ các cột) ta đưa ma trận A về dạng bậc thang
 / / / / /11 12 1 1 1
 / / / /22 2 2 2
 / / / /
 /1
 /
 0
 0 00 0
 0 0 0 0 00 0 0 0 0
 ... ...
 ... ...: : : : : : :
 ... ... . ..
 ... ... ... ...:...
 ...
 r n
 r n
 rr rn r
 r
 m
 a a a a ba a a b
 A A a a bb
 b
 +
 ⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥
 → = ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 với )(Ar ρ=
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 a) Cần ( ?⇒ )
 Giả sử hệ tương thích, ta cần chứng minh )()( AA ρρ =
 Thật vậy, gọi ),...,,( 002
 01 nxxx là 1 nghiệm nào đó của hệ (I)
 Thay nghiệm này vào n – r phương trình cuối, ta được: 0... //2
 /1 ==== ++ mrr bbb
 rA =⇒ )(ρ )()( AA ρρ =⇒
 b) Đủ ( ⇐? ) Giả sử rAA == )()( ρρ , ta cần chứng minh hệ tương thích.
 Do rA =)(ρ 0... //2
 /1 ====⇒ ++ mrr bbb (Vì nếu 0/ ≠∃ + irb thì rA >)(ρ )
 Có 2 khả năng
 * Nếu r < n; ∃⇒= rA)(ρ định thức con 0≠rD , định thức này được gọi là định thức con chính của hệ. Hệ tương đương với hệ con chỉ gồm r phương trình chứa định thức rD này. r ẩn có các hệ số trong định thức con chính gọi là các ẩn chính của hệ, các ẩn còn lại là các ẩn phụ. Trong nghiệm tổng quát các ẩn phụ mang giá trị tuỳ ý, còn các ẩn chính tính theo các ẩn phụ và đươc giải nhờ hệ Cramer có định thức là 0≠rD nói trên.
 Nếu ta đưa hệ về dạng bậc thang như trên thì nên chọn 0≠rD là định thức tam giác trên tạo bởi r hàng đầu và r cột đầu của hệ bậc thang.
 Khi đó hệ (I)
 ⎪⎪⎩
 ⎪⎪⎨
 ⎧
 −−−=
 −−=++−−−=+++
 ⇔
 ++
 ++
 ++
 ///1
 /1
 ///
 //2
 /1
 /12
 /2
 //2
 /2
 /22
 //1
 /1
 /11
 /1
 //1
 /2
 /12
 /1
 /11
 ............
 ............
 nrnrrrrrrrr
 nnrrrrx
 nnrrrr
 xaxabxa
 xaxabxaxaxaxabxaxaxa
 Nghiệm tổng quát của hệ là
 ⎪⎪⎪⎪⎪
 ⎩
 ⎪⎪⎪⎪⎪
 ⎨
 ⎧
 =
 ==
 ∈=
 ∈=∈=
 +
 +
 Cramerx
 CramerxCramerx
 Rtx
 RtxRtx
 r
 nn
 r
 r
 /
 /2
 /1
 /
 2/
 2
 1/
 1
 .........
 .........
 Hệ có vô số nghiệm.
 * Nếu r = n; Hệ (I) là hệ Cramer có duy nhất nghiệm.
 Tóm lại, hệ luôn luôn tương thích. 2. Các ví dụ a. Ví dụ 1
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 Cho hệ phương trình
 1 2 3
 1 2 3
 1 2 3
 2 33 22 3
 x x axx x axx x x b
 + + =⎧⎪ − − =⎨⎪ + + =⎩
 Hãy xác định a và b để
 * Hệ có nghiệm duy nhất.
 * Hệ có vô số nghiệm
 * Hệ không tương thích.
 Giải
 1 2 33 1 22 1 3
 aa
 bA − −
 ⎛ ⎞⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
 1 2 2
 1 3 3
 32
 1 2 3
 0 7 4 7
 0 3 3 2 6
 L L LL L L
 a
 a
 a b
 − + →− + → − − −
 − − −
 ⎛ ⎞⎜ ⎟⎯⎯⎯⎯⎯→ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
 ⎯⎯⎯⎯ →⎯ →+− 2232 LLL
 1 2 3
 0 1 6 5 2
 0 3 3 2 6
 a
 b
 a b
 − − −
 − − −
 ⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
 ⎯⎯⎯⎯ →⎯ →+− 3323 LLL1 2 3
 0 1 6 5 12
 0 0 21 2 7 21
 a
 a b
 − − −
 − −
 ⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
 * Hệ có nghiệm duy nhất 21 2 0a⇔ − ≠21,2
 ba⇔ ≠ R∈
 * Hệ có vô số nghiệm 21
 21 2 02
 7 21 0 3
 a ab b
 ⎧− = =⎧ ⎪⇔ ⇔⎨ ⎨− =⎩ ⎪ =⎩
 * Hệ không tương thích 2
 3
 ( )
 ( )
 A
 A
 ρ
 ρ
 =⎧⎪⇔ ⇔⎨=⎪⎩
 21
 221 2 07 21 0 3
 a ab b
 ⎧− = =⎧ ⎪⇔⎨ ⎨− ≠⎩ ⎪ ≠⎩
 b. Ví dụ 2 Chứng tỏ rằng hệ sau không tương thích
 1 2 3 4
 1 2 3
 1 2 3 4
 3 2 22 7 1
 4 3 2 1
 x x x xx x x
 x x x x
 − + − =⎧⎪ + − = −⎨⎪ + + − =⎩
 Giải
 ⎟⎟⎟
 ⎠
 ⎞
 ⎜⎜⎜
 ⎝
 ⎛
 −−−
 −−=
 123141017221231
 A ⎟⎟⎟
 ⎠
 ⎞
 ⎜⎜⎜
 ⎝
 ⎛
 −−−−
 −−⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯
 →+−→+−
 72513052513021231
 33142212
 LLLLLL
 ⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯→+− 332 LLL
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 ⎟⎟⎟
 ⎠
 ⎞
 ⎜⎜⎜
 ⎝
 ⎛
 −−−
 −−
 2000052513021231
 ⇒ Hệ không tương thích. c. Ví dụ 3 Giải và biện luận hệ phương trình sau
 111
 mx y zx my zx y mz
 + + =⎧⎪ + + =⎨⎪ + + =⎩
 (I)
 Giải
 ⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡=
 111̀111111
 mm
 mA ⎯⎯⎯ →⎯
 ↔ 31 LL
 ⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 111`111111
 mm
 m ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯
 →+−→+−
 1331221LLmL
 LLL
 ⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 −−−−−
 mmmmm
 m
 11100110111
 2
 ⎥⎥⎥
 ⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎢
 ⎣
 ⎡
 −+−−−−⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯
 →+
 mmmmm
 mLLL
 12000110111
 2
 332
 Đặt )2()1()2)(1( 22 +−−=+−−−= mmmmmP
 Có 2 trường hợp sau
 * 10
 2m
 Pm
 ≠⎧≠ ⇔ ⎨ ≠ −⎩
 3r n= = ⇒ Hệ có nghiệm duy nhất
 2
 1 1 12 ( 1)( 2) 2
 m mzm m m m m
 − −= = =
 + − − + +
 02
 1)1()1( =+
 −+−m
 mym 12
 ym
 ⇒ =+
 ⇒ 2
 122
 11+
 =+
 −+
 −=mm
 mm
 x
 Vậy nghiêm duy nhất là
 ⎪⎪⎪
 ⎩
 ⎪⎪⎪
 ⎨
 ⎧
 +=
 +=
 +=
 21
 21
 21
 mz
 my
 mx
 * P = 0 1=⇔ m hay 2−=m
 Khi 1m =
 Hệ (I) 1=++⇔ zyx . Nghiêm tổng quát là⎪⎩
 ⎪⎨
 ⎧
 ∈=∈=−−=
 RtzRsy
 tsx 1
 3)(2)( =<= AA ρρ
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 Khi 2m = − Hệ (I) ⇔ ⎪⎩
 ⎪⎨
 ⎧
 ==+−=−+
 3003312
 zzyzyx
 Hệ không tương thích.
 Bài tập 1) Giải hệ phương trình sau
 1 2 3
 1 2 3
 1 2 3
 3 2 19 6 33 5 1
 x x xx x xx x x
 −− + =⎧⎪ + + =⎨⎪ + + =⎩
 2) Giải và biện luận hệ phương trình sau
 1 2 3
 1 2 3
 1 2 3
 3
 ( 1) 3
 1
 mx x xx x xx x mx
 −
 + + =⎧⎪ + + =⎨⎪ + + =⎩
 3) Giải hệ phương trình
 3 132 5 33
 4 3 2 193 9
 x y zx y
 x y zx y z
 + − =⎧⎪ + =⎪⎨ + − =⎪⎪ + + − = −⎩
 4) Cho hệ phương trình
 2 2 2
 12
 x y z tx y t
 x z mt m
 + + − =⎧⎪ + − =⎨⎪ + − =⎩
 (I)
 a) Giải hệ khi 2=m bằng phương pháp Gauss b) Xác định m để hệ tương thích 5) Cho hệ phương trình
 ( )⎩⎨⎧
 =++=+++
 −=++
 14932127212
 mzyxzmyx
 mzyx
 a) Giải hệ khi m = 0 bằng phương pháp Gauss b) Xác định m để hệ có vô số nghiệm. Tìm các nghiệm ấy 6) Cho hệ phương trình
 ( )⎩⎨⎧
 =++=−++=++
 2112
 zyxzayx
 zayx
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 a) Giải hệ khi a = 3 bằng phương pháp Gauss b) Giải và biện luận hệ theo a 7) Cho hệ phương trình
 ⎪⎪⎩
 ⎪⎪⎨
 ⎧
 =−+−=++
 =++=++
 1432755322
 mzyxzyxzyxzyx
 a) Giải hệ phương trình khi m = 3 bằng phương pháp Gauss b) Với giá trị nào của m thì hệ tương thích 8) Cho hệ phương trình
 ⎪⎪⎩
 ⎪⎪⎨
 ⎧
 −=++=−+
 =+=−+
 919234
 3352133
 zmyxzyx
 yxzyx
 a) Định m để hệ không tương thích. b) Giải hệ khi m = -3 9) Giải và biện luận hệ phương trình sau
 ⎪⎩
 ⎪⎨
 ⎧
 =++
 =++=++
 2
 1
 mmzyxmzmyx
 zymx
 Chương 3
 HÀM SỐ - GIỚI HẠN HÀM SỐ
 Trong phần đầu chương này chúng tôi trình sơ lược về các khái niệm, tính chất của ánh xạ cũng như hàm số. Giới hạn dãy số cũng được giới thiệu. Nội dung chính của chương này được dành để trình bày các định nghĩa, tính chất, các tiêu chuẩn so sánh, và cách tính giới hạn hàm số thường gặp. Hàm số liên tục, gián đoạn và một số bài tập được đưa ra ở cuối chương. 3.1. BỔ TÚC HÀM SỐ 3.1.1. Hàm số 1. Định nghĩa
 Ánh xạ )(
 :
 xfyx
 RRDf f
 =
 ⊂ →a
 được gọi là hàm thực 1 biến thực (gọi tắt là hàm 1
 biến) xác định trên fD .
 fD được gọi là miền xác định của hàm .f
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 { }RxfDxDfT fff ∈∈== )(/)( được gọi là miền giá trị của hàm f.
 Chú ý - Ta thường gọi tắt hàm số )(xfy =
 - { })(:/ xfyDxRyT ff =∈∃∈= = { /Rx∈ phương trình )(xfy = có ít nhất 1 nghiệm x fD∈
 2. Ví dụ Tìm miền giá trị của hàm số
 212)(
 xxxf
 +=
 Giải RD f =
 ,Ry∈∀ xét phương trình 212
 xxy
 += 022)1( 22 =+−⇔=+⇔ yxyxxxy (1)
 * Nếu 0y = (1) có nghiệm 0=x
 * Nếu 0y ≠ (1) là phương trình bậc hai thực sự
 (1) có nghiệm { }0\]1;1[010 2 −∈⇔≥−⇔≥Δ⇔ yy
 Vậy ]1;1[−=fT
 3.1.2. Đồ thị của hàm số 1. Định nghĩa
 Cho hàm số )(
 :
 xfyx
 RRDf f
 =
 ⊂ →a
 Tập hợp ( ){ }ff DxxfxG ∈= /)(; được gọi là đồ thị của hàm số f
 cắt tại 1 điểm
 không cắt fG
 0 x x 2. Tính chất Mọi đường thẳng cùng phương với trục tung cắt fG tại không quá 1 điểm.
 ( )y f x=
 ( )f x
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 3.1.3. Các phép toán trên hàm số Cho 2 hàm số f và g có miền xác định lần lượt là fD và gD . Khi đó, ta có các định nghĩa sau đây 1. Tổng của f và g là 1 hàm số ký hiệu gf + có
 * Miền xác định là gfgf DDD ∩=+
 * )()())(( xgxfxgf +=+
 2. Hiệu của f và g là 1 hàm số ký hiệu gf − có
 * Miền xác định là gfgf DDD ∩=+
 * )()())(( xgxfxgf −=−
 3. Tích của f và g là 1 hàm số ký hiệu gf . có
 * Miền xác định là gfgf DDD ∩=.
 * )().())(.( xgxfxgf =
 4. Thương của f và g là 1 hàm số ký hiệu gf có
 * Miền xác định là { }0)(/\ =∈∩= xgDxDDD ggfgf
 * )()()(
 xgxfx
 gf
 =⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛
 5. Hợp của f và g là 1 hàm số ký hiệu fg o có
 * Miền xác định là { }gffg DxfDxD ∈∈= )(/o
 * )]([))(( xfgxfg =o
 Bài tập
 Cho 2 hàm số xx
 RRfcos
 :a
 → và
 13:
 2 −
 →
 xxRRg
 a
 Hãy xác định 2 hàm hợp fg o và gf o
 3.1.4. Các hàm số sơ cấp 1. Hàm số sơ cấp cơ bản a. Định nghĩa Các hàm số sau đây được gọi là các hàm số sơ cấp cơ bản
 * Hàm luỹ thừa: αxy = có miền xác định phụ thuộc vàoα
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 * Hàm số mũ: xay = (với 01 >≠ a ) có miền xác định là R và miền giá trị là );0( ∞+=+R
 * Hàm số logarit: xy alog= (với 01 >≠ a ) có miền xác định là );0( ∞+=+R và miền giá trị là: R
 * Hàm số lượng giác
 xy sin= và xy cos= có miền xác định là R và miền giá trị là [ 1;1− ]
 Hàm số tgxy = có miền xác định là ⎭⎬⎫
 ⎩⎨⎧ ∈+ ZkkR /
 2\ ππ
 Hàm số gxy cot= có miền xác định là { }ZkkR ∈/\ π
 * Hàm số lượng giác ngược
 xy arcsin= có miền xác định là ]1;1[− và miền giá trị là ]2
 ;2
 [ ππ−
 xy arccos= có miền xác định là ]1;1[− và miền giá trị là ];0[ π
 arctgxy = có miền xác định là R và miền giá trị là )2
 ;2
 ( ππ−
 gxarcy cot= có miền xác định là R và miền giá trị là );0( π
 b. Ví dụ
 xyxy cos,3 == , …
 2. Hàm số sơ cấp a. Định nghĩa Hàm số cho bởi 1 biểu thức duy nhất thu được qua 1 số hữu hạn các phép trên các hàm số sơ cấp cơ bản và các hằng số được gọi là hàm số sơ cấp. b. Ví dụ
 1. 2sin 2y x x= +
 2. 25 lny tg x x= +
 3. 4
 3 1x
 xye−
 = ,………… là các hàm sơ cấp
 4. 2 15 0
 cos2 0
 x khi xy khi x
 x khi x
 − +⎧⎪= =⎨⎪ <⎩
 không phải là hàm sơ cấp
 3.1.5. Giới hạn dãy số 1. Định nghĩa
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 Cho dãy số +∈Znnu )( , ta có các định nghĩa sau
 )1(:)(,0lim εεε <−⇒>=∃>∀⇔=∞→
 auNnNNau nnn
 )2(:)(,0lim MuNnMNNMu nnn>⇒>=∃>∀⇔∞=
 ∞→
 ⇔+∞=∞→ nn
 ulim )3(:)(,0 MuNnMNNM n >⇒>=∃>∀
 ⇔−∞=∞→ nn
 ulim )4(:)(,0 MuNnMNNM n −<⇒>=∃>∀
 Chú ý Dãy số thoả )1( là dãy số hội tụ. Các trường hợp )4(),3(),2( là dãy số phân kỳ. Ngoài ra, nếu nn
 uLim∞→
 không tồn tại thì dãy số nu cũng được gọi là phân kỳ.
 2. Ví dụ Dùng định nghĩa, chứng minh rằng
 a) 11lim =+
 ∞→ nn
 n
 b) +∞=+∞→
 )12(lim nn
 Giải a) Cho trước 0>ε bé tuỳ ý
 ε
 εεε 11111>⇔<⇔<⇔<−
 + nnnn
 n
 Đặt ⎥⎦⎤
 ⎢⎣⎡=ε1N , khi đó ε
 εε<−
 +⇒>+⎥⎦
 ⎤⎢⎣⎡>+≥⇒>∀ 111111
 nnNnNn
 Vậy εε
 ε <−+
 ⇒>⎥⎦⎤
 ⎢⎣⎡=∃>∀ 11:1,0
 nnNnN
 hay 11lim =+
 ∞→ nn
 n
 b) Cho trước 0>M lớn tuỳ ý
 2
 112 −>⇔>+
 MnMn
 Đặt ⎥⎦⎤
 ⎢⎣⎡ −
 =2
 1MN , khi đó Nn >∀2
 11 −>+≥⇒
 MNn Mn >+⇒ 12
 Vậy MnNnMNM >+⇒>⎥⎦⎤
 ⎢⎣⎡ −
 =∃>∀ 12:2
 1,0
 Hay +∞=+∞→
 )12(lim nn
 3. Các tính chất cơ bản của dãy số hội tụ
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 a.Tính chất 1 Nếu dãy số )( nu hội tụ về a > p (a<q) thì )(: qupuNnN nn <>⇒>∃ .
 b.Tính chất 2 Nếu dãy số )( nu hội tụ về a và nqpun ∀≥≤ )( th ì )( qpa ≥≤ .
 c.Tính chất 3 Nếu dãy số )( nu hội tụ thì giới hạn đó là duy nhất.
 d.Tính chất 4
 Nếu dãy số )( nu hội tụ thì nó bị chặn, nghĩa là nMuM n ∀≤>∃ :0 .
 4. Các tiêu chuẩn tồn tại giới hạn a. Tiêu chuẩn Weirstrass Mọi dãy số thực +∈Znnu )( đơn điệu và bị chặn thì hội tụ.
 Áp dụng Nếu dãy số thực +∈Znnu )( tăng (giảm) và bị chặn trên (dưới) thì hội tụ.
 Ví dụ
 Chứng minh dãy số +∈Znnu )( với nn n
 u )11( += hội tụ và giới hạn này được ký hiệu là e.
 1(1 )n
 nlim e
 n→∞+ =
 Giải
 * Dãy +∈Znnu )( tăng
 Theo công thức khai triển nhị thức Newton, ta có
 )1()11)...(21)(11(
 !1...)21)(11(
 !31)11(
 !21
 !111
 1!
 )1)...(1(...1!3
 )2)(1(1!2
 )1(1!1
 111 32
 nn
 nnnnnn
 nnnnnn
 nnnn
 nnn
 nn
 nu n
 n
 n
 −−−−++−−+−++=
 ⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛+−−
 ++⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛−−
 +⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛−
 +⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛+=⎟
 ⎠⎞
 ⎜⎝⎛ +=
 ++ ∈∀>⇒ Znuu nn 1 (So sánh trực tiếp)
 * Dãy +∈Znnu )( bị chặn trên
 Từ )1( suy ra
 +
 −
 ∈∀=+=−
 +<
 =−
 ⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛−
 +=+++++<+++++<
 Zn
 nu
 n
 nn
 321
 211
 11
 211
 211
 12
 1......21
 2111
 !1...
 !31
 !21
 !111 12
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 b. Tiêu chuẩn kẹp
 Cho 3 dãy số ++ ∈∈ ZnnZnn vu )(,)( và +∈Znnw )( thoả +∈∀≤≤ Znwuv nnn .
 Khi đó, nếu 2 dãy +∈Znnv )( và +∈Znw)( cùng hội tụ về a thì dãy số +∈Znnu )( hội tụ về a
 Ví dụ
 Chứng minh rằng 0
 sin 1x
 xlimx→
 =
 Giải
 Vì 0→x nên ta chỉ cần xét x )2
 ;2
 ( ππ−∈ \{ }0
 * Giả sử 2
 0 π<< x
 dt tam giác AOM < dt quạt tròn AOM < dt tam giác AOT
 Suy ra 1sincos <<x
 xx
 * Nếu x < 0: Đặt x = - t, ta được 1sincos <<t
 tt
 ⇔ 1)sin()cos( <−−
 <−x
 xx
 ⇔ 1sincos <<x
 xx x∀ { }0\)2
 ;2
 ( ππ−∈
 .⇒ đ.p.c.m c. Tiêu chuẩn Cauchy
 Dãy số +∈Znnu )( hội tụ εεε <−⇒>>=∃>∀⇔ qp uuNqpNN :)(,0 .
 Ví dụ
 Dùng tiêu chuẩn Cauchy, chứng minh dãy số +∈Znnu )( với n
 un1...
 31
 211 ++++= phân
 kỳ. Giải
 ε
 ε
 =>==+++>+++
 ++
 =+++
 ++
 =−⇒>=>=∃∀=
 41
 31
 331...
 31
 31
 31...
 221
 121
 31...
 221
 12123,,
 41
 NN
 NNNNN
 NNNNuuNNqNpN qp
 Bài tập
 1) Chứng minh rằng điều kiện cần và đủ để dãy số (un) hội tụ về 0 là dãy số )( nu
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 hội tụ về 0. 2) Chứng minh rằng nếu 1 dãy số (un) hội tụ về a thì mọi dãy con của nó cũng hội tụ về a. 3.2. GIỚI HẠN HÀM SỐ 3.2.1. Lân cận của 1 điểm
 );( 000δδδ +−= xxVx Lân cận tâm 0x bán kính δ . δδ <−⇔∈ 0
 00xxVx x
 { } { }0000 \);(\0
 xxxxVx δδδ +−= Lân cận thủng tâm 0x bán kính δ
 { } δδ <−<⇔∈ 00 0\00
 xxxVx x
 { } );(\ 0000
 δδ +=+ xxxVx Lân cận thủng bên phải tâm 0x bán kính δ .
 { } δδ +<<⇔∈ + 000\0
 xxxxVx x
 { } );(\ 0000
 xxxVx
 δδ −=− Lân cận thủng bên trái tâm 0x bán kính δ .
 { } 000\0
 xxxxVx x <<−⇔∈ − δδ
 Chú ý Đối với vô cực không có khái niệm lân cận, tuy nhiên ứng với 0>N đủ lớn ta ký hiệu NxNx −<⇔−−∞∈ );( chỉ x ở trong 1 “ lân cận bên phải ’’ của ∞−
 NxNx >⇔∞+∈ );( chỉ x ở trong 1 “ lân cận bên trái ’’ của ∞+
 NxNNx >⇔∞+∪−−∞∈ );(); chỉ x ở trong 1 “ lân cận bên trái ’’ của ∞+ hoặc“ lân cận bên trái ’’ của +∞ hoặc 1 “ lân cận bên phải ’’ của ∞− . 3.2.2. Giới hạn hàm số 1. Định nghĩa a. Định nghĩa Heine (theo ngôn ngữ dãy)
 000
 lim ( ) ( ( ) (1)n nx x x xnf x L x x f x L
 → ≠= ⇔ ∀ ⎯⎯⎯→ ⇒ →
 b. Định nghĩa Cauchy (theo ngôn ngữ ''" δε − )
 )2()(0:0,0)(lim 00
 εδδε <−⇒<−<>∃>∀⇔→
 Lxfxxxfxx
 2. Sự tương đương của 2 định nghĩa a) (1) (2)⇒
 Giả sử L là giới hạn của )(xf khi 0xx → theo Heine nhưng δξξδε <−<∃>∀>∃ 00 0:,0:0 x mà 0)( εξ ≥− Lf .
 Ta lấy dãy 000:)(0 xLimx nnnnnn =⇒<−<∃⇒→∞→ξδξξδ

Page 44
                        

46
 )()( 0 nn fLf ξεξ ⇒≥− L mâu thuẫn với giả thiết (định nghĩa Heine)
 b) (2) (1)⇒
 0xxn →∀ mà 0xxn ≠ , ta sẽ chứng tỏ Lxf n →)(
 Thật vậy, từ giả thiết ta có: εδδε <−⇒<−<>∃>∀ Lxfxx )(0:0,0 0
 Vì 0xxn → nên với 0>δ này δ<−<⇒>∃ 00: xxNnN n
 Vậy εε <−⇒>∃>∀ ;)(:,0 LxfNnN n .
 3. Các định nghĩa giới hạn khác (theo Cauchy) a. Giớí hạn 1 bên
 εδδε <−⇒<−<>∃>∀⇔=+→LxfxxLxf
 xx)(0:0,0)(lim 0
 0
 εδδε <−⇒<−<−>∃>∀⇔=−→LxfxxLxf
 xx)(0:0,0)(lim 0
 0
 b. Giới hạn ở vô cực
 εε <−⇒>>∃>∀⇔=∞→
 LxfNxNLxfx
 )(:0,0)(lim
 εε <−⇒>>∃>∀⇔=+∞→
 LxfNxNLxfx
 )(:0,0)(lim
 εε <−⇒−<>∃>∀⇔=∞−→
 LxfNxNLxfx
 )(:0,0)(lim
 c. Giới hạn vô cực
 MxfxxMxfxx
 >⇒<−<>∃>∀⇔∞=→
 )(0:0,0)(lim 00
 δδ
 MxfxxMxfxx
 >⇒<−<>∃>∀⇔+∞=+→
 )(0:0,0)(lim 00
 δδ
 MxfxxMxfxx
 −<⇒<−<−>∀⇔−∞=−→)(0,0)(lim 0
 0
 δ
 3.2.3. Các giới hạn cơ bản
 1. Giới hạn x
 x x)11(lim +
 ∞→: (Dạng ∞1 )
 Dựa vào giới hạn đã biết: en
 Lim n
 n=+
 ∞→)11(
 Ta tìm x
 x x)11(lim +
 ∞→
 * Xét x +∞→ : x > 0, đặt n = [x]
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 xxx
 nxn
 nxnnxnnxn
 )1
 11()11()11(
 1111111
 11111
 ++>+≥+⇒
 ++>+≥+⇒
 +>≥⇒+<≤⇒
 nxn
 nxn)
 111()11()11( 1̀
 ++≥+>+⇒ +
 ex
 x →+⇒ )11( khi x +∞→
 * Khi x −∞→
 Đặt t = -( x+1) ta đi đến kết quả như trên
 1lim(1 )x
 xe
 x→∞+ =
 Ví dụ
 2)11(lim +
 ∞→ −+ x
 x xx
 = 2)1
 21(lim +
 ∞→ −+ x
 x xĐặt 121
 12
 +=⇒=−
 zxzx
 Thay vào ta được giới hạn bằng 2e Suy ra
 1
 0lim(1 ) eαα
 α→
 + = (Đặt t1
 =α )
 Ví dụ
 ex xx
 =+→
 21
 0)sin1(lim
 2. Giớí hạn 0
 ln(1 )u
 ulimu→
 + ( Dạng 00 )
 1
 0 0
 ln(1 ) ln(1 ) ln 1uu u
 ulim lim u eu→ →
 += + = =
 0
 ln(1 )lim 1u
 uu→
 +=
 Suy ra
 0
 log (1 )lim logaax
 u eu→
 +=
 Ví dụ
 32)
 3sin3
 32.
 2)21ln((lim
 3sin)21ln(lim
 00=
 +=
 +→→ x
 xxx
 xx
 xx
 xx
 3. Giớí hạn x
 ex
 x
 1lim0
 −→
 (Dạng 00 )
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 Đặt 1−= xeu )1ln( ux +=⇒
 1)1ln(
 lim1lim00
 =+
 =−
 →→ uu
 xe
 u
 x
 x
 0
 1lim 1x
 x
 ex→
 −=
 Suy ra
 0
 1lim lnx
 x
 a ax→
 −=
 Ví dụ
 51
 52
 53)
 52.
 21(lim)
 53.
 31(lim)
 51
 51(lim
 5lim
 2
 0
 3
 0
 23
 0
 23
 0=−=
 −−
 −=
 −−
 −=
 −→→→→ x
 ex
 ex
 ex
 exee x
 x
 x
 x
 xx
 x
 xx
 x
 4. Giớí hạn x
 1x10x
 −+→
 α)(lim
 Giải
 Đặt )1ln()1ln(1)1(1)1( axaxax +=+⇒+=+⇒=−+ ααα
 Khi đó αααα
 ⎯⎯→⎯+
 +=
 ++
 ==−+
 →0
 )1ln(.)1ln(
 .)1ln()1ln(.1)1(
 xxx
 aa
 ax
 xa
 xa
 xx
 0
 (1 ) 1limx
 xx
 α
 α→
 + −=
 Bài tập
 1) Dùng định nghĩa, chứng minh rằng dãy số ( ) +∈−=+∈ Znu nZnn 1)( phân kỳ
 2) Viết 2 định nghĩa khác nhau của các giới hạn sau ∞−=∞+=∞=
 ∞+→∞−→∞→)(lim,)(lim,)(lim xfxfxf
 xxx
 3) Dùng định nghĩa Heine, chứng tỏ rằng
 a) xx
 1coslim0→
 không tồn tại
 b) 21
 12lim =
 +∞→ xx
 x
 3.3. VÔ CÙNG BÉ VÀ VÔ CÙNG LỚN 3.3.1. Vô cùng bé 1. Định nghĩa Hàm )(xα được gọi là vô cùng bé (viết tắt là VCB) trong quá trình nào đó nếu nó dần tới giới hạn 0 trong quá trình ấy.
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 Ví dụ Khi x→0 thì sinx là VCB, x3 cũng là VCB
 Khi x→ ∞ thì x1 là VCB
 Chú ý
 )(xα là VCB khi x→x0 khi và chỉ khi εαδδε <⇒<−<>∃>∀ )(0:0,0 0 xxx
 2. Liên hệ giữa VCB và hàm có giới hạn Điều kiện cần và đủ để hàm )(xf có giới hạn L trong 1 quá trình nào đó là Lxf −)( là VCB trong quá trình ấy. 3. Các tính chất của VCB a) Nếu )(xα là VCB trong 1 quá trình nào đó và C là 1 hằng số thì C )(xα cũng là VCB trong quá trình ấy. b) Nếu )(1 xα , )(2 xα , …, )(xnα là 1 số hữu hạn các VCB trong cùng 1 quá trình thì tổng và tích của chúng cũng là các VCB trong quá trình ấy. c) Nếu )(xα là VCB khi x→x0 và f(x) là hàm bị chặn trong 1 lân cận thủng nào đó của x0 thì )(xα f(x) là VCB khi x→x0.
 3.3.2. Vô cùng lớn 1. Định nghĩa Hàm số f(x) là VCL trong 1 quá trình nào đó nếu f(x) dần tới vô cực trong quá trình ấy. 2. Liên hệ giữa VCB và VCL
 a) Nếu trong 1 quá trình nào đó, hàm f(x) là VCB và luôn khác không thì )(
 1xf
 là VCL
 trong quá trình ấy.
 b) Ngược lại, nếu trong 1 quá trình nào đó hàm f(x) là VCL thì )(
 1xf
 là VCB trong quá
 trình ấy. 3.3.3. So sánh các VCB 1. Các cấp so sánh Giả sử )(xα và )(xβ là 2 VCB trong cùng một quá trình. Khi đó,
 a) Nếu tỉ số)()(
 xx
 βα dần tới 0 thì ta nói )(xα là VCB cấp cao hơn )(xβ hay )(xβ là
 VCB cấp thấp hơn )(xα , ký hiệu )(xα ))(( xβο= .
 Ví dụ 1-cosx là VCB cấp cao hơn x
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 b) Nếu tỉ số)()(
 xx
 βα dần tới một hằng số khác 0 thì ta nói )(xα và )(xβ là 2 VCB bằng
 cấp. Ví dụ Khi 0→x thì 1-cosx và x2 là hai VCB bằng cấp. c) Nếu )(xα là VCB bằng cấp với ( )(xβ )k với k > 0 thì ta nói )(xα là VCB cấp k so với VCB )(xβ .
 Ví dụ Khi 0→x thì 1 – cosx là VCB cấp 2 so với VCB x
 d) Nếu tỉ số)()(
 xx
 βα không có giới hạn thì ta nói các VCB )(xα và )(xβ không so sánh với
 nhau được.
 e) Nếu tỉ số)()(
 xx
 βα dần tới vô cực thì
 )()(
 xx
 αβ dần tới 0 và ta trở lại trường hợp 1.
 2. VCB tương đương a. Định nghĩa
 Giả sử )(xα và )(xβ là 2 VCB trong cùng 1 quá trình. Nếu tỉ số )()(
 xx
 βα có giới hạn bằng
 1 trong quá trình đó thì ta nói )(xα và )(xβ là 2 VCB tương đương.
 Ký hiệu )(xα ~ )(xβ
 Ví dụ Khi x 0→ thì sinx~x, ln(1+x) ~ x, ex – 1~x Chú ý Nếu )(xα ~ )(xβ thì )(xβ ~ )(xα
 b. Ứng dụng VCB tương đương để khử dạng vô định
 Nếu )(xα ~ )(1 xα và )(xβ ~ )(1 xβ thì lim)()(
 xx
 βα = lim
 )()(
 1
 1
 xx
 βα .
 Ví dụ
 0 0
 sin 5 5 5sin 2 2 2x x
 x xlim limx x→ →= =
 c. Vô cùng bé tương đương của 1 tổng các VCB đồng thời Nếu )(xα và )(xβ là 2 VCB trong cùng 1 quá trình và )(xα có cấp thấp hơn thì
 )(xα + )(xβ ~ )(xα .
 3. Quy tắc ngắt bỏ VCB cấp cao
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 Giả sử )(xα và )(xβ là 2 VCB trong cùng 1 quá trình nào đó, )(xα và )(xβ đều là tổng
 của nhiều VCB. Khi đó giới hạn của tỷ số )()(
 xx
 βα bằng giới hạn của tỷ số hai VCB cấp thấp
 nhất ở tử số và mẫu số. Ví dụ
 2 3
 5 70
 sin 12 4 2 2x
 x x tg x xlim limx x x x→
 + += =
 + +
 4. Phần chính của một VCB
 Giả sử )(xα và )(xβ là 2 VCB trong cùng 1 quá trình và nếu )(xα ~ C )(xkβ ( k > 0, C là hằng ) thì C )(xkβ được gọi là phần chính của VCB )(xα so với VCB )(xβ
 Ví dụ Khi x dần tới 0 thì 1 – cosx là vô cùng bé cấp cao hơn VCB x. So với x thì phần chính
 của VCB 1- cosx là 2
 21 x
 3.3.4. So sánh các vô cùng lớn (VCL) 1. Các cấp so sánh Giả sử )(xA và )(xB là 2 VCL trong cùng 1 quá trình. Khi đó,
 a) Nếu tỉ số )()(
 xBxA dần tới ∞ thì ta nói )(xA là VCL cấp cao hơn )(xB hay )(xB là VCL
 cấp thấp hơn )(xA .
 Ví dụ
 Khi ∞→x thì 13 +x là VCL cấp cao hơn VCL 21
 x vì
 3 3
 1 1 12 2 2
 1 1x x x
 x xlim lim limx x x
 →∞ →∞ →∞
 += + =∞
 b) Nếu tỉ số )()(
 xBxA dần tới 1 hằng số k khác 0 thì ta nói )( xA và )(xB là 2 VCL ngang
 cấp. Đặc biệt, khi 1=k ta nói )( xA và )(xB là 2 VCL tương đương
 c) Nếu tỉ số )()(
 xBxA dần tới 0 thì
 )()(
 xAxB dần tới ∞ và ta trở lại trường hợp a)
 d) Nếu tỉ số )()(
 xBxA không có giới hạn thì ta nói các VCL )( xA và )(xB không so sánh
 với nhau được 2. Ứng dụng VCL để khử dạng vô định a. VCL tương đương

Page 50
                        

52
 Nếu )(xA ~ )(xA và )(xB ~ )(xB thì ( )( )
 A xlimB x
 = ( )( )
 A xlimB x
 .
 b. VCL tương đương của 1 tổng các VCL đồng thời Nếu )(xA và )(xB là 2 VCB trong cùng 1 quá trình và )(xA có cấp thấp hơn
 thì )(xA + )(xB ~ )(xB .
 3.Quy tắc ngắt bỏ VCL cấp thấp Giả sử )(xA và )(xB là 2 VCB trong cùng một quá trình nào đó, )(xA và )(xB đều là
 tổng của nhiều VCB. Khi đó giới hạn của tỷ số )()(
 xBxA bằng giới hạn của tỷ số hai VCB cấp
 thấp nhất ở tử số và mẫu số. Ví dụ
 326lim
 26lim
 42756lim 2
 2
 2
 2
 ===+++−
 ∞→∞→∞→ xxx xx
 xxxx
 3.3.5. Khử dạng vô định
 1) 21
 11lim
 )1)(3(3lim
 34)3sin(lim
 3323=
 −=
 −−−
 =+−
 −→→→ xxx
 xxx
 xxxx
 45
 45
 x4x5
 x41x52
 0x0x0x===
 + →→→limlim
 )ln(sinlim)
 =+++
 +=
 +++
 +=
 −++→→→
 )(sinlim)(sinlim
 sinlim)
 1xx14x4
 x4x1
 1xx1x4x4
 x4xx
 x41xx13
 22
 22
 0x0x0x
 81
 )1001(4.101lim
 0=
 ++++
 =→x
 =→
 −=
 →=−−
 →
 = ///
 /
 /
 /
 cotlim)(lim)(lim) x2
 gxx12
 xtg2xtgx14
 0x
 x1x
 1x0x
 πππ
 ππ
 ππ
 π22
 ./
 /0/ 2cos
 2sin
 2lim
 /
 =→
 = xx
 x
 x
 2x1
 4x
 x5 )(coslim)π
 →.
 Đặt 21
 0)(coslim x
 xxA
 →= .
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 22
 21
 21
 )1(cos1ln[lim)ln(coslim])[ln(coslim)(coslimlnln0000 x
 xx
 xxxAxx
 xx
 xx
 −+====
 →→→→
 21
 42
 2x4
 2x2
 x1x
 0x
 2
 0x20x 2 −=−=
 ⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛
 −=
 −→→→lim
 sinlimcoslim 2
 1−
 =⇒ eA
 Bài tập Tìm giới hạn sau
 1) xtg
 xtgx 2
 4
 )(limπ→
 2) xtg
 xx 22
 4
 )2(sinlimπ→
 3) 3
 20
 cos cossinx
 x xlimx→
 −
 4) 0
 ln cos 6ln cos 5x
 xlimx→
 ⎛ ⎞⎜ ⎟⎝ ⎠
 3.4. HÀM SỐ LIÊN TỤC 3.4.1. Hàm số liên tục 1. Định nghĩa a. Liên tục tại 1 điểm
 * Giả sử hàm )(xfy = xác định trong 1 lân cận của điểm x0.
 Hàm f(x) được gọi là liên tục taị điểm x0 nếu như )()(lim 00
 xfxfxx
 =→
 * Giả sử hàm y = f(x) xác định trong 1 lân cận bên phải của điểm x = x0
 Hàm f(x) được gọi là liên tục bên phải taị điểm x0 nếu như )()(lim 00
 xfxfxx
 =+→
 * Giả sử hàm y = f(x) xác định trong 1 lân cận bên trái của điểm x = x0
 Hàm f(x) được gọi là liên tục bên trái phải tạị điểm x0 nếu như )()(lim 00
 xfxfxx
 =−→
 b. Liên tục trong 1 khoảng, trên 1 đoạn
 * Giả sử hàm y = f(x) xác định trong (a,b). Hàm f được gọi là liên tục trong (a,b)
 nếu như f liên tục tại mọi điểm thuộc (a,b)
 * Giả sử hàm y = f(x) xác định trên [a,b]. Hàm f được gọi là liên tục trên [a,b]
 nếu như f liên tục tại mọi điểm thuộc (a,b), f liên tục bên phải tại a và bên trái tại b
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 Chú ý
 * Điều kiện cần và đủ để hàm f liên tục tại điểm x = x0 là nó liên tục từng bên tại
 điểm đó.
 * Một hàm số sơ cấp xác định trong khoảng nào thì liên tục trong khoảng đó
 * Tổng, hiệu, tích, thương và hàm hợp của 2 hàm liên tục là một hàm liên tục.
 2. Ví dụ Xác định a để hàm số sau liên tục trên R
 ⎪⎩
 ⎪⎨⎧
 =
 ≠−
 =0
 03
 )2()(
 2
 xkhia
 xkhix
 xxarctgxf
 Giải
 * Với x );0()0;( +∞∪−∞∈ : Hàm )(xf là hàm sơ cấp nên liên tục
 * Tại x = 0 f(0) = a
 * 32)
 32
 3(lim
 32lim
 3)2(lim)(lim
 0
 2
 0
 2
 00−=−=
 −=
 −=
 →→→→
 xx
 xxx
 xxarctgxfxxxx
 f liên tục trên ∇ ⇔ f liên tục tại x = 0 ⇔ a = 32
 −
 3. Tính chất của hàm liên tục trên 1 đoạn
 Nếu hàm số )(xfy = liên tục trên đoạn [ ba, ]
 a) Thì f bị chặn trên đoạn đó, nghĩa là: ],[)(:0 baxMxfM ∈∀≤>∃
 (Định lý Weirestrass I)
 f(x)=x^3-4x^2+3
 f(x)=7
 f(x)=-7
 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9
 -8
 -6
 -4
 -2
 2
 4
 6
 8
 x
 y
 A
 B
 M
 -M
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 b) Thì f đạt giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất trên đoạn ],[ ba , nghĩa là
 ][
 )(max)(:],[ 00ab
 xfxfbax =∈∃ và ][
 )(min)(:],[ 11ab
 xfxfbax =∈∃
 (Định lý Weirestrass II)
 c) và 0)().( <bfaf thì 0)(:),( =∈∃ cfbac , nghĩa là phương trình 0)( =xf
 có ít nhất 1 nghiệm trong khoảng ).,( ba (Định lý Bolzano-Cauchy I) f(x)=x^3-3x^2+4
 x(t)=1 , y(t)=t
 x(t)=-1.5 , y(t)=t
 -8 -6 -4 -2 2 4 6 8
 -8
 -6
 -4
 -2
 2
 4
 6
 8
 x
 y
 a
 bc
 d) Thì f đạt mọi giá tri trung gian gồm giữa giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất trên đoạn đó, nghĩa là: .)(:],[],,[ μξξμ =∈∃∈∀ fbaMm
 f(x)=x^3-3x^2+4
 x(t)=-1.5 , y(t)=t
 x(t)=3 , y(t)=t
 -8 -6 -4 -2 2 4 6 8
 -8
 -6
 -4
 -2
 2
 4
 6
 8
 x
 y
 a
 b

Page 54
                        

56
 (Định lý Bolzano-Cauchy II) f(x)=x^3-3x^2+4
 f(x)=2
 -8 -6 -4 -2 2 4 6 8
 -8
 -6
 -4
 -2
 2
 4
 6
 8
 x
 y
 μ
 3.4.2. Điểm gián đoạn của hàm số 1. Định nghĩa Điểm x = x0 được gọi là điểm gián đoạn của hàm số y = f(x) nếu f không liên tục tại x = x0 2. Các trường hợp gián đoạn a. Hàm f không xác định tại điểm x = x0
 Ví dụ 1
 Hàm số y = x1 gián đoạn tại điểm x = 0
 b. Hàm f xác định tại điểm x = x0 nhưng không có giới hạn khi 0xx →
 Ví dụ 2
 Hàm số⎪⎩
 ⎪⎨
 ⎧
 <−=>
 =01
 0001
 )(xkhi
 xkhixkhi
 xf không có giới hạn khi 0→x nên gián đoạn tại điểm đó
 c. Hàm f xác định tại x = x0, có giới hạn khi 0xx → nhưng giới hạn đó khác với )( 0xf
 Ví dụ 3
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 Hàm số⎪⎩
 ⎪⎨⎧
 =
 ≠+
 =02
 0)51ln()(
 xkhi
 xkhix
 xxf tại điểm x = 0 có giới hạn bằng 5 khi
 0→x , nhưng f(0) = 2 ⇒ )(xf gián đoạn tại điểm 0=x
 3. Phân loại điểm gián đoạn a. Điểm gián đoạn loại 1 x0 là điểm gián đoạn loại 1 của hàm f nếu f gián đoạn tại điểm đó nhưng tồn tại các giới hạn của f(x) khi ±→ 0xx và hiệu f(x0
 +) - f(x0-) được gọi là bước nhảy của f tại điểm
 x = x0 Ví dụ Hàm số trong ví dụ 2 có gián đoạn loại 1 tại điểm x = 0 với bước nhảy bằng 2 Đặc biệt Nếu có thêm điều kiện f(x0
 +) = f(x0-) thì điểm gián đoan loại 1 x0 được gọi là điểm gián
 đoạn bỏ được. Ở ví dụ 2 thì 0=x là điểm gián đoạn bỏ được. Ví dụ Hàm số trong ví dụ 2 có gián đoạn bỏ được tại điểm x = 0 Hàm số trong ví dụ 2 có gián đoạn loại 1 tại điểm x = 0 với bước nhảy bằng 2 b. Điểm gián đoạn loại 2 0x là điểm gián đoạn không thuộc loại 1 thì được gọi là loại 2.
 Đặc biệt nếu ∞=→
 )(lim0
 xfxx
 thì x0 được gọi là điểm gián đoạn vô cực của hàm f
 Ví dụ
 Hàm sốx
 xf 1)( = có x = 0 là điểm gián đoạn vô cực.
 Bài tập 1)Khảo sát sự liên tục và gián đoạn của hàm số sau trên R
 a)
 ⎪⎪⎩
 ⎪⎪⎨
 ⎧
 <
 =
 >−
 =
 03sin
 05
 06cos1
 )(2
 xkhix
 xxkhi
 xkhix
 x
 xf
 b) ⎩⎨⎧
 ≤<−≤≤
 =212
 10)(
 2
 xkhixxkhix
 xf
 c) ⎩⎨⎧
 >≤
 =1̀1
 1)(
 xkhixkhix
 xf

Page 56
                        

58
 d)
 ⎪⎪⎪
 ⎩
 ⎪⎪⎪
 ⎨
 ⎧
 ≥
 <<−+
 −≤−
 =
 2cos
 22sin
 2sin2
 )(
 π
 ππ
 π
 xkhix
 xkhiBxA
 xkhix
 xf
 2) Chứng tỏ rằng hàm số sau liên tục trên R
 ⎪⎪⎩
 ⎪⎪⎨
 ⎧
 =
 ≠−−
 =0
 21
 011
 )(xkhi
 xkhix
 x
 xf
 3) Cho hàm số
 ⎪⎩
 ⎪⎨⎧
 −=
 −≠+
 +=1
 11
 sin)1()(2
 xkhia
 xkhix
 xxfπ
 Tìm a để hàm số )(xf liên tục trên R
 4) Tìm a để hàm số sau liên tục tại x = 0
 ⎪⎩
 ⎪⎨⎧
 =+
 ≠+
 =012
 05
 )2()(
 2
 xkhia
 xkhix
 xxarctgxf
 5) Tìm a và b để hàm số sau liên tục trên R
 2201
 13)( 22 <
 ⎪⎩
 ⎪⎨
 ⎧
 ≥<+
 ≤−=
 xkhixkhibxxa
 xkhixxf
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