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Vukomir M Milinkovic Dalibor M Cosic Knjiga za samostalno pripremanje ispita 1
 TrigonometrijaZa pravougli trougao sa slike, u odnosu na ugao �
 (a je suprotna katetab je nalegla kateta
 Razmere izme�u stranica a; b i c pravouglog trougla sa slike imaju nazive:
 α
 βa
 b
 c
 suprotna katetahipotenuza
 =a
 c= sin� sinus �
 nalegla katetahipotenuza
 =b
 c= cos� kosinus �
 suprotna katetanalegla kateta
 =a
 b= tg� tangens �
 nalegla katetasuprotna kateta
 =b
 a= ctg� kotangens �
 hipotenuzanalegla kateta
 =c
 b= sec� sekans �
 hipotenuzasuprotna kateta
 =c
 a= co sec� kosekans �
 U odnosu na ugao �
 (b je suprotna katetaa je nalegla kateta, odnosno
 sin� =suprotna katetahipotenuza
 =b
 ccos� =
 nalegla katetahipotenuza
 =a
 c
 tg � =suprotna katetanalegla kateta
 =b
 actg � =
 nalegla katetasuprotna kateta
 =a
 b
 Najvaµzniji odnosi za funkcije istog ugla:
 a) sin2 �+ cos2 � =� ac
 �2+
 �b
 c
 �2=a2
 c2+b2
 c2=a2 + b2
 c2=c2
 c2= 1
 sin2 �+ cos2 � = 1 )(sin2 � = 1� cos2 � ) sin� =
 p1� cos2 �
 cos2 � = 1� sin2 � ) cos� =p1� sin2 �
 b) Kako je sin� =a
 c) a = c sin� cos� =
 b
 c) b = c cos� onda imamo
 tg� =a
 b=c sin�
 c cos�=sin�
 cos�ctg� =
 b
 a=c cos�
 c sin�=cos�
 sin�odnosno
 tg� ctg� =a
 b� ba= 1 ) tg� =
 1
 ctg�ctg� =
 1
 tg�
 Odredimo sinus, cosinus, tangens i cotangens za 30� 45� 60�
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Vukomir M Milinkovic Dalibor M Cosic Knjiga za samostalno pripremanje ispita 2
 Primenom Pitagorine teoreme odredimo visinu h jednakostraniµcnogtrougla, jer je ona kateta pravouglog trougla sa stranicama a a
 2i h
 °30 °30
 °60 °60
 °30
 h ha a a
 a2
 a2
 a2
 °60
 h =
 ra2 �
 �a2
 �2=
 ra2 � a
 2
 22=
 r4a2
 4� a
 2
 4
 =
 r3 a2
 4=
 p3 a2p4=
 p3pa2
 2=ap3
 2
 U odnosu na ugao 30� suprotna kateta jea
 2
 a nalegla h =ap3
 2pa imamo
 sin 30� =
 a
 2a=a
 2a=1
 2cos 30� =
 h
 a=
 ap3
 2a
 =ap3
 2a=
 p3
 2
 tg 30� =
 a
 2h=
 a
 2ap3
 2
 =2a
 2ap3=
 1p3
 p3p3=
 p3
 3ctg 30� =
 ha
 2
 =p3
 U odnosu na ugao 60� suprotna kateta je h a nalegla kateta jea
 2pa imamo
 sin 60� =h
 a=
 p3
 2cos 60� =
 a
 2a=1
 2tg 60� =
 ha
 2
 =p3 ctg 60� =
 a
 2h=
 p3
 3
 Duµzina hipotenuze jednakokrakog pravouglog trougla sa katetama a iznosi
 c =pa2 + a2 =
 p2 a2 = a
 p2 pa imamo
 °45
 °45ac
 a
 sin 45� =a
 c=
 a
 ap2=
 1p2
 p2p2=
 p2
 2cos 45� =
 a
 c=
 p2
 2
 tg 45� =a
 a= 1 ctg 45� =
 a
 a= 1
 Za 30� 45� i 60� imamo:
 sin 30� =1
 2cos 30� =
 p3
 2tg 30� =
 p3
 3ctg 30� =
 p3
 sin 45� =
 p2
 2cos 45� =
 p2
 2tg 45� = 1 ctg 45� = 1
 sin 60� =
 p3
 2cos 60� =
 1
 2tg 60� =
 p3 ctg 60� =
 p3
 3Za dva komplementarna ugla, funkcija jednog jednaka je kofunkciji drugog!sin 30� = cos 60� sin 45� = cos 45� sin 60� = cos 30�
 tg 30� = ctg 60� tg 45� = ctg 45� tg 60� = ctg 30�
 Kako je sin2 �+ cos2 � = 1 ) sin� =p1� cos2 � cos� =
 p1� sin2 �
 tg� =sin�
 cos�ctg� =
 cos�
 sin�tg� ctg� = 1 ) tg� =
 1
 ctg�ctg� =
 1
 tg�onda lako prikazujemo
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Vukomir M Milinkovic Dalibor M Cosic Knjiga za samostalno pripremanje ispita 3
 a) sin� i cos� preko tg� b) sin� i cos� preko ctg�
 c) tg� i ctg� preko sin� d) tg� i ctg� preko cos�
 a) Ako sin2 �+ cos2 � = 1 podelimo sa cos2 � tada dobijamo
 tg2 �+ 1 =1
 cos2 �) cos2 � =
 1
 1 + tg2 �) cos� =
 1p1 + tg2 �
 odnosno
 sin� =p1� cos2 � =
 r1� 1
 1 + tg2 �=
 s1 + tg2 �� 11 + tg2 �
 =tg�p1 + tg2 �
 b) Ako sin2 �+ cos2 � = 1 podelimo sa sin2 � tada dobijamo
 1 + ctg2 � =1
 sin2 �) sin2 � =
 1
 1 + ctg2 �) sin� =
 1p1 + ctg2 �
 odnosno
 cos� =p1� sin2 � =
 r1� 1
 1 + ctg2 �=
 s1 + ctg2 �� 11 + ctg2 �
 =ctg�p1 + ctg2 �
 c) tg� =sin�
 cos�=
 sin�p1� sin2 �
 ctg� =cos�
 sin�=
 p1� sin2 �sin�
 d) tg� =sin�
 cos�=
 p1� cos2 �cos�
 ctg� =cos�
 sin�=
 cos�p1� cos2 �
 Tabelarnim prikazivanjem dobijenih vrednosti imamo
 sin� cos� tg� ctg�
 sin�p1� cos2 �
 tg�p1 + tg2 �
 1p1 + ctg2 �
 cos�p1� sin2 �
 1p1 + tg2 �
 ctg�p1 + ctg2 �
 tg�sin�p1� sin2 �
 p1� cos2 �cos�
 1
 ctg�
 ctg�
 p1� sin2 �sin�
 cos�p1� cos2 �
 1
 tg�
 y
 xac
 bα
 β
 01=r
 Prikaµzimo sinus i kosinus odre�enim duµzinama uzpomoc jediniµcne kruµznice koja ima polupreµcnik 1:Odmah primecujemo da je
 sin� =a
 c=a
 1= a Duµzina suprotne katete
 cos� =b
 c=b
 1= b Duµzina nalegle katete
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Vukomir M Milinkovic Dalibor M Cosic Knjiga za samostalno pripremanje ispita 4
 Dogovorom se uzima da je sinus pozitivan ako se duµzina kojom je prikazan(u ovom sluµcaju a ) nalazi iznad x - ose, odnosno da je sinus negativan akose duµzina a nalazi ispod x - ose. Bice jasnije u nastavku.Dogovorom se uzima da je cosinus pozitivan ako se duµzina kojom je prikazan(u ovom sluµcaju b ) nalazi desno od y - ose, odnosno da je kosinus negativanako se duµzina b nalazi levo od y - ose.
 Napomena! U matematici se dogovorom uzima da je ugao pozitivan ako jenastao pomeranjem pomiµcnog kraka suprotno od kretanja kazaljke na satu,odnosno da je ugao negativan ako je nastao pomeranjem pomiµcnog kraka u pr-avcu kazaljke na satu. U geodeziji i nekim drugim oblastima vaµzi suprotno.
 αα−1=r 1=r 1=r
 y
 xc
 0 0 0
 αsi
 n(
 )α−
 sin
 αcosα
 y
 xα−
 y
 x
 Primetimo da je sinus pozitivnog ugla pozitivan, jer se nalazi iznad x - ose.Sinus negativnog ugla je negativan, jer se nalazi ispod x - ose.Kosinus jepozitivan u oba sluµcaja jer se nalazi sa desne strane y - ose.
 Nikada ne posumnjaj da pojedinci mogu menjati svet !Oni su to uvek i µcinili. Pa �ta su radili Hrist, Rudolf Arµci-bald Rajs, Volter, Galileo, Ðordano Bruno, Arhimed, Gaus,Hipatija, Sokrat, Platon, �openhauer, Spinoza, Niµce, OttoVajninger, Leonardo, Paskal, Darvin, Ojler, Bernuli, An�t-ajn, Lajbnic, Njutn, Faradej, Mendeljev, Ciolkovski, Ru�erBo�kovic, Dositej, Riman, Anri Poenkare, Hajzenberg, Bor,Tesla, Maksvel,...�ta rade nedovr�eni mutanti, ministri, cate i ostala parazi-tska gamad? Neka se tim problemom pozabave bakterije!
 VAµZNA NAPOMENA!!!!!!! Ako ti se dosada�nji postupakizlaganja nije dopao, onda kupi ili napi�i bolju knjigu.Kako nije moguce ni jedno ni drugo, onda ne preskaµci nijedan red u nastavku !!! Ako to uradi�, sebe obmanjuje�!!!
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Vukomir M Milinkovic Dalibor M Cosic Knjiga za samostalno pripremanje ispita 5
 Od 0� do 90� sinus raste (od 0 do 1) a od 90� do 180� sinus opada (od 1 do 0) iima pozitivne vrednosti. U prvom i drugom kvadrantu sinus ima pozitivnevrednosti a u trecem i µcetvrtom kvadrantu sinus ima negativne vrednosti.
 °180
 °150
 °135°120
 °90°60
 °45
 °30
 °0°360
 °210
 °225°240
 °270°300
 °315
 °330
 1+
 1−
 y
 x
 sin 0� = sin 180� = 0
 sin 30� = sin 150� =1
 2
 sin 45� = sin 135� =
 p2
 2
 sin 60� = sin 120� =
 p3
 2sin 90� = 1
 sin 210� = sin 330� = � 12
 sin 225� = sin 315� = �p2
 2
 sin 240� = sin 300� = �p3
 2sin 270� = � 1sin 360� = sin 0� = 0
 Na sledecoj slici moµzemo videti da cosinus ima najvecu vrednost za � = 0� ili� = 360� odnosno od 0� do 90� kosinus opada (od 1 do 0). U I i IV kvadra-
 ntu cosinus ima pozitivne a u II i III kvadrantu negativne vrednosti.
 °180
 °150
 °135°120
 °90°60
 °45
 °30
 °0°360
 °210
 °225°240
 °270°300
 °315
 °330
 1+1−
 y
 x
 cos 0� = cos 360� = 1
 cos 30� = cos 330� =
 p3
 2
 cos 45� = cos 315� =
 p2
 2
 cos 60� = cos 300� =1
 2
 cos 90� = cos 270� = 0
 cos 120� = cos 240� = � 12
 cos 135� = cos 225� = �p2
 2
 cos 150� = cos 210� = �p3
 2cos 180� = � 1
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Vukomir M Milinkovic Dalibor M Cosic Knjiga za samostalno pripremanje ispita 6
 0
 y
 x
 1+
 1−
 2π
 2π3
 2ππ
 xsin
 °180
 °150°135
 °120 °90 °60°45
 °30
 x°0°360
 °210°225
 °240 °270 °300°315
 °330
 y
 1+
 1−
 Pore�enjem prethodnih i sledecih slika moµzemo doci do nekih osnovnih osobinasinusne i kosinusne funkcije.a) Funkcija sinus je de�nsina za sve realne brojeveb) Sinus je periodiµcna funkcija sa osnovnim periodom 2�c) Sinus je ograniµcen intervalom [� 1; 1 ]d) Kako je sin (� x) = � sin x onda je sinus neparna funkcijae) Sinusna funkcija ima nule za x = k�; k 2 Z a one su njene prevojne taµcke
 0
 y
 x
 1+
 1−
 π°180
 °150°135
 °120 °90 °60°45
 °30
 x°0°360
 °210°225
 °240 °270 °300°315
 °330
 y
 1+1−
 xcos
 2π
 2π3
 2π
 a) Funkcija cosinus je de�nsina za sve realne brojeveb) To je periodiµcna funkcija sa osnovnim periodom 2�c) Cosinus je ograniµcen intervalom [� 1; 1 ]d) Kako je cos (� x) = cosx onda je kosinus parna funkcija
 e) Kosinusna funkcija ima nule za x =�
 2+ k�; k 2 Z a one su prevojne taµcke
 44 344 21α b a
 b1
 a1x
 y1
 0
 1−
 Pogledajmo kruµznicu polupreµcnika 1 i u njojpravougli trougao µcija je hipotenuza jednakapolupreµcniku kruµznice.Odmah primetimo da je
 tg� =a
 b=a1b1=a11= a1
 Za razliku od duµzine a ( sin� ) koja dodirujekruµznicu sa unutra�nje strane, duµzina a1 (tg�)kruµznicu dodiruje (tangira) sa spolja�nje strane
 Dogovorom se uzimada je tangenspozitivanako se duµzinakojom je oznaµcen nal-azi iznad x ose a negativan ako se duµzina kojom je oznaµcen nalazi ispod x ose.
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Vukomir M Milinkovic Dalibor M Cosic Knjiga za samostalno pripremanje ispita 7
 x
 y
 0
 33
 33−
 3
 3−
 °180
 °150
 °120°90
 °60
 °30
 °360
 °210°225
 °240°270
 °300 °315
 °330
 °135 °45
 °0
 1−
 1+
 1−
 1+
 ∞−
 ∞+tg 0� = tg 180� = tg 360� = 0
 tg 30� = tg 210� =
 p3
 3
 tg 45� = tg 225� = 1
 tg 60� = tg 240� =p3
 tg 90� = tg 270� = �1
 tg 120� = tg 300� = �p3
 tg 135� = tg 315� = � 1
 tg 150� = tg 330� = �p3
 3tg 180� = tg 0� = 0
 U I i III kvadrantu tangens jepozitivan.U II i IV kvadrantu tangens jenegativan.Primetimo i ne zaboravimotg (��) = � tg�
 Dogovoromseuzimadaje kotangenspozitivanako seduµzinakojom je oznaµcenna-lazidesnoody ose inegativanako seduµzinakojom je oznaµcennalazi levoody ose
 33
 33− 33− 1− 1+0
 x
 y
 ∞+∞−
 °180
 °150
 °120°90
 °60
 °30
 °360
 °210°225
 °240°270
 °300°315
 °330
 °135 °45
 °01− 1+
 ctg =°30 ctg °210 = 3ctg °45 = ctg °225 =1
 ctg = ctg =°60 °240 33
 ctg = ctg =°90 °270 0ctg °120 = ctg °300 = 3
 3−
 ctg °0 = ∞+
 ctg = ctg =°135 °315 1−ctg = ctg = −°150 °330 3
 ctg =°180 +− ∞ ctg = − ∞°360
 U I i III kvadrantu cotangens je pozitivan.U II i IV kvadrantu cotangens je negativan.Vidimo da se tg� i ctg� ponavljaju posle k�; k = 1; 2; 3; : : : odnosno da jetg� = tg (�+ k� ) ctg� = ctg (�+ k� )
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Vukomir M Milinkovic Dalibor M Cosic Knjiga za samostalno pripremanje ispita 8
 y=tgx. Za funkciju tg x =sinx
 cosximamo
 tg (�x) = sin (�x)cos (�x) =
 � sinxcosx
 = � tg x pa je tg x neparna funkcija
 Kako je sin (x+ � ) = � sinx odnosno cos (x+ � ) = � cosx onda imamo
 tg (x+ � ) =sin (x+ � )
 cos (x+ � )=� sinx� cosx = tg x pa je tg x periodiµcna funkcija sa
 osnovnim periodom � i ako sinx i cosx imaju osnovni period 2�:Dakle, tg (x+ k� ) � tg x k = 0; � 1; � 2; � 3; : : :
 Kako je tg x =sinx
 cosxonda je tg x = 0 za
 (sinx = 0 odakle je
 x = k�; k = 0;� 1;� 2;� 3; : : :
 Funkcija tg x =sinx
 cosxje jednoznaµcna i de�nisana za sve realne vrednosti x
 koje nisu nule imenioca jer cosx ima nule za x = � �2; � 3�
 2; � 5�
 2; � � �
 2π
 2π−
 π
 2π3
 π2
 2π5
 π3π−
 2π3−
 π2−
 2π5−
 π3− 0
 2
 2−
 tanxy
 x
 π
 Ako x teµzi nekoj od navedenih taµcaka imenioca, tada apsolutne vrednosti tg xteµze beskonaµcnosti pa ih nazivamo taµckama beskonaµcnosti gde funkcija tg x
 nije de�nisana. Funkcija tg x je rastuca funkcija od x koja od � �2do +
 �
 2prima sve realne vrednosti izme�u �1 i +1Izvan intervala
 �� �2; +
 �
 2
 �funkcija tg x se periodiµcno ponavlja pa tangen-
 soida ima asimptote u taµckama
 8><>:x = � �
 2odnosno u taµckama
 x = � (2k + 1)�2
 k = 0; 1; 2; 3; : : :
 y=ctgx. Za funkciju ctg x =cosx
 sinximamo
 ctg (�x) = cos (�x)sin (�x) =
 cosx
 � sinx = � ctg x pa je ctg x neparna funkcija.
 Kako je cos (x+ �) = � cosx odnosno sin (x+ �) = � sinx onda imamo
 ctg x = (x+ �) =cos (x+ �)
 sin (x+ �)=� cosx� sinx = ctg x pa je ctg x periodiµcna funk-

Page 9
                        

Vukomir M Milinkovic Dalibor M Cosic Knjiga za samostalno pripremanje ispita 9
 cija sa osnovnim periodom � i ako cosx i sinx imaju osnovni period 2�:Dakle, ctg (x+ k�) � ctg x k = 0; � 1; � 2; � 3; : : : Kako je
 ctg x =cosx
 sinxonda je ctg x = 0 za
 8<: cosx = 0 odakle je
 x = (2k + 1)�
 2k = 0; �1; �2; �3; : : :
 Funkcija ctg x =cosx
 sinxje jednoznaµcna i de�nisana za sve realne vrednosti x
 koje nisu nule imenioca jer sinx ima nule za x = 0; ��; � 2�; : : :
 2π
 π 2π3
 π2
 0
 2π−π−
 2π3−
 π2− 2π5
 π3
 2π5−
 π3−
 2−
 2
 x
 yctg x
 π
 Ako x teµzi nekoj navedenoj taµcki imenioca, tada apsolutne vrednosti ctg xteµze beskonaµcnostipa ih nazivamo taµckamabeskonaµcnostigde funkcija ctg xnije de�nisana. Funkcija ctg x je opadajuca funkcija od x koja u intervalu od0 do � prima sve realne vrednosti izme�u �1 i +1Izvan intervala (0; �) funkcija ctg x se periodiµcno ponavlja.Kotangensoida
 ima asimptote u taµckama
 (x = 0 i x = � odnosno u taµckama
 x = �k� gde je k = 0; 1; 2; 3; : : :
 Da je µcovek uvek bio i ostao laµzljiv, varalica, verolomnik, nezahvalnik, razbojnik,slabic, prevrtaljivac, podlac, zavidljivac, proµzdrljivac, pijanica, tvrdica, vlasto-ljubiv, krvolok, klevetnik, razvratnik, fanatik, licemer i glup, to mi je uvek bilojasno pa me zato ni�ta od tog neuspelog mutanta ne moµze iznenaditi!
 VolterPitagorina teorema
 A
 B H C
 Iz sliµcnosti trouglova ABC ABH AHCdobijamo
 AB
 BH=BC
 AB) (AB )
 2= BC �BH
 AC
 CH=BC
 AC) (AC )
 2= BC � CH
 Sabiranjem prethodnih jednaµcina dobijamo
 (AB )2+(AC )
 2= BC �BH +BC �CH = BC (BH + CH )| {z }
 BC
 = (BC )2 odnosno
 (AB )2+ (AC )
 2= (BC )
 2
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Vukomir M Milinkovic Dalibor M Cosic Knjiga za samostalno pripremanje ispita 10
 Funkcije zbira uglova -Adiciona teorema
 4434421αβ
 y
 x
 βsin
 βcos
 αsi
 n
 αcos
 α
 B
 C D
 A E
 1
 0
 1−
 Sa slike uoµcavamo sledece odnose:
 sin(�+ � ) = AB = AC + CB =
 = BC +DE Kako jeBC
 BD= cos� ) BC = BD cos�
 BD = sin� odnosno
 DE
 OD= sin� ) DE = OD sin�
 OD = cos� onda imamo
 sin(�+ �) = BD cos�+OD sin�
 = sin� cos�+ cos� sin�
 = sin� cos� + cos� sin�Na isti naµcin dobijamo
 cos(�+ �) = OA = OE �AE = OE � CD Kako je
 OE
 OD= cos� ) OE = OD cos� OD = cos�
 CD
 BD= sin� ) CD = BD sin� BD = sin� onda imamo
 cos(�+ �) = OD cos��BD sin� = cos� cos�� sin� sin� odnosno
 cos(�+ �) = cos� cos� � sin� sin�
 Kako je sin(��) = � sin� cos(��) = cos� onda imamo
 sin(���) = sin� cos(��)+ cos� sin(��) = sin� cos�� cos� sin� odnosno
 cos(�� �) = cos� cos(��)� sin� sin(��) = cos� cos� + sin� sin�
 Savr�eno zapamtimosin(�+ �) = sin� cos� + cos� sin� sin(�� �) = sin� cos� � cos� sin�
 cos(�+ �) = cos� cos� � sin� sin� cos(�� �) = cos� cos� + sin� sin�
 Kako je sin(�+ �) = sin� cos� + cos� sin� onda za � = � imamo
 sin(�+ �) = sin 2� = sin� cos�+ cos� sin� = 2 sin� cos� Kako je
 cos(�+ �) = cos� cos� � sin� sin� onda za � = � imamo
 cos(�+ �) = cos 2� = cos� cos�� sin� sin� = cos2 �� sin2 �Savr�eno zapamtimo sin 2� = 2 sin� cos� cos 2� = cos2 �� sin2 �
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 Pokaµzimo da za proizvoljan ugao x vaµze jednakosti
 1� sin� �2� x�= cosx 2� sin (� � x) = sinx
 3� cos� �2� x�= sinx 4� cos (� � x) = � cosx
 5� tg� �2� x�= ctg x 6� ctg
 � �2� x�= tg x
 7� sin ( 2 k � + x) = sinx 8� cos ( 2 k � + x) = cosx k = 0; � 1; � 2; : : :Primenom formule sin (�� � ) = sin� cos� � cos� sin� dobijamo
 1� sin� �2� x�= sin
 �
 2| {z }1
 cosx� cos �2| {z }
 0
 sinx = cosx
 2� sin (� � x) = sin�|{z}0
 cosx� cos�| {z }�1
 sinx = sinx
 Primenom formule cos (�� � ) = cos� cos� + sin� sin� dobijamo
 3� cos� �2� x�= cos
 �
 2| {z }0
 cosx+ sin�
 2| {z }1
 sinx = sinx
 4� cos (� � x) = cos�| {z }�1
 cosx+ sin�|{z}0
 sinx = �cosx
 Kako je tg �=sin�
 cos�ctg �=
 cos�
 sin�onda primenom rezultata 1� i 3� dobijamo
 5� tg� �2� x�=sin� �2� x�
 cos� �2� x� = cosx
 sinx= ctg x
 6� ctg� �2� x�=cos� �2� x�
 sin� �2� x� = sinx
 cosx= tg x
 Primenom formule sin (�+ � ) = sin� cos� + cos� sin� dobijamo
 7� sin ( 2 k � + x) = sin 2 k �| {z }0
 cosx + cos 2 k �| {z }1
 sinx = sinx
 Primenom formule cos (�+ � ) = cos� cos� � sin� sin� dobijamo
 8� cos ( 2 k � + x) = cos 2 k �| {z }1
 cosx � sin 2 k �| {z }0
 sinx = cosx
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 Kako je sin 2� = 2 sin� cos� cos 2� = cos2 �� sin2 � onda imamo
 sin 2� =sin 2�
 1=
 2 sin� cos�
 cos2 �+ sin2 �=
 2 sin� cos�
 cos2 �cos2 �+ sin2 �
 cos2 �
 =2sin�
 cos�
 1 +sin2 �
 cos2 �
 =2 tg �
 1 + tg2�
 cos 2� =cos 2�
 1=cos2 �� sin2 �cos2 �+ sin2 �
 =
 cos2 �� sin2 �cos2 �
 cos2 �+ sin2 �
 cos2 �
 =1� sin2 �
 cos2 �
 1 +sin2 �
 cos2 �
 =1� tg2�1 + tg2�
 tg 2� =sin 2�
 cos 2�=
 2 sin� cos�
 cos2 �� sin2 �=
 2sin� cos�
 cos2 �cos2 �
 cos2 �� sin2 �
 cos2 �
 =2 tg�
 1� tg2 �
 ctg 2� =cos 2�
 sin 2�=cos2 �� sin2 �2 sin� cos�
 =
 cos2 �
 sin2 �� sin
 2 �
 sin2 �
 2sin� cos�
 sin2 �
 =ctg2 �� 12 ctg�
 Kako je sin 2� = 2 sin� cos� cos 2� = cos2 �� sin2 � onda imamo
 sin 3� = sin�2�+ �
 �= sin 2� cos�+ cos 2� sin�
 = 2 sin� cos� cos�+�cos2 �� sin2 �
 �sin�
 = 2 sin� cos2 �+ cos2 � sin�� sin3 � = 3 sin� cos2 �� sin3 �
 = 3 sin��1� sin2 �
 �� sin3 � = 3 sin�� 3 sin3 �� sin3 �
 = � 4 sin3 �+ 3 sin� odnosno
 cos 3� = cos�2�+ �
 �= cos 2� cos�� sin 2� sin�
 =�cos2 �� sin2 �
 �cos�� 2 sin� cos� sin�
 = cos3 �� sin2 � cos�� 2 sin2 � cos�
 = cos3 ���1� cos2 �
 �cos�� 2
 �1� cos2 �
 �cos�
 = cos3 �� cos�+ cos3 �� 2 cos�+ 2 cos3 �
 = 4 cos3 �� 3 cos�
 Sada lako moµzemo videti za�to je:
 tg (�+ � ) =tg�+ tg �
 1� tg� tg � tg (�� � ) = tg�� tg �1 + tg� tg �
 ctg (�+ � ) =ctg� ctg � � 1ctg � + ctg�
 ctg (�� � ) = ctg� ctg � + 1
 ctg � � ctg�Sledeci raµcun je samo prividno obiman ili �komplikovan�.

Page 13
                        

Vukomir M Milinkovic Dalibor M Cosic Knjiga za samostalno pripremanje ispita 13
 tg (�+ � ) =sin (�+ � )
 cos (�+ � )=sin� cos� + cos� sin�
 cos� cos� � sin� sin�
 =sin� cos�
 cos� cos� � sin� sin� +cos� sin�
 cos� cos� � sin� sin�
 =
 sin� cos�
 cos� cos�cos� cos�
 cos� cos�� sin� sin�
 cos� cos�
 +
 cos� sin�
 cos� cos�cos� cos�
 cos� cos�� sin� sin�
 cos� cos�
 =tg�
 1� tg� tg � +tg �
 1� tg� tg � =tg�+ tg �
 1� tg� tg �
 tg (�� � ) = sin (�� � )cos (�� � ) =
 sin� cos� � cos� sin�cos� cos� + sin� sin�
 =sin� cos�
 cos� cos� + sin� sin�� cos� sin�
 cos� cos� + sin� sin�
 =
 sin� cos�
 cos� cos�cos� cos�
 cos� cos�+sin� sin�
 cos� cos�
 �
 cos� sin�
 cos� cos�cos� cos�
 cos� cos�+sin� sin�
 cos� cos�
 =tg�
 1 + tg� tg �� tg �
 1 + tg� tg �=
 tg�� tg �1 + tg� tg �
 ctg (�+ � ) =cos (�+ � )
 sin (�+ � )=cos� cos� � sin� sin�sin� cos� + cos� sin�
 =cos� cos�
 sin� cos� + cos� sin�� sin� sin�
 sin� cos� + cos� sin�
 =
 cos� cos�
 sin� sin�sin� cos�
 sin� sin�+cos� sin�
 sin� sin�
 �
 sin� sin�
 sin� sin�sin� cos�
 sin� sin�+cos� sin�
 sin� sin�
 =ctg� ctg �
 ctg � + ctg�� 1
 ctg � + ctg�=ctg� ctg � � 1ctg � + ctg�
 ctg (�� � ) = cos (�� � )sin (�� � ) =
 cos� cos� + sin� sin�
 sin� cos� � cos� sin�
 =cos� cos�
 sin� cos� � cos� sin� +sin� sin�
 sin� cos� � cos� sin�
 =
 cos� cos�
 sin� sin�sin� cos�
 sin� sin�� cos� sin�sin� sin�
 +
 sin� sin�
 sin� sin�sin� cos�
 sin� sin�� cos� sin�sin� sin�
 =ctg� ctg �
 ctg � � ctg� +1
 ctg � � ctg� =ctg� ctg � + 1
 ctg � � ctg�
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 Kako je
 (sin��+ �
 �= sin� cos� + cos� sin�
 sin��� �
 �= sin� cos� � cos� sin�
 onda sabiranjem ili oduzimanjem formula u zagradi dobijamo
 sin��+ �
 �+ sin
 ��� �
 �= 2 sin� cos� odakle je
 sin� cos� =1
 2
 �sin��+ �
 �+ sin
 ��� �
 ��odnosno
 sin��+ �
 �� sin
 ��� �
 �= 2 cos� sin� odakle je
 cos� sin� =1
 2
 �sin��+ �
 �� sin
 ��� �
 ��Kako je
 (cos��+ �
 �= cos� cos� � sin� sin�
 cos��� �
 �= cos� cos� + sin� sin�
 onda sabiranjem ili oduzimanjem formula u zagradi dobijamo
 cos��+ �
 �+ cos
 ��� �
 �= 2 cos� cos� odakle je
 cos� cos� =1
 2
 �cos��+ �
 �+ cos
 ��� �
 ��odnosno
 cos��+ �
 �� cos
 ��� �
 �= �2 sin� sin� odakle je
 sin� sin� =1
 2
 �cos��� �
 �� cos
 ��+ �
 ��Dobro zapamtimo!
 sin� cos� =1
 2
 �sin��+ �
 �+ sin (�� � )
 �cos� sin� =
 1
 2
 �sin��+ �
 �� sin
 ��� �
 ��cos� cos� =
 1
 2
 �cos��+ �
 �+ cos
 ��� �
 ��sin� sin� =
 1
 2
 �cos��� �
 �� cos
 ��+ �
 ��Ako je �+ � = x �� � = y tada sabiranjem prve i druge jednakosti ilioduzimanjem druge od prve jednakosti dobijamo
 2� = x+ y ) � =x+ y
 2odnosno 2� = x� y ) � =
 x� y2
 Zamenom � =x+ y
 2i � =
 x� y2
 u formule
 sin (�+ � ) = sin� cos� + cos� sin� sin (�� � ) = sin� cos� � cos� sin�dobijamo
 sinx = sinx+ y
 2cos
 x� y2
 + cosx+ y
 2sin
 x� y2
 sin y = sinx+ y
 2cos
 x� y2
 � cos x+ y2
 sinx� y2
 Sabiranjem ili oduzimanjem prethodnih relacija dobijamo
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 sinx+ sin y = 2 sinx+ y
 2cos
 x� y2
 sinx� sin y = 2 cos x+ y2
 sinx� y2
 Zamenom � =x+ y
 2i � =
 x� y2
 u formule
 cos (�+ � ) = cos� cos� � sin� sin� cos (�� � ) = cos� cos� + sin� sin�dobijamo
 cosx = cosx+ y
 2cos
 x� y2
 � sin x+ y2
 sinx� y2
 cosy = cosx+ y
 2cos
 x� y2
 + sinx+ y
 2sin
 x� y2
 Sabiranjem ili oduzimanjem prethodnih relacija dobijamo
 cosx+cos y = 2 cosx+ y
 2cos
 x� y2
 cosx� cos y = � 2 sin x+ y2
 sinx� y2
 Obratimo paµznju na sledece transformacije
 a) sin2 � =1� cos 2�
 2cos2 � =
 1 + cos 2�
 2
 b) sin2 �� sin2 � = sin (�+ �) sin (�� �)
 a) Kako je
 (sin2 �+ cos2 � = 1 odnosno
 cos 2� = cos2 �� sin2 � onda imamo
 cos 2� = cos2 �� sin2 � =�1� sin2 �
 �� sin2 � = 1� 2 sin2 � odakle je
 2 sin2 � = 1�cos 2� odnosno sin2 � =1� cos 2�
 2Istim postupkom dobijamo
 cos 2� = cos2 �� sin2 � = cos2 ���1� cos2 �
 �= 2 cos2 �� 1 odakle je
 2cos2� = 1 + cos 2� odnosno cos2� =1 + cos 2�
 2U µcemu je razlika ?
 b) sin2 �� sin2 � = 1� cos 2�2
 � 1� cos 2�2
 =(1� cos 2�)� (1� cos 2� )
 2
 =1
 2
 �cos 2� � cos2�
 �Kako je cosx� cos y = 2 sin x+ y
 2sin
 x� y2
 onda zamenom dobijamo
 sin2 ��sin2 � = 1
 2
 �� 2 sin 2� + 2�
 2sin
 2� � 2�2
 �= � sin (� + �) sin (� � �)
 = sin��+ �
 �sin��� �
 �Jednakost sin2 �� sin2 � = sin (�+ �) sin (�� �) moµzemo dokazati i sledecim
 postupkom ! Kako je a2 � b2 =�a� b
 � �a+ b
 �odnosno
 sin�� sin� = 2 cos �+ �2
 sin�� �2
 sin�+ sin� = 2 sin�+ �
 2cos
 �� �2
 onda imamo
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 sin2 �� sin2 � =�sin�� sin�
 � �sin�+ sin�
 �= 2 cos
 �+ �
 2sin
 �� �2
 2 sin�+ �
 2cos
 �� �2
 = 2 sin�+ �
 2cos
 �+ �
 22 sin
 �� �2
 cos�� �2
 Kako je 2 sin� cos� = sin 2� onda imamo
 sin2 �� sin2 � = sin 2 (�+ � )2
 sin2 (�� � )
 2= sin
 ��+ �
 �sin��� �
 �Kako je 1 = sin2 �+ cos2 � cos 2� = cos2 �� sin2 � onda imamo
 1 + cos� = 1 + cos 2�
 2= sin2
 �
 2+ cos2
 �
 2+ cos2
 �
 2� sin2 �
 2= 2 cos2
 �
 2
 1� cos� = 1� cos 2 �2= sin2
 �
 2+ cos2
 �
 2��cos2
 �
 2� sin2 �
 2
 �= 2 sin2
 �
 2
 Dakle, 1 + cos� = 2 cos2�
 21� cos� = 2 sin2 �
 2odnosno
 p1 + cos � =
 r2 cos2
 �
 2=p2
 rcos2
 �
 2=p2 cos
 �
 2
 p1� cos � =
 r2 sin2
 �
 2=p2
 rsin2
 �
 2=p2 sin
 �
 2
 Kako je
 8>>><>>>:1 + cos� = 2 cos2
 �
 2) cos
 �
 2=
 r1 + cos�
 2
 1� cos� = 2 sin2 �2) sin
 �
 2=
 r1� cos�
 2onda lako dobijamo
 tg�
 2=sin
 �
 2
 cos�
 2
 =
 r1� cos�
 2r1 + cos�
 2
 =
 r1� cos�1 + cos�
 odnosno
 ctg�
 2=cos
 �
 2
 sin�
 2
 =
 r1 + cos�
 2r1� cos�
 2
 =
 r1 + cos�
 1� cos� Dakle, imamo
 sin�
 2=
 r1� cos�
 2cos
 �
 2=
 r1 + cos�
 2
 tg�
 2=
 r1� cos�1 + cos�
 ctg�
 2=
 r1 + cos�
 1� cos�Kako je sin 2� = 2 sin� cos� cos 2� = cos2 �� sin2 � onda imamo
 sin� = sin 2�
 2= 2 sin
 �
 2cos
 �
 2cos� = cos 2
 �
 2= cos2
 �
 2� sin2 �
 2
 Kako je sin� = 2 sin�
 2cos
 �
 2cos� = cos2
 �
 2� sin2 �
 2onda imamo
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 tg� =sin�
 cos�=
 2 sin�
 2cos
 �
 2
 cos2�
 2� sin2 �
 2
 =
 2sin
 �
 2cos
 �
 2
 cos2�
 2
 cos2�
 2
 cos2�
 2
 �sin2
 �
 2
 cos2�
 2
 =2 tg
 �
 2
 1� tg2 �2
 ctg� =cos�
 sin�=cos2
 �
 2� sin2 �
 2
 2 sin�
 2cos
 �
 2
 =
 cos2�
 2
 sin2�
 2
 �sin2
 �
 2
 sin2�
 2
 2sin
 �
 2cos
 �
 2
 sin2�
 2
 =ctg2
 �
 2� 1
 2 ctg�
 2
 Dakle,
 sin�=2 sin�
 2cos
 �
 2; cos�=cos2
 �
 2�sin2�
 2tg�=
 2 tg�
 2
 1� tg2�2
 ; ctg�=ctg2
 �
 2�1
 2 ctg�
 2
 sin�=sin�
 1=2 sin
 �
 2cos
 �
 2
 sin2�
 2+cos2
 �
 2
 =
 2 sin�
 2cos
 �
 2
 cos2�
 2
 sin2�
 2+cos2
 �
 2
 cos2�
 2
 =
 2sin
 �
 2
 cos�
 2
 cos�
 2
 cos�
 2
 sin2�
 2
 cos2�
 2
 +cos2
 �
 2
 cos2�
 2
 =2 tg
 �
 2
 1+ tg2�
 2
 cos�=cos�
 1=cos2
 �
 2� sin2 �
 2
 sin2�
 2+cos2
 �
 2
 =
 cos2�
 2� sin2 �
 2
 cos2�
 2
 sin2�
 2+cos2
 �
 2
 cos2�
 2
 =
 cos2�
 2
 cos2�
 2
 �sin2
 �
 2
 cos2�
 2
 sin2�
 2
 cos2�
 2
 +cos2
 �
 2
 cos2�
 2
 =1� tg2�
 2
 1+ tg2�
 2
 tg�=sin�
 cos�=2 sin
 �
 2cos
 �
 2
 cos2�
 2� sin2 �
 2
 =
 2 sin�
 2cos
 �
 2
 cos2�
 2
 cos2�
 2� sin2 �
 2
 cos2�
 2
 =
 2sin
 �
 2
 cos�
 2
 cos�
 2
 cos�
 2
 cos2�
 2
 cos2�
 2
 �sin2
 �
 2
 cos2�
 2
 =2 tg
 �
 2
 1� tg2�2
 ctg�=cos�
 sin�=cos2
 �
 2� sin2 �
 2
 2 sin�
 2cos
 �
 2
 =
 cos2�
 2� sin2 �
 2
 cos2�
 2
 2 sin�
 2cos
 �
 2
 cos2�
 2
 =
 cos2�
 2
 cos2�
 2
 �sin2
 �
 2
 cos2�
 2
 2sin
 �
 2
 cos�
 2
 cos�
 2
 cos�
 2
 =1� tg2�
 2
 2 tg�
 2
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 Sinusna i kosinusna teorema
 c l−l
 b a
 A D Bc
 C
 hc
 ha
 α β
 γZa pravougle trouglove ADC i DCBvaµze sledeci odnosi pojedinih duµzina
 hc
 b= sin� ) hc = b sin�
 hc
 a= sin� ) hc = a sin� Dakle,
 hc = b sin� = a sin� ili b sin� = a sin�
 Delenjem sa sin� sin� dobijamo
 b
 sin�=
 a
 sin�ili
 a
 b=sin�
 sin�:
 Sliµcno dobijamo:
 ha
 b= sin   ) ha = b sin
 ha
 c= sin� ) ha = c sin� odnosno
 ha = b sin   = c sin� ili b sin   = c sin� Delenjem sa sin   sin� imamo
 b
 sin �=
 c
 sin  ) b
 c=sin �
 sin  Dakle,
 a
 sin �=
 b
 sin �=
 c
 sin  Ova relacija pok-
 azuje da se stranice trougla odnose kao sinusi suprotnih uglova pa imamo
 a : b : c = sin� : sin� : sin   odnosnoa
 sin �=
 b
 sin �=
 c
 sin
 �Sinusnateorema
 Prema slici, primenom Pitagorine teoreme dobijamo:
 a2 = (hc )2 + ( c� l )2 l = AD
 Kako je (hc )2 = b2 � l2 onda zamenom dobijamo
 a2 = b2 � l2 + ( c2 � 2c l + l2 ) = b2 � l2 + c2 � 2c l + l2 odnosno
 a2 = b2 + c2� 2 c l Prema slici imamo l
 b= cos� ili l = b cos� pa je
 a2 = b2 + c2 � 2 b c cos� Za � = 90� ) a2 = b2 + c2 Pitagorina teorema
 b2 = a2 + c2 � 2 a c cos� Za � = 90� ) b2 = a2 + c2 Pitagorina teorema
 c2 = b2 + a2 � 2 b a cos   Za   = 90� ) c2 = b2 + a2 Pitagorina teorema
 Ove tri relacije su kosinusna teorema koja pokazuje da je kvadrat je-dne stranice trougla, jednak zbiru kvadrata druge dve stranice, uma-njenom za dvostruki proizvod tih stranica i kosinus ugla koji one µcine.
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 LogaritmovanjePogledajmo �zanimljivu�povezanost izme�u sledecih brojeva
 log10 1 = 0 jer je 100 = 1
 log10 10 = 1 jer je 101 = 10
 log10 100 = 2 jer je 102 = 100
 log10 1000 = 3 jer je 103 = 1000
 log10 10000 = 4 jer je 104 = 10 000 odnosno
 log10 10000000 = 7 jer je 107 = 10 000 000
 �Pogledajmo�sluµcaj gde je log10 1000 = 3 odnosno 103 = 1000 i na najprostiji
 naµcin zakljuµcimo, �ta je logaritam broja?Logaritam od nekog broja (u na�em sluµcaju 1000) je broj (u na�em sluµcaju 3 )kojim treba stepenovati osnovu ili bazu (u na�em sluµcaju 10) da bi se dobijobroj (u na�em sluµcaju 1000) od koga se traµzi logaritam.Koji brojevi mogu posluµziti kao logaritamske osnove ili baze?Svi brojevi koji su veci od nule i razliµciti od 1 Dakle, brojevi > 0 i 6= 1Koje brojeve µcesto ili izuzetno µcesto koristimo kao logaritamsku osnovu ?µCesto koristimo broj 10 pa se logaritam sa osnovom ili bazom 10 (log10) obe-leµzava kao log, odnosno log10 a = log a Logaritam sa osnovom 10 nazivamo idekadni logaritam.Izuzetno µcesto koristimo (pomalo �µcudan�broj) e = 2; 7 1828 1828 459 : : :pa se logaritam sa osnovom e (loge) obeleµzava kao ln odnosno loge a = ln aLogaritam sa osnovom e nazivamo i prirodni logaritam.U redovima koji slede pokazacemo za�to je
 e = limn!+1
 �1 +
 1
 n
 �n= 2; 7 1828 1828 459 : : : odnosno
 e = limn!0
 �1 + n
 � 1n = 2; 7 1828 1828 459 : : : ( 1828: ro�en Tolstoj )
 Nikada ne zaboravimo :10 log a+ log b = log ( a b ) ili log a+ log b+ log c = log ( a b c )
 odnosno zbir logaritama jednak je logaritmu proizvoda.
 20 log a� log b = log ab
 odnosno razlika logaritama jednaka je logaritmu koliµcnika.30 log an = n log a
 odnosno stepen nad a moµze da pre�e u proizvod i obrnuto.Kako je log10 1 = 0 ( jer je 100 = 1 ) onda imamo
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 log 0; 1 = � 1 jer je 10�1 =1
 10= 0; 1
 log 0; 01 = � 2 jer je 10�2 =1
 102=
 1
 100= 0; 01
 log 0; 001 = � 3 jer je 10�3 =1
 103=
 1
 1000= 0; 001 odnosno
 log 0; 00001 = � 5 jer je 10�5 =1
 105=
 1
 100000= 0; 00001
 Logaritam reciproµcne vrednosti nekog broja naziva se kologaritam, odnosno
 log1
 a= co log a ili
 co log a = log 1� log a = 0� log a = � log a = � 1 � log a = log a�1 = log 1a
 Sledece detalje moramo savr�eno znati!10 µCemu je jednako eln 7 ?eln 7 =? Izjednaµcimo dati izraz, na primer, sa x
 eln 7 = x Logaritmujemo i levu i desnu stranu
 ln eln 7 = lnx Prebacimo ln 7 iz stepena u proizvod
 ln 7 � ln e = lnx Kako je ln e = lne e = 1�e1 = e
 �onda imamo
 ln 7 = lnx Odavde je x = 7 odnosno
 eln 7 = 7 ili eln a = a a > 0| {z }nikada ne zaboravimo
 Evo jedne primene prethodne relacije, iako izvode detaljno radimo kasnije.
 y = xx = eln xx
 = ex ln x ) y0 = ex ln x�1 � lnx+ x 1
 x
 �= xx ( lnx+ 1 )
 20 Ako je ln a = b a > 0 µcemu je tada jednako a ?
 Iz ln a = b ) a = eb a evo i za�to.
 Logaritmujemo levu i desnu stranu jednakosti a = eb
 ln a = ln eb b prebacimo iz stepena u proizvod
 ln a = b ln e|{z}1
 ln e = loge e = 1 Dakle, iz ln a = b ) a = eb
 30 Iz logaritamskog raµcuna bice izuzetno korisno znati:
 Ako je y = loga x tada imamo x = ay = aloga x
 Vrlo µcesto koristimo relaciju y = xn =�aloga x
 �| {z }x
 n= an loga x
 Jo�jedanput ponovimo da nikada ne zaboravimo!
 a) Logaritam od 0 je �1 ili loga 0 = �1 jer je a�1 =1
 a1= 0
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 b) Logaritam od 1 je 0 ili loga 1 = 0 jer je a0 = 1
 c) Logaritam od 1 je 1 ili loga 1 =1 jer je a1 =1d) Logaritam negativnih brojeva ne postoji!
 e) Logaritam pravog razlomka x = a
 bgde je a < b ili 0 < x < 1 je negativan.
 ln 0 = loge 0 = �1 jer je e�1 = 0
 ln e = loge e = 1 jer je e1 = e ln 1 = loge 1 = 0 jer je e0 = 1
 ln e2 = 2 ln e = 2 � 1 = 2 ln1
 e= ln 1� ln e = 0� 1 = �1
 ln1
 e2= ln 1� ln e2 = 0� 2 = �2 ln
 pe = ln e
 12 =
 1
 2ln e =
 1
 2� 1 = 1
 2
 1) Za�to je log3 2 � log4 3 � log5 4 � log6 5 � log7 6 � log8 7 � log9 8 � log10 9 = log 2
 Kako je log10 x = log x log 10 = 1 logb a =logc a
 logc blog3 2 =
 log10 2
 log10 3=log 2
 log 3onda imamolog 2
 log 3� log 3log 4
 � log 4log 5
 � log 5log 6
 � log 6log 7
 � log 7log 8
 � log 8log 9
 � log 9log 10| {z }1
 =
 = log 2log 3 � log 4 � log 5 � log 6 � log 7 � log 8 � log 9log 3 � log 4 � log 5 � log 6 � log 7 � log 8 � log 9 = log 2
 Vaµzno ! Mnogo Vaµzno !! � � � Izuzetno Vaµzno !!!Proizvod svih pozitivnih celih brojeva od 1 do n1 � 2 � 3 � 4 � 5 � � � (n� 3) (n� 2) (n� 1)n = n!oznaµcava se simbolom n! i µcita se �n faktorijel�.
 Pogledajmo vrednosti �faktorijela� za 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; : : : ; 15
 0! = 1 8! = 1 � 2 � 3 � 4 � 5 � 6 � 7 � 8 = 40 3201! = 1 9! = 1 � 2 � 3 � 4 � 5 � 6 � 7 � 8 � 9 = 362 8802! = 1 � 2 = 2 10! = 1 � 2 � 3 � 4 � 5 � 6 � 7 � � � 10 = 3 628 8003! = 1 � 2 � 3 = 6 11! = 1 � 2 � 3 � 4 � 5 � 6 � 7 � � � 11 = 39 916 8004! = 1 � 2 � 3 � 4 = 24 12! = 1 � 2 � 3 � 4 � 5 � 6 � � � 12 = 479 001 6005! = 1 � 2 � 3 � 4 � 5 = 120 13! = 1 � 2 � 3 � 4 � 5 � 6 � � � 13 = 6 227 020 8006! = 1 � 2 � 3 � 4 � 5 � 6 = 720 14! = 1 � 2 � 3 � 4 � 5 � � � 14 = 87 178 291 2007! = 1 � 2 � 3 � 4 � 5 � 6 � 7 = 5040 15! = 1 � 2 � 3 � 4 � 5 � � � 15 = 1 307 674 368 000Primetimo (ili proverimo) da je :
 1! = 1 (1� 1)! = 1 � 0! = 1 � 1 = 1 4! = 4 (4� 1)! = 4 � 3! = 4 � 6 = 242! = 2 (2� 1)! = 2 � 1! = 2 � 1 = 2 5! = 5 (5� 1)! = 5 � 4! = 5 � 24 = 120 ili3! = 3 (3� 1)! = 3 � 2! = 3 � 2 = 6 n! = n (n� 1)! (n � prirodan broj )
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 Za proizvod pozitivnih parnih brojeva imamo
 2 � 4 � 6 � 8 � � � (2n) = (2n)!! n > 1 �to se µcita �dvostruki faktorijel�
 Ako je n nula ili prirodan broj, tada imamo
 0!! = 1 8!! = 2 � 4 � 6 � 8 = 3841!! = 1 10!! = 2 � 4 � 6 � 8 � 10 = 3 8402!! = 2 12!! = 2 � 4 � 6 � 8 � 10 � 12 = 46 0804!! = 2 � 4 = 8 14!! = 2 � 4 � 6 � 8 � 10 � 12 � 14 = 645 1206!! = 2 � 4 � 6 = 48 i tako redom
 Primetimo ili proverimo da je :(n+ 2)!! = n!! (n+ 2) n > 0Za n = 0 imamo 2!! = 0!! � 2 = 2 Za n = 6 imamo 8!! = 6!! � 8 = 384Za n = 2 imamo 4!! = 2!! � 4 = 8 Za n = 8 imamo 10!! = 8!! � 10 = 3840Za n = 4 imamo 6!! = 4!! � 6 = 48 i tako redom
 Kako je
 8><>:2n = 2 � 2 � 2 � � � 2 n -mnoµzitelja
 n! = 1 � 2 � 3 � � � (n� 2 ) (n� 1 )n( 2n )!! = 2 � 4 � 6 � 8 � � � ( 2n ) onda imamo
 2n n! = ( 2 � 1 )| {z }2
 ( 2 � 2 )| {z }4
 ( 2 � 3 )| {z }6
 � � � ( 2 (n� 2 ))| {z }2n�4
 ( 2 (n� 1 ))| {z }2n�2
 � 2n = ( 2n )!!
 odnosno (2n)!! = 2n n! gde je n nula ili prirodan broj
 Za n = 0 imamo 0!! = 20 � 0! = 1 � 1 = 1Za n = 1 imamo 2!! = 21 � 1! = 2 � 1 = 2Za n = 2 imamo 4!! = 22 � 2! = 4 � 2 = 8Za n = 3 imamo 6!! = 23 � 3! = 8 � 6 = 48Za n = 4 imamo 8!! = 24 � 4! = 16 � 24 = 384Za n = 5 imamo 10!! = 25 � 5! = 32 � 120 = 3 840
 Proizvod pozitivnih neparnih brojeva
 1 � 3 � 5 � 7 � � � (2n+ 1) = (2n+ 1)!!
 Ako je n nula ili prirodan broj, tada imamo
 1!! = 1 7!! = 1 � 3 � 5 � 7 = 1053!! = 1 � 3 = 3 9!! = 1 � 3 � 5 � 7 � 9 = 9455!! = 1 � 3 � 5 = 15 i tako redom
 Ne zaboravimo (2n+ 1)!! =(2n+ 1)!
 n! 2nn > 0
 Za n = 0 imamo 1!! =1!
 0! � 20 =1
 1= 1
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 Za n = 1 imamo 3!! =3!
 1! � 21 =6
 2= 3
 Za n = 2 imamo 5!! =5!
 2! � 22 =120
 8= 15
 Za n = 3 imamo 7!! =7!
 3! � 23 =5040
 48= 105
 STOP ! Vaµzno !! Izuzetno Vaµzno !!! Binomni koe�cijenti
 Pogledajmo koliµcnike sa �zanimljivim�brojiocima i imeniocima
 7
 1= 7
 7 � 6 � 5 � 41 � 2 � 3 � 4 = 35
 7 � 61 � 2 = 21
 7 � 6 � 5 � 4 � 31 � 2 � 3 � 4 � 5 =
 2 520
 120= 21
 7 � 6 � 51 � 2 � 3 = 35
 7 � 6 � 5 � 4 � 3 � 21 � 2 � 3 � 4 � 5 � 6 =
 5 040
 720= 7
 7 � 6 � 5 � 4 � 3 � 2 � 11 � 2 � 3 � 4 � 5 � 6 � 7 = 1 odnosno
 n (n� 1) (n� 2) (n� 3) � � ��n� (n� 1)
 �1 � 2 � 3 � � �n = 1
 Ako su n i k pozitivni celi brojevi k < n onda koliµcnik
 n (n� 1) (n� 2) (n� 3) � � ��n� (k � 1)
 �1 � 2 � 3 � � � k nazivamo binomni koe�cijent koji
 oznaµcavamo sa�n
 k
 �(�n nad k�) Primeri:
 1) �7 nad 1��7
 1
 �=7
 1= 7
 2) �7 nad 2��7
 2
 �=7 � 61 � 2 = 21
 3) �7 nad 3��7
 3
 �=7 � 6 � 51 � 2 � 3 = 35
 4) �7 nad 4��7
 4
 �=7 � 6 � 5 � 41 � 2 � 3 � 4 = 35
 5) �7 nad 5��7
 5
 �=7 � 6 � 5 � 4 � 31 � 2 � 3 � 4 � 5 = 21
 6) �7 nad 6��7
 6
 �=7 � 6 � 5 � 4 � 3 � 21 � 2 � 3 � 4 � 5 � 6 = 7
 7) �7 nad 0��7
 0
 �= 1 po de�niciji
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 Pored �ostalog�primetili smo sledece:
 �n nad 1��n
 1
 �=n
 1=n
 1!= n
 �n nad 2��n
 2
 �=n (n� 1)1 � 2 =
 n (n� 1)2!
 �n nad 3��n
 3
 �=n (n� 1) (n� 2)
 1 � 2 � 3 =n (n� 1) (n� 2)
 3!
 �n nad 6��n
 6
 �=n (n� 1) (n� 2) (n� 3) (n� 4) (n� 5)
 6!odnosno
 �n nad k��n
 k
 �=n (n� 1) (n� 2) (n� 3) � � � (n� (k � 1))
 k!
 Ako je n < k ( gde su n i k prirodni i pozitivni celi brojevi ) tada imamo�n
 k
 �=n (n� 1) (n� 2) (n� 3) � � � (n� (k � 1))
 k!= 0 Primer�
 6
 7
 �=6 (6� 1) (6� 2) (6� 3) (6� 4) (6� 5) (6� 6)
 1 � 2 � 3 � 4 � 5 � 6 � 7 =0
 7!= 0
 Sada lako primecujemo:�6
 3
 �=6 � 5 � 41 � 2 � 3 =
 6 � 5 � 4 � 3 � 2 � 13! � 3 � 2 � 1 =
 6!
 3! � 3! =6!
 3! (6� 3)!�6
 2
 �=6 � 51 � 2 =
 6 � 5 � 4 � 3 � 2 � 12! � 4 � 3 � 2 � 1 =
 6!
 2! � 4! =6!
 2! (6� 2)!�7
 3
 �=7 � 6 � 51 � 2 � 3 =
 7 � 6 � 5 � 4 � 3 � 2 � 13! � 4 � 3 � 2 � 1 =
 7!
 3! � 4! =7!
 3! (7� 3)!�7
 5
 �=7 � 6 � 5 � 4 � 31 � 2 � 3 � 4 � 5 =
 7 � 6 � 5 � 4 � 3 � 2 � 15! � 2 � 1 =
 7!
 5! � 2! =7!
 5! (7� 5)!
 Upore�ivanjem prethodnih rezultata vidimo da funkciju�n
 k
 �moµzemo predsta-
 viti relacijom�n
 k
 �=
 n!
 k!(n� k)! k 6 n
 koju moµzemo dokazati sledecim postupkom�n
 k
 �=
 �n
 k
 �(n� k )!(n� k )!
 =n (n� 1 ) (n� 2 ) � � � (n� ( k � 1 ))
 k!� (n� k ) (n� ( k + 1 )) � � � 2 � 1
 (n� k )!
 =n (n� 1 ) (n� 2 ) � � � (n� ( k � 1 )) (n� k ) (n� ( k + 1 )) � � � 2 � 1
 k! (n� k )!
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 =n!
 k! (n� k )! Sada lako dobijamo�n
 0
 �=
 n!
 0! (n� 0)! =n!
 1 � n! =n!
 n!= 1
 Pogledajmo postupak dobijanja vaµzne relacije�n
 k
 �+
 �n
 k � 1
 �=
 �n+ 1
 k
 ��n
 k
 �+
 �n
 k � 1
 �=
 n!
 k! (n� k )! +n!
 ( k � 1 )! (n� ( k � 1 ))!
 =n!
 k ( k � 1 )! (n� k )! +n!
 ( k � 1 )! (n� ( k � 1 )) (n� k )!
 =n!
 ( k � 1 )! (n� k )!
 �1
 k+
 1
 n� ( k � 1 )
 �=
 n!
 ( k � 1 )! (n� k )!n� (k � 1) + kk (n� (k � 1))
 =n!
 ( k � 1 )! (n� k )!n+ 1
 k (n� ( k � 1 )) =n! (n+ 1 )
 k ( k � 1 )!| {z }k!
 (n� ( k � 1 )) (n� k )!| {z }(n�( k�1 ))!
 =(n+ 1 )!
 k! (n� ( k � 1 ))! =(n+ 1 )!
 k! ((n+ 1 )� k )! Kako je
 n!
 k! (n� k )! =�n
 k
 �k 6 n onda imamo
 �n
 k
 �+
 �n
 k � 1
 �=
 �n+ 1
 k
 �
 Pogledajmo postupak dobijanja vaµzne relacije�n
 k
 �=
 �n
 n� k
 �k 6 n
 Kako je�n
 k
 �=
 n!
 k! (n� k)! onda imamo�n
 n� k
 �=
 n!
 (n� k)! (n� (n� k))! =n!
 (n� k)! k! =�
 n
 n� k
 �
 Sada pokaµzimo za�to je�n
 k
 �+
 �n
 k + 1
 �=
 �n+ 1
 k + 1
 ��n
 k
 �+
 �n
 k + 1
 �=
 n!
 (n� k)! k! +n!
 (n� k � 1)! (k + 1)!
 =n!
 (n� k � 1)! k! (n� k) +n!
 (n� k � 1)! k! (k + 1)
 =n!
 (n� k � 1)! k!
 �1
 n� k +1
 k + 1
 �=
 n!
 (n� k � 1)! k!k + 1 + n� k(n� k) (k + 1)
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 =(n+ 1)!
 ((n+ 1)� (k + 1))! (k + 1)! =�n+ 1
 k + 1
 �
 Ako znamo za�to je�
 n
 n� k
 �=
 �n
 k
 �onda razumemo Paskalov �trougao�
 koji moµzemo koristiti za odre�ivanje binomnih koe�cijenata
 stepenbinoma
 0 � � � � � � � ! 1
 1 � � � � � � ! 1 1
 2 � � � � � ! 1 2 1
 3 � � � � ! 1 3 3 1
 4 � � � ! 1 4 6 4 1
 5 � � ! 1 5 10 10 5 1
 6 � ! 1 6 15 20 15 6 1
 7 ! 1 7 21 35 35 21 7 1...Znaµcenje brojeva pore�anih tako da saµcinjavaju �jednakostraniµcni�trougaobice jasnije ako sa paµznjom ispratimo ono �to sledi ! Svi brojevi pore�ani u tro-ugao pretstavljaju koe�cijente pojedinih µclanova razvoja stepena binoma a �tro-ugao�koji oni saµcinjavaju naziva se Paskalovim trouglom. Primetimo da je sv-aki koe�cijent jednak zbiru dva broja koji se nalaze levo i desno iznad njega, os-im krajnjih brojeva 1
 (a+ b)0 = 1
 (a+ b)1 = a1 + b1
 (a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2
 (a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3
 (a+ b)4 = a4 + 4a3b+ 6a2b2 + 4ab3 + b4
 (a+ b)5 = a5 + 5a4b+ 10a3b2 + 10a2b3 + 5ab4 + b5
 (a+ b)6 = a6 + 6a5b+ 15a4b+ 20a3b3 + 15a2b4 + 6ab5 + b6
 (a + b)7 = a7 + 7a6b+ 21a5b2 + 35a4b3 + 35a3b4 + 21a2b5 + 7ab6 + b7
 ...
 (a+ b)n = an + nan�1 b+n(n� 1)1 � 2 an�2 b2 +
 n(n� 1) (n� 2)1 � 2 � 3 an�3 b3 + � � �
 +n (n� 1) � � � (n� (n� 2))
 1 � 2 � 3 � � � (n� 1) a bn�1 +n(n� 1) � � � (n� (n� 1))
 1 � 2 � 3 � � �n bn
 Dobijanje ove vaµzne formule bice prikazano u nastavku. Primetimo da svaki
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 razvoj (a+ b)n gde je n ceo pozitivan broj, ima (n+ 1) µclanova razvoja, pa ek-sponenti nad a opadaju od (n do 0 ) dok eksponenti nad b rastu od ( 0 do n )Za n = 2; 4; 6; : : : ; koe�cijenti µclanova na sredini razvoja me�usobno su jed-
 naki. Kako je (�b)2n = b2n (�b)2n+1 = � b2n+1 onda za b negativno na desn-oj strani razvoja,naizmeniµcno se menjaju (+) i (�) �to se vidi na primerima:
 (a� b)1 = a1 � b1
 (a� b)2 = a2 � 2ab+ b2
 (a� b)3 = a3 � 3a2b+ 3ab2 � b3
 (a� b)4 = a4 � 4a3b+ 6a2b2 � 4ab3 + b4
 (a� b)5 = a5 � 5a4b+ 10a3b2 � 10a2b3 + 5ab4 � b5 odnosno
 (a� b)7 = a7 � 7a6b+ 21a5b2 � 35a4b3 + 35a3b4 � 21a2b5 + 7ab6 � b7
 Primetimo predznak poslednjeg µclana b ako je nad njim eksponent paran broj(i obrnuto!)? Napomena ! Iako je predhodna trougaona �ema brojeva, odn-osno aritmetiµcki jednakostraniµcni trougao dobio ime po Blezu Paskalu, francus-kom �lozofu, matematiµcaru i �ziµcaru, to ne znaµci da je Paskal pomenutu �emuprvi �uspostavio�. Naravno , Paskal se dosta bavio pomenutim trouglom kadaje 1665. godine , dakle posle njegove smrti , objavljen i njegov rad pod nazivom�Traktat o aritmetiµckom trouglu�.Ali i u radovima kineskog matematiµcara ChuShih Chieh (µCu �i Ki) iz 1303. godine moµze se naici na istu tablicu brojeva ko-ja se zavr�ava sa 9 - tim redom. Isti takav trougao bio je poznat i dva veka preHristovog doba indijskim matematiµcarima �to je najstarije doba od kada se znaza aritmetiµcki trougao. Ovaj trougao se susrece i u radu samarkandskog matem-atiµcara i astronoma Djem�ida Ka�ia objavljenog pod nazivom �Kljuµc Aritmetike�na arapskom jeziku u prvoj polovini XV veka. U radu �Celokupna aritmetika�iz 1544. godine nemaµcki matematiµcar Michael Stitel verovatno doprinosi da ari-tmetiµcki trougao bude prvi put poznat u Evropi.
 Posle saznanja o �n nad k�, vratimo se binomnoj formuli
 (a+ b)n= an + nan�1 b+
 n (n� 1)1 � 2 an�2 b2 +
 n (n� 1) (n� 2)1 � 2 � 3 an�3 b3 + � � �
 +n (n� 1) � � � (n� (n� 2))
 1 � 2 � 3 � � � (n� 1) a bn�1 +n (n� 1) � � � (n� (n� 1))
 1 � 2 � 3 � � �n bn
 Na primer, za n = 7 imamo
 (a+ b)7= a7 + 7a6b+
 7 � 61 � 2 a
 5b2 +7 � 6 � 51 � 2 � 3 a
 4b3 +7 � 6 � 5 � 41 � 2 � 3 � 4 a
 3b4
 +7 � 6 � 5 � 4 � 51 � 2 � 3 � 4 � 5 a
 2b5 +7 � 6 � 5 � 4 � 5 � 61 � 2 � 3 � 4 � 5 � 6 ab
 6 +7 � 6 � 5 � 4 � 5 � 6 � 71 � 2 � 3 � 4 � 5 � 6 � 7 b
 7
 Primetimo da su binomni koe�cijenti na istim mestima sa leve i desne straneisti, odnosno
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 1 =
 �n
 n
 �;
 �n
 1
 �=
 �n
 n� 1
 �;
 �n
 2
 �=
 �n
 n� 2
 �; : : : ;
 �n
 k
 �=
 �n
 n� k
 �pa imamo
 (a+ b)7=
 �7
 0
 �a7 +
 �7
 1
 �a6b+
 �7
 2
 �a5b2 +
 �7
 3
 �a4b3 +
 �7
 4
 �a3b4+
 +
 �7
 5
 �a2b5+
 �7
 6
 �ab6+
 �7
 7
 �b7 odnosno
 (a+ b)7= a7 +
 �71
 �a6b+
 �72
 �a5b2 +
 �73
 �a4b3 +
 �74
 �a3b4 +
 �75
 �a2b5 +
 �76
 �ab6 + b7
 Dakle, ako su a i b realni brojevi (R), n prirodan (N) tada vaµzi binomnaformula
 (a+ b)n= an +
 �n1
 �an�1b+
 �n2
 �an�2b2 + � � �+
 �n2
 �a2bn�2 +
 �n1
 �abn�1 + bn
 ili krace napisano�a+ b
 �n=
 nPk=0
 �n
 k
 �an�k bk odnosno
 �a� b
 �n=
 nPk=0
 �� 1�k �n
 k
 �an�k bk
 2) Primenom binomne formule (razvoja) odredimo:
 1� (a+ b)3
 2� (a� b)3 3� (a+ b)4
 4� (a+ b)5
 5� (a+ b)6
 1� Kako je�n
 0
 �=1 )
 �3
 0
 �=1
 �3
 1
 �=3
 1=3
 �3
 2
 �=3 �21 �2 =3
 �3
 3
 �=3 �2 �11 �2 �3 =1
 onda imamo
 (a+ b)3=
 �3
 0
 �a3+
 �3
 1
 �a2 b+
 �3
 2
 �a b2+
 �3
 3
 �b3 = 1 a3+3 a2 b+3 a b2+1 b3
 = a3 + 3 a2 b+ 3 a b2 + b3
 2� Kako je (a� b)3 =�a+ (� b)
 �3onda imamo
 (a� b)3 =�a+ (� b)
 �3=
 �3
 0
 �a3+
 �3
 1
 �a2 (� b)+
 �3
 2
 �a (� b)2+
 �3
 3
 �(� b)3
 = 1 a3 � 3 a2 b+ 3 a b2 � 1 b3 = a3 � 3 a2 b+ 3 a b2 � b3
 3� Kako je�4
 0
 �=1
 �4
 1
 �=4
 1= 4
 �4
 2
 �=4 �31 �2 =6
 �4
 3
 �=4 �3 �21 �2 �3 =4
 �4
 4
 �=1
 onda imamo
 (a+ b)4=
 �4
 0
 �a4 +
 �4
 1
 �a3 b+
 �4
 2
 �a2 b2 +
 �4
 3
 �a b3 +
 �4
 4
 �b4
 = 1 a4+ 4 a3 b+ 6 a2b2+ 4 a b3+ 1 b4 = a4+ 4 a3 b+ 6 a2b2+ 4 a b3+ b4
 4� Kako je�5
 0
 �=1
 �5
 1
 �=5
 1=5
 �5
 2
 �=5 �41 �2 =10
 �5
 3
 �=5 �4 �31 �2 �3 =10
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 �5
 4
 �=5 � 4 � 3 � 21 � 2 � 3 � 4 = 5
 �5
 5
 �= 1 onda imamo
 (a+ b)5=
 �5
 0
 �a5 +
 �5
 1
 �a4 b+
 �5
 2
 �a3 b2 +
 �5
 3
 �a2 b3 +
 �5
 4
 �a b4 +
 �5
 5
 �b5
 = a5 + 5 a4 b+ 10 a3 b2 + 10 a2 b3 + 5 a b4 + b5
 5� Kako je�6
 0
 �=1
 �6
 1
 �=6
 1=6
 �6
 2
 �=6 �51 �2 =15
 �6
 3
 �=6 �5 �41 �2 �3 =20�
 6
 4
 �=6 � 5 � 4 � 31 � 2 � 3 � 4 = 15
 �6
 5
 �=6 � 5 � 4 � 3 � 21 � 2 � 3 � 4 � 5 = 6
 �6
 6
 �= 1 onda imamo
 (a+ b)6=
 �6
 0
 �a6+
 �6
 1
 �a5b+
 �6
 2
 �a4b2+
 �6
 3
 �a3b3+
 �6
 4
 �a2b4+
 �6
 5
 �ab5+
 �6
 6
 �b6
 = a6 + 6 a5 b+ 15 a4 b2 + 20 a3 b3 + 15 a2 b4 + 6 a b5 + b6
 Primetimo da binomni razvoj ima n+ 1 µclanova
 3) Odredimo (2� 3x)5 Kako je (2� 3x)5 =�2 + (� 3x)
 �5odnosno�
 5
 0
 �= 1
 �5
 1
 �= 5
 �5
 2
 �= 10
 �5
 3
 �= 10
 �5
 4
 �= 5
 �5
 5
 �= 1 onda imamo
 (2� 3x)5 =�2 + (� 3x)
 �5=
 =
 �5
 0
 �25+
 �5
 1
 �24(�3x)+
 �5
 2
 �23(�3x)2+
 �5
 3
 �22(�3x)3+
 �5
 4
 �2 (�3x)4+
 �5
 5
 �(�3x)5
 = 1 � 32+ 5 � 16 (� 3x) + 10 � 8 � 9x2 +10 � 4�� 27x3
 �+5 � 2 � 81x4 +1
 �� 243x5
 �= 32� 240x+ 720x2 � 1080x3 + 810x4 � 243x5
 4) Odredimo (3a� 2b)5 Kako je (3a� 2b)5 =�3a+ (� 2b)
 �5onda imamo
 (3a� 2b)5 =�3a+ (� 2b)
 �5=
 =(50)(3a)5+(51)(3a)
 4(�2b)+(52)(3a)3(�2b)2+(53)(3a)
 2(�2b)3+(54)(3a)(�2b)4+(55)(�2b)
 5
 = 1 �243a5+5 �81a4 (�2b)+10 �27a3�4b2+10 �9a2��8b3
 �+5 �3a �16b4+1
 ��32b5
 �= 243 a5 � 810 a4 b+ 1080 a3 b2 � 720 a2 b3 + 240 a b4 � 32 b5
 5) Odredimo (px� 3)5 Kako je (
 px� 3)5 =
 �px+ (� 3)
 �5onda imamo
 (px� 3)5 =
 �px+ (� 3)
 �5=
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 =(50)(px)
 5+(51)(
 px)
 4(�3)+(52)(
 px)
 3(�3)2+(53)(
 px)
 2(�3)3+(54)
 px(�3)4+(55)(�3)
 5
 = 1px5 + 5
 px4 (� 3) + 10
 px3 � 9 + 10x (� 27) + 5
 px � 81 + 1 � (� 243)
 = x2px� 15x2 + 90x
 px� 270x+ 405
 px� 243
 6) Odredimo prva µcetiri µclana razvoja�2x3 � y2
 �10Kako je
 �2x3 � y2
 �10=�2x3 +
 �� y2
 ��10odnosno�
 10
 0
 �= 1
 �10
 1
 �=10
 1= 10
 �10
 2
 �=10 � 91 � 2 = 45
 �10
 3
 �=10 � 9 � 81 � 2 � 3 = 120
 onda imamo�2x3 � y2
 �10=�2x3 +
 �� y2
 ��10=
 �10
 0
 ��2x3�10+
 �10
 1
 ��2x3�9��y2�+�10
 2
 ��2x3�8��y2�2+�10
 3
 ��2x3�7��y2�3+� � �
 = 210 x30 � 10 � 29 x27 y2 + 45 � 28 x24 y4 � 120 � 27 x21 y6 + � � �
 7) Odredimo�7
 0
 �+
 �7
 1
 �+
 �7
 2
 �+
 �7
 3
 �+
 �7
 4
 �+
 �7
 5
 �+
 �7
 6
 �+
 �7
 7
 �Kako je
 �7
 0
 �= 1
 �7
 1
 �=7
 1= 7
 �7
 2
 �=7 � 61 � 2 = 21
 �7
 3
 �=7 � 6 � 51 � 2 � 3 = 35�
 7
 4
 �=7 � 6 � 5 � 41 � 2 � 3 � 4 =35
 �7
 5
 �=7 � 6 � 5 � 4 � 31 � 2 � 3 � 4 � 5 =21
 �7
 6
 �=7 � 6 � 5 � 4 � 3 � 21 � 2 � 3 � 4 � 5 � 6 =7�
 7
 7
 �= 1 onda zamenom dobijamo
 1 + 7 + 21 + 35 + 35 + 21 + 7 + 1 = 128 = 2 7 Istim postupkom dobijamo�5
 0
 �+
 �5
 1
 �+
 �5
 2
 �+
 �5
 3
 �+
 �5
 4
 �+
 �5
 5
 �= 1 + 5 + 10 + 10 + 5 + 1 = 32 = 2 5
 8) Odredimo sumu S =
 �n
 0
 �+
 �n
 1
 �+
 �n
 2
 �+
 �n
 3
 �+ � � �+
 �n
 n
 �Kako je
 (x+1)n=
 �n
 0
 �xn+
 �n
 1
 �xn�1 �1+
 �n
 2
 �xn�2 �12+
 �n
 3
 �xn�3 �13+ � � �+
 �n
 n
 �xn�n �1n
 onda zamenom x = 1 dobijamo
 (1 + 1)n= 2n =
 �n
 0
 �+
 �n
 1
 �+
 �n
 2
 �+
 �n
 3
 �+ � � �+
 �n
 n
 �odnosno S = 2n
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 Kompleksni raµcun
 Ako re�avamo kvadratne jednaµcine
 8><>:x2 � 1 = 0x2 � 4 = 0x2 � 9 = 0
 tada nema problema jer jednostavno dobijamo
 8><>:x2 = 1 ) x� 1x2 = 4 ) x� 2x2 = 9 ) x� 3
 Me�utim, ako re�avamo kvadratne jednaµcine
 8><>:x2 + 1 = 0
 x2 + 4 = 0
 x2 + 9 = 0
 tada vidimo da one nemaju re�enja u realnom podruµcju, jer je:
 x2 = � 1 ) x = �p� 1
 x2 = � 4 ) x = �p� 4 = �
 p4 (� 1) = �
 p4p� 1 = � 2
 p� 1
 x2 = � 9 ) x = �p� 9 = �
 p9 (� 1) = �
 p9p� 1 = � 3
 p� 1
 a dobro znamo da ne postoji realni broj kome je kvadrat � 1 Taj �problem�je re�en uvo�enjem kompleksnog broja z = x+ iy gde je:
 x - realni deo (Re) kompleksnog brojay - imaginarni deo (Im) kompleksnog brojai =
 p� 1 - imaginarna jedinica de�nisana relacijom i2 = � 1
 Ako je imaginarni deo kompleksnog broja jednak nuli, odnosno y = 0 tadase kompleksni broj z = x+ iy svodi na realni broj z = x pa se realni bro-jevi mogu smatrati i posebnim sluµcajevima kompleksnih brojeva.Ako u jedna-
 µcinu z = x+ iy stavimo
 (x = 0 tada imamo imaginarni broj z = iyy = 0 tada imamo realni broj z = x
 Kako je i =p� 1 ) i2 = � 1 onda imamo
 i3 = i2 i = (� 1) i = � ii4 = i2 i2 = (� 1) (� 1) = 1 Posebno znaµcajno !!!!!!!i5 = i4 i = 1 i = i
 i6 = i4 i2 = 1 (� 1) = � 1i7 = i4 i3 = 1 (� i) = � ii20 = i4�5 =
 �i4�5= 15 = 1
 i100 = i4�25 =�i4�25
 = 125 = 1
 i1000 = i4�250 =�i4�250
 = 1250 = 1
 i1000000 = i4�250000 =�i4�250000
 = 1250000 = 1
 i103 = i100+3 = i100 i3 =�i4�25
 i3 = 125 (� i) = � i
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 i777 = i776+1 = i776 i = i4�194 i =�i4�194
 i = 1194 i = i
 Dakle, i4 = 1; i4k = 1; i4k+1 = i; i4k+2 = � 1; i4k+3 = � i
 Dva kompleksna broja
 (z1 = 7 + 13i
 z2 = 7 + 13i
 su jednaki ako su im jednaki realni i imaginarni delovi.
 Ako se dva kompleksna broja
 (z = 3 + 7i
 z = 3� 7irazlikuju samo u predznaku imaginarnog dela, onda su oni konjugovano
 kompleksni. Pomnoµzimo konjugovano kompleksne brojeve
 (z = 3 + 7i
 z = 3� 7iz z = (3 + 7i) (3� 7i) = 9 + 21i� 21i� 49i2 = 9� 49 (� 1) = 9 + 49 = 58 !?
 Pomnoµzimo konjugovano kompleksne brojeve(z = � 3� 7iz = � 3 + 7i
 z z = (� 3� 7i) (� 3 + 7i) = 9 + 21i� 21i� 49i2 = 9� 49 (� 1) = 9 + 49 = 58
 �ta primecujemo?Proizvod dva konjugovano kompleksna broja je realanbroj, jednak zbiru kvadrata realnog i imaginarnog dela kompleksnogbroja, odnosno
 z z = (x+ iy) (x� iy) = x2 + y2 z z = (�x� iy) (�x+ iy) = x2 + y2
 Osnovne raµcunskeoperacije sa kompleksnimbrojevimaSabiranje i oduzimanje kompleksnih brojeva
 Ako je z1 = 13+7i; z2 = 7+13i ili z1 = x1+ iy1; z2 = x2+ iy2 tada imamo
 z1 + z2 = (13 + 7i) + (7 + 13i) = (13 + 7) + (7 + 13) i = 20 + 20i
 z1�z2 = (13 + 7i)�(7 + 13i) = 13+7i�7�13i = (13� 7)+(7� 13) i = 6�6iodnosno
 z1 + z2 = (x1 + x2 ) + (y1 + y2 ) i z1 � z2 = (x1 � x2 ) + (y1 � y2 ) i
 Kod sabiranja ili oduzimanja kompleksnih brojeva�z1 = x1 + iy1z2 = x2 + iy2
 posebno sabiramo ili oduzimamo realne a posebno imaginarne delove.
 Mnoµzenje i delenje kompleksnih brojevaAko je z1 = 7 + 3i z2 = 5 + 4i odnosno z1 = x1 + iy1 z2 = x2 + iy2tada imamoz1 z2 = (7 + 3i) (5 + 4i) = 35+15i+28+12i
 2 = 35+43i+12 (� 1) = 23+43iodnosnoz1 z2 = (x1 + iy1 ) (x2 + iy2 ) = x1x2 + x2 iy1 + x1 iy2 + y1y2 i
 2
 = (x1x2 � y1y2 ) + (x2y1 + x1y2 ) i
 Proizvod konjugovano kompleksnih brojeva je realan broj jednak zbirukvadrata realnog i imaginarnog dela. Na primer:
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 (4 + 3i) (4� 3i) = 16 + 12i� 12i� 9i2 = 16 + 9 = 25(4� 3i) (4 + 3i) = 16� 12i+ 12i� 9i2 = 16 + 9 = 25(� 4� 3i) (� 4 + 3i) = 16 + 12i� 12i� 9i2 = 16 + 9 = 25Sada primetimo jednostavnost delenja kompleksnih brojeva.
 9) Ako je z1 = 10 + 45i z2 = 4 + 3i tada imamo
 z1z2=10 + 45i
 4 + 3i=10 + 45i
 4 + 3i
 4� 3i4� 3i =
 40 + 180i� 30i� 135i216 + 9
 =40 + 150i+ 135
 25
 =175 + 150i
 25= 7 + 6i
 10) Ako je z1 = 10� 45i z2 = 4� 3i tada imamoz1z2=10� 45i4� 3i =
 10� 45i4� 3i
 4 + 3i
 4 + 3i=40� 180i+ 30i� 135i2
 16 + 9=40� 150i+ 135
 25
 =175� 150i
 25= 7� 6i
 11) Ako je z1 = 10 + 45i z2 = � 4� 3i tada imamoz1z2=10+45i
 � 4�3i =10+45i
 � 4�3i� 4+3i� 4+3i =
 � 40�180i+30i+135i216 + 9
 =� 40�150i�135
 25
 =� 175� 150i
 25= � 7� 6i
 12) Ako je z1 = x1 + iy1 z2 = x2 + iy2 tada imamo
 z1z2=x1 + iy1x2 + iy2
 =x1 + iy1x2 + iy2
 x2 � iy2x2 � iy2
 =x1x2 + x2 iy1 � x1 iy2 � i2y1y2
 x22 + y22
 =x1x2 + i (x2y1 � x1y2 ) + y1y2
 x22 + y22
 =x1x2 + y1y2x22 + y
 22| {z }
 Realni deo;Re
 + ix2y1 � x1y2x22 + y
 22| {z }
 Imaginarni deo; Im
 Koliµcnik dva kompleksna broja je kompleksni broj gde je Realni deo (Re)i Imaginarni deo (Im)
 13) Odredimoz � z1 + z z
 ako je z = 1 + i Kako je
 z = 1� i z z = (1 + i) (1� i) = 1 + i� i� i2 = 1� (� 1) = 2 odnosno
 z z = 12 + 12 = 2 onda imamoz � z1 + z z
 =1 + i� (1� i)
 1 + 2=2i
 3=2
 3i
 14) Odredimo realni i imaginarni deo kompleksnog broja z =�1 + i
 1� i
 �ngde je n 2 N Kako je
 z =
 �1 + i
 1� i
 �n=
 �1 + i
 1� i1 + i
 1 + i
 �n=
 �1 + i+ i+ i2
 12 + 12
 �n=
 �1 + 2i� 1
 2
 �n= in
 onda imamo
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 Za n = 4 ) z = 1 Za n = 4k ) z = 1
 Za n = 4k + 1 ) z = i Za n = 4k + 2 ) z = � 1Za n = 4k + 3 ) z = � i Za n = 4k + 4 ) z = 1
 Geometrijsko prikazivanje kompleksnih brojeva
 0θ
 y y
 Realna osa x
 Imaginarna osayz = −x+ i y
 y−
 −z=−x− yi − yi− i
 i+
 + i y z = x+ i y
 r=z
 1− 1+ x+
 y−
 z = x i y−
 x−
 Svaki kompleksni brojz = x+ iy odre�en je re-alnim brojevima x i yisto kao �to je svaka taµckau ravni odre�ena koordi-natama x i y pa svakomkompleksnom broju pri-pada u kompleksnoj ra-vni x0y jedna, jednoz-naµcno odre�ena taµcka.Vaµzi i suprotno, odnosnosvakoj taµcki kompleksne
 ravni pripada jedan, jednoznaµcno odre�en kompleksni broj.Apsolutna vrednost ili modul kompleksnog broja z = x+ iy jeste duµzina
 0z = +px2 + y2 i oznaµcava se simbolom jz j ili mod z odnosno
 jz j = mod z = +px2 + y2
 Na primer, apsolutna vrednost ilimodul kompleksnog broja z = 8+6i iznosi
 jz j = j8 + 6ij = +p82 + 62 = +
 p100 = +10
 Apsolutna vrednost ili modul kompleksnog broja z = 3 + 4i iznosi
 jz j = j3 + 4ij = +p32 + 42 = +
 p25 = +5
 Apsolutna vrednost kompleksnog broja z = i iznosi
 jz j = jij = +p02 + 12 = +1 pa za x = 0 imamo �µcisto�imaginarne brojeve
 z = iy µcija apsolutna vrednost iznosi
 jz j = jiy j = +p02 + y2 = jy j
 Ako je y = 0 tada imamo �µcisto�realne brojeve z = x pa njihova apsolutnavrednost iznosi
 jz j = jxj = +px2 + 02 = jxj
 Primetimo da je Apsolutna vrednost ili modul kompleksnih brojeva,realan pozitivan broj.Na slici vidimo da su taµcke � z = �x+ i (� y) = �x� iy i z = x+ iy
 simetriµcne u odnosu na koordinatni poµcetak, pa imamo
 j� z j = j�x� iy j = +px2 + y2 = jz j
 Sami kompleksni brojevi ne µcine ure�en skup ali njihove apsolutne vrednosti
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 jesu ure�en skup, jer za svaka dva kompleksna broja
 (z1 = x1 + iy1
 z2 = x2 + iy2
 moµzemo jednoznaµcno odrediti da li su jednako udaljeni od koordinatnog poµc-etka, kada je jz1 j = jz2 j ili je jz1 j > jz2 j odnosno jz1 j < jz2 j
 Polarni-trigonometrijski oblik kompleksnog broja
 x0θ
 y
 x
 y z= x+ i y
 r=z
 Prema slici imamo
 8><>:x
 r= cos � ) x = r cos �
 y
 r= sin � ) y = r sin �
 U ravni pravouglog koordinatnog sistema,komp-leksni broj z = x+ iy moµzemo de�nisati njego-vim modulom jz j = r i uglom � kada imamo
 z = x+ iy = r cos � + ir sin � = r (cos � + i sin �) odnosno
 � z = r (cos � + i sin �)
 gde r i � odre�ujemo formulama
 8><>:r =
 px2 + y2 ili r =
 x
 cos �=
 y
 sin �
 tg � =y
 x) � = arc tg
 y
 x
 Kako su cosx i sinx periodiµcne funkcije, onda formulu za trigonometrijskioblik kompleksnog broja z = r (cos � + i sin �) moµzemo napisati u obliku
 z = r�cos (� + 2k�) + i sin (� + 2k�)
 �15) Prikaµzimo u trigonometrijskom obliku kompleksni broj z = 1 + i
 p3
 Kako je x = 1 y =p3 onda imamo r =
 px2 + y2 =
 p1 + 3 = 2
 � = arc tgy
 x= arc tg
 p3
 1=�
 3
 4�
 3�otpada� jer je y > 0 odnosno
 z = r (cos � + i sin �) = 2�cos
 �
 3+ i sin
 �
 3
 �Proverimo
 z = 2
 1
 2+ i
 p3
 2
 != 1+ i
 p3 Primetimo da
 4�
 3(240�) �otpada�jer pri-
 pada trecem kvadrantu gde je x < 0 y < 0
 Eksponencijalni ili Ojlerov oblik kompleksnog brojaAko je f (�) = ei� tada imamo
 f (�) = ei� ) f (0) = ei0 = e0 = 1
 f 0 (�) = ei� i = i ei� ) f 0 (0) = i ei0 = i e0 = i
 f 00 (�) = i ei� i = i2 ei� ) f 00 (0) = i2 ei0 = i2 e0 = i2
 f 000 (�) = i2 ei� i = i3 ei� ) f 000 (0) = i3 ei0 = i3 e0 = i3
 f4 (�) = i3 ei� i = i4 ei� ) f4 (0) = i4 ei0 = i4 e0 = i4
 f5 (�) = i4 ei� i = i5 ei� ) f5 (0) = i5 ei0 = i5 e0 = i5 i tako redom
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 Ako dobijene vrednosti zamenimo u formulu Maklorenovog razvoja
 f (�) = f (0) +f 0 (0)
 1!�1 +
 f 00 (0)
 2!�2 +
 f 000 (0)
 3!�3 + � � �+ f
 n (0)
 n!�n + � � �
 tada dobijamo
 ei� = 1 + i�
 1!+ i2
 �2
 2!+ i3
 �3
 3!+ i4
 �4
 4!+ i5
 �5
 5!+ � � �
 = 1 + i � � �2
 2� i �
 3
 6+�4
 24+ i
 �5
 120+ � � �
 = 1� �2
 2+�4
 24� � � �| {z }
 cos �
 + i
 �� � �
 3
 6+�5
 120� � � �+
 �| {z }
 sin �
 = cos � + i sin � odnosno
 ei� = cos � + i sin � Istim postupkom dobijamo e�i� = cos � � i sin �Ako cos �+ i sin � = ei� zamenimo u formulu za trigonometrijski oblik ko-mpleksnog broja z = r (cos � + i sin �) tada dobijamo formulu za ekspone-ncijalni ili Ojlerov oblik kompleksnog broja, odnosno�� z = r ei�
 Ako je kompleksni broj prikazan u eksponencijalnom ili Ojlerovom obliku
 z = r ei� tada vaµze formule
 �� zn = rnein� npz = n
 pr ei
 �+2k�n k = 0; 1; 2; : : : ; n� 1
 Ako su kompleksni brojevi z1 i z2 prikazani u eksponencijalnom ili Ojlero-
 vom obliku z1 = r1 ei�1 z2 = r2 e
 i�2 tada vaµze formule
 �� z1 z2 = r1 r2 ei(�1+ �2 )
 z1z2=r1r2ei(�1� �2 )
 16) Kompleksni broj z = 1 prikaµzimo u trigonometrijskom i eksponencij-alnom ili Ojlerovom obliku
 Kako je z = 1 = 1 + i 0 odnosno r =px2 + y2 =
 p12 + 0 = 1
 � = arc tgy
 x= arc tg
 0
 1= arc tg 0 =
 �0� �otpada�jer je x = 1 > 0
 onda trigonometrijski oblik kompleksnog broja z = 1 glasiz = r (cos � + i sin �) = cos 0 + i sin 0
 Kako je cos �+ i sin � = ei � ) cos 0+ i sin 0 = ei 0 onda eksponencijalni iliOjlerov oblik kompleksnog broja z = 1 glasi z = ei 0
 17) Kompleksni broj z = � 1 prikaµzimo u trigonometrijskom i eksponenc-ijalnom ili Ojlerovom obliku
 Kako je z = � 1 = � 1 + i 0 odnosno r =px2 + y2 =
 p1 + 0 = 1
 � = arc tgy
 x= arc tg
 0
 � 1 = arc tg (0� ) =�0 �otpada�jer je x = � 1 < 0�
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 onda trigonometrijski oblik kompleksnog broja z = � 1 glasiz = r (cos � + i sin �) = cos� + i sin�
 Kako je cos �+ i sin � = ei � ) cos�+ i sin� = ei � onda eksponencijalni iliOjlerov oblik kompleksnog broja z = � 1 glasi z = ei �
 Stop !!! Gde gre�imo u sledecem zadatku?1
 � 1 = � 1 )r
 1
 � 1 =p� 1 )
 p1p� 1
 =p� 1 ) 1
 i= i ) 1 = i2 = � 1
 ) 1 6= � 1 Neispravno! Gde gre�imo?Ako 1 i � 1 prikaµzemo u eksponencijalnom iliOjlerovom obliku, tada imamo
 z = 1 = ei 0 z = � 1 = ei � odnosno
 1
 � 1 = � 1 )ei 0
 ei �= ei � ) ei 0 = ei � e�(i �) = e0 = 1 ) 1 = 1 Ili prostije
 1
 � 1 = � 1 )i4
 i2= i2 ) i2 = i2 ) � 1 = � 1 ) 1 = 1
 Dakle, gre�ili smo zato �to brojilac nismo prikazali u kompleksnom obliku!
 18) Kompleksni broj z = i prikaµzimo u trigonometrijskom i eksponen-cijalnom ili Ojlerovom obliku
 Kako je z = i = 0 + i odnosno r =px2 + y2 =
 p0 + 12 = 1
 � = arc tgy
 x= arc tg
 1
 0= arc tg (+1) = �
 2onda trigonometrijski oblik kompleksnog broja z = i glasi
 z = r (cos � + i sin �) = cos�
 2+ i sin
 �
 2
 Kako je cos � + i sin � = ei� ) cos�
 2+ i sin
 �
 2= ei
 �2 onda eksponencijalni
 ili Ojlerov oblik kompleksnog broja z = i glasi z = ei�2
 19) Kompleksni broj z = � i prikaµzimo u trigonometrijskom i ekspon-encijalnom ili Ojlerovom oblikuKako je z = � i = 0� i cos (�x) = cosx sin (�x) = � sinx odnosno
 r =px2+ y2 =
 q0+(�1)2 = 1 � = arc tg
 y
 x= arc tg
 �10= arc tg (�1) =� �
 2onda trigonometrijski oblik kompleksnog broja z = � i glasi
 z = r (cos � + i sin �) = 1
 �cos�� �2
 �+ i sin
 �� �2
 ��= cos
 �
 2� i sin �
 2
 Kako je cos � � i sin � = e�i� ) cos�
 2� i sin �
 2= e� i
 �2 onda eksponencij-
 alni ili Ojlerov oblik kompleksnog broja z = � i glasi z = e� i�2
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 20) Kompleksni broj z = 1 + i prikaµzimo u trigonometrijskom i ekspo-nencijalnom ili Ojlerovom obliku
 Kako je r =px2 + y2 =
 p12 + 12 =
 p2 odnosno
 � = arc tgy
 x= arc tg
 1
 1=
 8>><>>:�
 4
 5�
 4�otpada�jer je
 �x = 1 > 0y = 1 > 0
 onda trigonometrijski oblik kompleksnog broja z = 1 + i glasi
 z = r (cos � + i sin �) =p2�cos
 �
 4+ i sin
 �
 4
 �Kako je cos �+ i sin � = ei� ) cos
 �
 4+ i sin
 �
 4= ei
 �4 onda eksponencijalni ili
 Ojlerov oblik kompleksnog broja z = 1 + i glasi z = r ei� =p2 ei
 �4
 21) Kompleksni broj z = 1� i prikaµzimo u trigonometrijskom i ekspo-nencijalnom ili Ojlerovom obliku
 Kako je cos (�x) = cosx sin (�x) = � sinx odnosno
 r =px2 + y2 =
 q12 + (� 1)2 =
 p2
 � = arc tgy
 x= arc tg
 � 11= arc tg (�1) =
 8>>><>>>:� �4
 3�
 4�otpada�jer je
 (x = 1 > 0
 y = �1 < 0onda trigonometrijski oblik kompleksnog broja z = 1� i glasi
 z = r (cos � + i sin �) =p2�cos�� �4
 �+ i sin
 �� �4
 ��=p2�cos
 �
 4� i sin �
 4
 �Kako je cos �� i sin � = e�i� ) cos
 �
 4� i sin �
 4= e�i
 �4 onda eksponencijalni
 ili Ojlerov oblik kompleksnog broja z = 1� i glasi z = r ei� =p2 e�i
 �4
 Mnoµzenje kompleksnih brojeva prikazanih utrigonometrijskom obliku
 Ako je
 (z1 = r1 (cos �1 + i sin �1 )
 z2 = r2 (cos �2 + i sin �2 )
 onda mnoµzenjem levih i desnih strana dobijamoz1 z2 = r1 (cos �1 + i sin �1 ) r2 (cos �2 + i sin �2 )
 = r1 r2�cos �1 cos �2 + i cos �1 sin �2 + i sin �1 cos �2 + i
 2 sin �1 sin �2�
 = r1 r2
 �cos �1 cos �2 � sin �1 sin �2 + i
 �cos �1 sin �2 + sin �1 cos �2
 ��Kako je
 (cos� cos� � sin� sin� = cos (�+ � )cos� sin� + sin� cos� = sin (�+ � ) onda imamo
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 �� z1 z2 = r1 r2
 �cos��1 + �2
 �+ i sin
 ��1 + �2
 ��22) Prikaµzimo u trigonometrijskom obliku a zatim u tom obliku i pomno-
 z1
 z2
 θ 1 θ 2
 r1
 r2
 3
 1
 x
 y
 01−3−
 µzimo kompleksne brojeve
 (z1 = � 1 + iz2 = � 3 + i
 p3
 Za z1 = � 1 + i imamo x = � 1 y = 1
 r1 =px2 + y2 =
 p1 + 1 =
 p2
 �1 = arc tgy
 x= arc tg
 1
 � 1 =3�
 4
 7�
 4otpada
 jer je y > 0 odnosno z1 = r1 (cos �1 + i sin �1 ) =p2
 �cos
 3�
 4+ i sin
 3�
 4
 �Za z2 = � 3 + i
 p3 imamo x = � 3 y =
 p3
 r2 =px2 + y2 =
 p9 + 3 =
 p12 =
 p4 � 3 = 2
 p3
 �2 = arc tgy
 x= arc tg
 p3
 � 3 =5�
 6
 11�
 6�otpada� jer je y > 0 odnosno
 z2 = r2 (cos �2 + i sin �2 ) = 2p3
 �cos
 5�
 6+ i sin
 5�
 6
 �Primenom formule
 z1 z2 = r1 r2
 �cos��1 + �2
 �+ i sin
 ��1 + �2
 ��dobijamo
 z1 z2=p2 �2
 p3
 �cos
 �3�
 4+5�
 6
 �+ i sin
 �3�
 4+5�
 6
 ��= 2
 p6
 �cos
 19�
 12+ i sin
 19�
 12
 �Stepenovanje kompleksnih brojeva prikazanih utrigonometrijskom obliku
 Ako je
 8><>:z1 = z2 = z
 r1 = r2 = r
 �1 = �2 = �
 tada primenom formule z1 z2 = r1 r2�cos��1 + �2
 �+ i sin
 ��1 + �2
 ��dobijamo z1 z2 = r1 r2
 �cos��1 + �2
 �+ i sin
 ��1 + �2
 ��odnosno
 �� z2 = r2 (cos 2� + i sin 2�)
 Ako je
 8><>:z1 = z2 = � � � = zn = zr1 = r2 = � � � = rn = r�1 = �2 = � � � = �n = �
 tada dobijamo izuzetno vaµznu formuluz1 z2 � � � zn = r1 r2 � � � rn
 �cos��1 + �2 + � � �+ �n
 �+ i sin
 ��1 + �2 + � � �+ �n
 ��odnosno
 �� zn = rn (cosn� + i sinn�)

Page 40
                        

Vukomir M Milinkovic Dalibor M Cosic Knjiga za samostalno pripremanje ispita 40
 koju Moavro (A. de Moivre 1667-1754 ) pominje 1707. godine i kojoj Ojler( Euler ) 1748. godine daje zavr�ni oblik
 �� zn =�r�cos � + i sin �
 ��n= rn (cosn� + i sinn�) odakle je
 �� (cos � + i sin �)n= cosn� + i sinn� Na primer�
 cos�
 7+ i sin
 �
 7
 �14= cos 14
 �
 7+ i sin 14
 �
 7= cos 2� + i sin 2� = 1 + i0 = 1
 Kako je cos (� �) = cos � sin (� �) = � sin � onda za � � imamo�� (cos � � i sin �)n = cosn� � i sinn�
 23) PrimenomMoavrove formule izrazimo sin 2x i cos 2x pomocu sinx i cosxKako je (cosx+ i sinx)n = cosnx+ i sinnx odnosno
 (cosx+ i sinx)2= cos 2x+ i sin 2x onda imamo
 cos2 x+ 2i cosx sinx� sin2 x = cos 2x+ i sin 2xAko izjednaµcimo realne delove sa realnim delovima a imaginarne sa imag-inarnim delovima, tada dobijamocos 2x = cos2x� sin2x odnosno i sin 2x = 2i cosx sinx ) sin 2x = 2 sinx cosx
 24) PrimenomMoavrove formule izrazimo sin 3x i cos 3x pomocu sinx i cosxKako je (cosx+ i sinx)n = cosnx+ i sinnx odnosno(cosx+ i sinx)
 3= cos 3x+ i sin 3x onda stepenovanjem leve strane dobijamo
 cos3 x+ 3i sinx cos2 x� 3 sin2 x cosx� i sin3 x = cos 3x+ i sin 3xAko izjednaµcimo realne delove sa realnim delovima a imaginarne sa imag-inarnim delovima, tada dobijamocos 3x = cos3 x� 3 sin2 x cosx odnosno i sin 3x = 3i sinx cos2 x� i sin3 x )sin 3x = 3 sinx cos2 x� sin3 xIz prethodnih formula dobijamo poznate trigonometrijske formule, odnosnocos 3x i sin 3x izraµzene pomocu jednostrukih uglovacos 3x= cos3x�3 sin2x cosx= cos3x�3
 �1� cos2x
 �cosx= cos3x�3 cosx+3 cos3x
 = 4 cos3 x� 3 cosxsin 3x= 3 sinx cos2x�sin3x= 3 sinx
 �1� sin2x
 ��sin3x= 3 sinx�3 sin3x� sin3x
 = 3 sinx� 4 sin3 x
 Delenje kompleksnih brojeva prikazanih utrigonometrijskom obliku
 Ako je
 (z1 = r1 (cos �1 + i sin �1 )
 z2 = r2 (cos �2 + i sin �2 )
 tada delenjem levih i desnih strana dobijamo
 z1z2=r1 (cos �1 + i sin �1 )
 r2 (cos �2 + i sin �2 )=r1 (cos �1 + i sin �1 )
 r2 (cos �2 + i sin �2 )
 cos �2 � i sin �2cos �2 � i sin �2
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 =r1�cos �1 cos �2 + i sin �1 cos �2 � i cos �1 sin �2 � i2 sin �1 sin �2
 �r2�cos2 �2 + i sin �2 cos �2 � i cos �2 sin �2 � i2 sin2 �2
 �=r1
 �cos �1 cos �2 + sin �1 sin �2 + i
 �sin �1 cos �2 � cos �1 sin �2
 ��r2
 �cos2 �2 + sin
 2 �2| {z }1
 + i�sin �2 cos �2 � cos �2 sin �2| {z }
 0
 ��
 Kako je
 (cos� cos� + sin� sin� = cos (�� � )sin� cos� � cos� sin� = sin (�� � ) onda imamo
 �� z1z2=r1r2
 �cos��1 � �2
 �+ i sin
 ��1 � �2
 � �25) Podelimo kompleksne brojeve z1 = � 1+ i; z2 = � 3+ i
 p3 prikazane
 u trigonometrijskom obliku. Kako je
 8>>><>>>:z1 =
 p2
 �cos
 3�
 4+ i sin
 3�
 4
 �z2 = 2
 p3
 �cos
 5�
 6+ i sin
 5�
 6
 �onda imamoz1z2=r1r2
 �cos��1 � �2
 �+ i sin
 ��1 � �2
 ��=
 p2
 2p3
 �cos
 �3�
 4� 5�6
 �+ i sin
 �3�
 4� 5�6
 ��=
 1p6
 �cos
 �
 12� i sin �
 12
 �Korenovanje kompleksnih brojeva prikazanih utrigonometrijskom obliku
 θ 1
 z1 z2=
 r1r2
 =y Imaginarna osa
 0 xRealna osaθ 2 °+= 360θ 1
 I realne brojeve moµzemo prikazatiu trigonometrijskom obliku, jer jesvaki realan broj poseban sluµcajkompleksnog broja z = x+ iy akoje imaginarni deo jednak nuli, od-nosno y = 0 Tada pozitivni realnibrojevi imaju � = 0 jer se nalaze nadesnoj strani x ose dok negativnirealni brojevi imaju � = 180� jer senalaze na levoj strani x ose.
 Na primer
 8>><>>:z = 7 = 7
 �cos 0�| {z }1
 + i sin 0�| {z }0
 �= 7 (1 + 0) = 7
 z = � 7 = 7� �1z }| {cos 180� + i
 0z }| {sin 180�
 �= � 7
 Ako dva kompleksna broja prikazanih u trigonometrijskom obliku
 z1 = r1�cos �1 + i sin �1
 �z2 = r2
 �cos �2 + i sin �2
 �
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 imaju jednake apsolutne vrednosti jz1 j = r1 i jz2 j = r2 odnosno r2 = r1tada su oni jednaki, odnosno z2 = z1 Njihovi argumenti �1 i �2 mogu bitijednaki, �2 = �1 ili se mogu razlikovati za k � 360� k = 0; � 1; � 2; � 3; : : :odnosno
 �� z2 = z1 )(r2 = r1
 �2 = �1 + k � 360� k = 0;� 1;� 2;� 3; : : :Odredimo n
 pz ako je z = r (cos � + i sin �) Ako pretpostavimo da je
 (1) npz = � (cos'+ i sin')
 tada stepenovanjem obe strane jednaµcine (1) sa n - tim stepenom dobijamo
 z = �n (cos'+ i sin')n= �n (cosn'+ i sinn') Kako je
 z = r (cos � + i sin �) tada iz jednakosti
 z = �n (cosn'+ i sinn') = r (cos � + i sin �) dobijamo
 �n = r ) � = npr odnosno
 n' = � + k � 360� ) ' =� + k � 360�
 nk = 0;� 1;� 2;� 3; : : :
 Zamenom � = npr i ' =
 � + k � 360�n
 u jednaµcinu (1) dobijamo formulu za
 korenovanje kompleksnih brojeva, prikazanih u trigonometrijskom obli-ku, odnosno
 npz = n
 pr
 �cos
 � + k � 360�n
 + i sin� + k � 360�
 n
 �k = 0; 1; 2; : : : ; n� 1
 �to moµzemo prikazati i formulom
 �� npz = n
 pr
 �cos
 � + 2k�
 n+ i sin
 � + 2k�
 n
 �k = 0; 1; 2; : : : ; n� 1
 gde za k uzimamo vrednosti od 0 do n� 1 odnosno samo n razliµcitih vred-nosti, jer se n
 pz ponavlja za sve ostale vrednosti k
 Ako u prethodnu formulu za k stavimo redom vrednosti 0; 1; 2; : : : tada imamo
 Za k = 0 npz = n
 pr
 �cos
 �
 n+ i sin
 �
 n
 �Za k = 1 n
 pz = n
 pr
 �cos
 � + 2�
 n+ i sin
 � + 2�
 n
 �Za k = 2 n
 pz = n
 pr
 �cos
 � + 4�
 n+ i sin
 � + 4�
 n
 �...
 Za k = n� 1 npz = n
 pr
 �cos
 � + 2 (n� 1)�n
 + i sin� + 2 (n� 1)�
 n
 �Za k = n n
 pz = n
 pr
 �cos
 � + 2n�
 n+ i sin
 � + 2n�
 n
 �= npr
 �cos
 ��
 n+ 2�
 �+ i sin
 ��
 n+ 2�
 ��
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 Kako se vrednostiperiodiµcnih funkcija cosinus i sinusponavljajupovecavanj-em vrednosti argumenata za 2�=360� onda vrednost korena n
 pz za k=n iznosi
 npz = n
 pr
 �cos
 �
 n+ i sin
 �
 n
 ��to je identiµcno vrednosti za k = 0 Za k = n+ 1 imamo
 npz = n
 pr
 �cos
 � + 2 (n+ 1)�
 n+ i sin
 � + 2 (n+ 1)�
 n
 �= npr
 �cos
 � + (2n+ 2)�
 n+ i sin
 � + (2n+ 2)�
 n
 ��to je identiµcno vrednosti za k = 2 pa vidimo da su vrednosti n - tog korenakompleksnog broja razliµcite samo za k = 0;1; 2; : : : ; n� 1 Formula
 npz = n
 pr
 �cos
 � + 2k�
 n+ i sin
 � + 2k�
 n
 �k = 0; 1; 2; : : : ; n� 1
 pokazuje da n - ti koren svakog kompleksnog ( i realnog ) broja ima n - razliµc-itih vrednosti pa u sluµcaju binomne jednaµcinexn � z = 0imamo dokaz osnovne teoreme algebre, prema kojoj svaka algebarska jed-naµcina ima bar jedan koren, realan i kompleksan
 26) Odredimo sve vrednosti 3p2
 Ovde imamo z = 2 + i0 ) r = 2 � = 0 n = 3 odnosno
 3p2 = 3
 pr
 �cos
 �+2k�
 n+ i sin
 �+2k�
 n
 �= 3p2
 �cos
 2k�
 3+ i sin
 2k�
 3
 �k = 0; 1; 2
 Za k = 0 ) 3p2 = 3
 p2�cos 0�| {z }1
 + i sin 0�| {z }0
 �= 3p2
 Za k = 1 ) 3p2 = 3
 p2�cos 120� + i sin 120�
 �= 3p2
 � 12+ i
 p3
 2
 !
 Za k = 2 ) 3p2 = 3
 p2�cos 240� + i sin 240�
 �= 3p2
 � 12� i
 p3
 2
 !27) Odredimo sve vrednosti 3
 p� 2
 Ovde imamo z = � 2 + i0 ) r = j� 2j = 2; � = 180� = �; n = 3 odnosno
 3p� 2 = 3
 pr
 �cos
 � + 2k�
 n+ i sin
 � + 2k�
 n
 �= 3p2
 �cos
 � + 2k�
 3+ i sin
 � + 2k�
 3
 �
 = 3p2
 �cos
 (2k + 1)�
 3+ i sin
 (2k + 1)�
 3
 �k = 0; 1; 2
 Za k = 0 ) 3p� 2 = 3
 p2�cos
 �
 3+ i sin
 �
 3
 �= 3p2
 1
 2+ i
 p3
 2
 !
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 Za k = 1 ) 3p� 2 = 3
 p2�cos� + i sin�
 �= 3p2 (�1 + i0) = � 3
 p2
 Za k = 2 ) 3p� 2 = 3
 p2
 �cos
 5�
 3+ i sin
 5�
 3
 �= 3p2
 1
 2� i
 p3
 2
 !
 28) Odredimo 3pi Ovde imamo z = 0 + 1i odnosno
 r =px2 + y2 =
 p0 + 12 = 1 � = arc tg
 y
 x= arc tg
 1
 0=�
 2
 pa trigonometrijski oblik kompleksnog broja z = i glasi
 z = r (cos � + i sin �) = 1�cos
 �
 2+ i sin
 �
 2
 �Primenom formule
 npz = n
 pr
 �cos
 � + 2k�
 n+ i sin
 � + 2k�
 n
 �k = 0; 1; 2; : : : ; n� 1 dobijamo
 3pi = 3
 p1
 0@cos �2 + 2k�3
 + i sin
 �
 2+ 2k�
 3
 1A = cos� + 4k�
 6+ i sin
 � + 4k�
 6
 = cos(1 + 4k)�
 6+ i sin
 (1 + 4k)�
 6k = 0; 1; 2
 Zamenom k = 0 k = 1 i k = 2 dobijamo tri re�enja:
 Za k = 0 ) 3pi = cos
 �
 6+ i sin
 �
 6=
 p3
 2+1
 2i =
 1
 2
 �p3 + i
 �Za k = 1 ) 3
 pi = cos
 5�
 6+ i sin
 5�
 6= �
 p3
 2+1
 2i =
 1
 2
 ��p3 + i
 �Za k = 2 ) 3
 pi = cos� + i sin� = � 1 + 0i = � 1
 Nedovr�eni mutanti kojima je blejanje pored mobilnog telefona jedinapreokupacija, neka zaobi�u sledecih 27 redova.U kompleksnom i realnom podruµcju, formalno vaµze iste algebarske formule.
 29) Na primeru formule zbira geometrijske progresije
 (1) 1 + z + z2 + � � �+ zn�1 = 1� zn1� z z 6= 1
 pokaµzimo da prelazom iz kompleksnog u realno podruµcje, moµzemo iz-vesti dve izuzetno vaµzne formule.Ako u (1) stavimo z = cos � + i sin � tada dobijamo
 1 + cos � + i sin � + (cos � + i sin �)2+ � � �+ (cos � + i sin �)n�1 =
 =1� (cos � + i sin �)n
 1� (cos � + i sin �)Primenom formule (cos � + i sin �)n = cosn � + i sinn � dobijamo
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 (2) 1 + cos � + i sin � + cos 2 � + i sin 2 � + � � �+ cos (n� 1) � + i sin (n� 1) �
 =1� (cosn � + i sinn �)1� cos � � i sin � =
 (1� cosn �)� i sinn �(1� cos �)� i sin � Kako je
 1� cos � = 1� cos 2 �2= sin2
 �
 2+ cos2
 �
 2��cos2
 �
 2� sin2 �
 2
 �= 2 sin2
 �
 2
 1�cosn �=1�cos 2 n �2=sin2
 n �
 2+ cos2
 n �
 2��cos2
 n �
 2� sin2 n �
 2
 �= 2 sin2
 n �
 2
 sin � = sin 2�
 2= 2 sin
 �
 2cos
 �
 2sinn � = sin 2
 n �
 2= 2 sin
 n �
 2cos
 n �
 2
 onda zamenom dobijamo
 1 + cos � + cos 2 � + � � �+ cos�n� 1
 �� + i
 �sin � + sin 2 � + � � �+ sin
 �n� 1
 ���
 =2 sin2
 n �
 2� i2 sin n �
 2cos
 n �
 2
 2 sin2�
 2� i2 sin �
 2cos
 �
 2
 =sin
 n �
 2
 sin�
 2
 sinn �
 2� i cos n �
 2
 sin�
 2� i cos �
 2
 =sin
 n �
 2
 sin�
 2
 sinn �
 2� i cos n �
 2
 sin�
 2� i cos �
 2
 i
 i=sin
 n �
 2
 sin�
 2
 cosn �
 2+ i sin
 n �
 2
 cos�
 2+ i sin
 �
 2
 Primenom formulez1z2=r1r2
 �cos��1 � �2
 �+ i sin
 ��1 � �2
 � �gde je
 �1 � �2 =n �
 2� �2=n� 12
 � r1 = 1 r2 = 1 imamo
 (3) 1+cos �+cos 2 �+� � �+cos�n� 1
 ��+i
 �sin � + sin 2 � + � � �+ sin
 �n� 1
 ���
 =sin
 n �
 2
 sin�
 2
 �cos
 n� 12
 � + i sinn� 12
 �
 �Ako u jednaµcinama (2) i (3) izjednaµcimo realne i imaginarne delove, tadadobijamo izuzetno vaµzne formule
 �� 1 + cos � + cos 2 � + � � �+ cos (n� 1) � =sin
 n �
 2cos
 n� 12
 �
 sin�
 2
 �� sin � + sin 2 � + � � �+ sin (n� 1) � =sin
 n �
 2sin
 n� 12
 �
 sin�
 2
 Pogledajmo poglavlje Matematiµcka indukcija !!!!!!!
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 30) Jediniµcni kompleksni broj z ima argument1
 2arcsin
 2a
 a2 + 1a 2 R
 Dokaµzimo da je: z =
 8>><>>:1p1 + a2
 (1 + ia) j a j 6 1
 j a jp1 + a2
 �1 + i
 1
 a
 �j a j > 1
 z4 =1
 (1 + a2 )2
 �a4 � 6a2 + 1 + i 4a
 �� a2 � 1 �� �Oznaµcimo argument komleksnog broja z sa � kada imamo
 (1) � =1
 2arcsin
 2a
 a2 + 1Iz ove jednakosti je 2� = arcsin
 2a
 a2 + 1odnosno
 sin 2� =2a
 a2 + 1Poslednja jednakost se moµze prikazati u obliku
 sin 2�
 1=
 2a
 a2 + 1) 2 sin � cos �
 sin2 � + cos2 �=
 2a
 a2 + 1Ako ovu jednakost skratimo
 sa 2 i izjednaµcimo reciproµcne vrednosti levih i desnih strana, tada dobijamo
 a+1
 a= tg �+
 1
 tg �Primetimo da iz ove jednakosti dobijamo tg � = a ili tg � =
 1
 a
 Ovaj deo je �kljuµc�zadatka. Kako je � = 1
 2arcsin
 2a
 a2 + 1a 2 R
 funkcija2a
 a2 + 1je ograniµcena i za nju vaµzi � 1 6 2a
 a2 + 16 1 To znaµci da je
 � �26 arcsin 2a
 a2 + 16 �
 2odnosno � �
 46 � 6 �
 4Za tg � vaµzi nejednakost
 (2) � 1 6 tg � 6 1 Na osnovu toga imamo dva sluµcaja:
 1� j a j 6 1 Tada je tg � = a zbog (2) Ako je realni deo x; x > 0 imaginarnideo je x tg � = a x odnosno kompleksni broj je oblika z = x (1 + ia) ali kakoje ovo jediniµcni kompleksni broj, njegovmodul je jednak jedinici, odnosno
 j z j = xp1 + a2 = 1 ) x =
 1p1 + a2
 Za j a j 6 1 traµzeni kompleksni broj je 1p1 + a2
 (1 + ia)
 Za j a j > 1; tg � = 1
 apa je kompleksan broj z = x
 �1 + i
 1
 a
 �Iz uslova j z j = 1 odnosno x
 r1 +
 1
 a2= 1 dobijamo x =
 1r1 + a2
 a2
 =j a jp1 + a2
 Dakle, za j a j > 1 kompleksan broj je z = j a jp1 + a2
 �1 + i
 1
 a
 �µcime je prvi
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 deo zadatka dokazan.Za j a j 6 1 imamo
 z4=
 �1p1+a2
 (1+ ia)
 �4=
 1
 (1+a2)2 (1+ ia)
 4=
 1
 (1+a2)2
 �1+ i4a�6a2� i4a3+a4
 �odnosno
 (3) z4 =1
 (1 + a2 )2
 �a4 � 6a2 + 1 + i4a
 �1� a2
 ��Za j a j > 1 imamo
 z4 =
 �j a jp1 + a2
 �1 + i
 1
 a
 ��4=
 a4
 (1 + a2 )2
 �1 + i
 1
 a
 �4=
 a4
 (1 + a2 )2
 �1 + i
 4
 a� 6
 a2� i 4
 a3+1
 a4
 �odnosno
 (4) z4 =1
 (1 + a2 )2
 �a4 � 6a2 + 1� i4a
 �a2 � 1
 ��Formule (3) i (4) mogu se objediniti formulom za z4 datom u zadatku.
 31) Primenom razvoja izraza (1 + i)n gde je n nula ili prirodan broj doka-µzimo jednakosti:
 1�[ n2 ]Xk=0
 = (� 1)k�n
 2k
 �=p2n cos
 n�
 4
 2�
 hn�12
 iXk=0
 = (� 1)k�
 n
 2k + 1
 �=p2n sin
 n�
 4
 Simbol [n ] oznaµcava najveci ceo broj koji nije veci od n odnosno najveciceo broj koji je manji ili jednak x
 Napomena: U ovom zadatku se primenjuje sledeci rezultat: Ako je dat zbir
 Sn =nXk=0
 ak = a0 + a1 + a2 + a3 + � � �+ an�1 + an
 tada ga moµzemo prikazati u oblikuSn = (a0 + a2 + � � �)+(a1 + a3 + � � �) Dakle, sumu Sn smo podelili na sumuµclanova sa parnim indeksima i sumu sa neparnim indeksima. Me�utim,tu se javljaju te�koce u pisanju poslednjih µclanova, jer ne znamo da li je nparno ili neparno. Zato se koristi oznaka [ ] - najvece celo, koja otklanjataj problem. Imamo
 Sn =
 [ n2 ]Xk=0
 a2k +
 hn�12
 iXk=0
 a2k+1 Primer, za n = 5 imamo�5
 2
 �= 2
 �5� 12
 �= 2
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 pa je S5 =2X
 k=0
 a2k +2X
 k=0
 a2k+1 = a0 + a2 + a4 + a1 + a3 + a5
 Vratimo se zadatku
 Kako je 1 + i =p2�cos
 �
 4+ i sin
 �
 4
 �onda primenom Moavrove formule
 (cos � + i sin �)n= cosn� + i sinn� dobijamo
 (1) (1 + i)n=
 �p2�cos
 �
 4+ i sin
 �
 4
 ��n=p2n�cos
 n�
 4+ i sin
 n�
 4
 �Binomnom formulom (a+ b)
 n=
 nXk=0
 �n
 k
 �an�k bk za a = 1 b = i dobijamo
 (2) (1 + i)n=
 nXk=0
 �n
 k
 �ik Kako ik uzima realne ili µcisto imaginarne vred-
 nosti, �to zavisi od toga da li je k parno ili neparno, onda sumu na desnojstrani jednakosti (2) moµzemo razdvojiti na dva dela:Kada je k parno ili kadaje k neparno, odnosno
 nXk=0
 �n
 k
 �ik =
 [ n2 ]Xk=0
 �n
 2k
 �i2k+
 hn�12
 iXk=0
 �n
 2k+1
 �i2k+1 Kako je i2k=
 �i2�k=(� 1)k
 i2k+1 = i2k i = i (� 1)k onda se poslednja jednakost svodi na
 (1 + i)n=
 nXk=0
 �n
 k
 �ik =
 [ n2 ]Xk=0
 (� 1)k�n
 2k
 �+ i
 hn�12
 iXk=0
 (� 1)k�
 n
 2k + 1
 �Pore�enjem ove jednakosti sa (1) izjednaµcavanjem realnih i imaginarnih delovadobijamo 1� i 2� µcime je dokaz zavr�en.
 32) Dokaµzimo formulu (1)nXk=0
 �n
 k
 �sin
 �x+
 k �
 2
 �= 2
 n2 sin
 �x+
 n�
 4
 �Primenimobinomnu formulu
 (2) (a+ b)n=
 nXk=0
 �n
 k
 �an�k bk Kako je ei� = cos � + i sin � odnosno
 S2 (x) =nXk=0
 �n
 k
 �sin
 �x+
 k �
 2
 �i S1 (x) =
 nXk=0
 �n
 k
 �cos
 �x+
 k �
 2
 �onda imamo
 S1 (x)+i S2 (x) =nXk=0
 �n
 k
 � cos
 �x+
 k�
 2
 �+ i sin
 �x+
 k�
 2
 �!=
 nXk=0
 �n
 k
 �ei
 �x+
 k�2
 �
 =nXk=0
 �n
 k
 �eix ei
 k�2 odnosno
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 (3) S1 (x) + i S2 (x) = eix
 nXk=0
 �n
 k
 ��ei�2
 �kAko uporedimo desnu stranu
 jednakosti (3) sa binomnom formulom (2) za a = 1 i b = ei�2 = i dobijamo
 S1 (x) + i S2 (x) = eix (1 + i)
 n Kako je 1 + i =p2 ei
 �4 onda imamo
 S1 (x) + i S2 (x) = eix�p
 2 ei�4
 �n= 2
 n2 eix ei
 n�4 = 2
 n2 ei(x+
 n�4 )
 = 2n2 cos
 �x+
 n�
 4
 �+ i 2
 n2 sin
 �x+
 n�
 4
 �Izjednaµcavanjem realnih i imaginarnih delova dobijamo
 S2 (x) = 2n2 sin
 �x+
 n�
 4
 �µcime je dokaz zavr�en.
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 Hiperbolne funkcijeAko Rikatiju (Riccati) nije bilo te�ko da 1757 godine vidi znaµcaj kombin-
 e x− e xy
 x1 201−2−
 e1
 1
 2
 eovane primene, rastuce eksponenc-ijalne funkcije ex i opadajuce eksp-onencijalne funkcije e�x za�to bi na-ma bilo te�ko da upoznamo hiperbo-lne funkcije. Hiperbolne funkcije sukombinacija prirodnih eksponenc-ijalnih funkcija ex i e�x kada vaµzesledeci odnosi:
 1
 x
 y
 0
 1
 1−
 2
 1
 x
 y
 0
 1
 1−
 2
 1
 x
 y
 0
 1
 1−
 2 sh xxch >xchsh x
 1−
 2−
 1−
 2−
 1−
 2−
 ex � e�x2
 = shx sinus hiperbolni x ex + e�x
 2= chx cosinus hiperbolni x
 Ako x raste od �1 do +1 tada funkcija y = shx raste od �1 do +1i prolazi kroz koordinatni poµcetak, gde je y = 0 pa shx ima nulu za x = 0Ako x raste od �1 do x = 0 tada funkcija y = chx opada od +1 do 1Ako x raste od x = 0 do +1 tada funkcija y = chx raste od 1 do +1Dakle, uvek je chx > 1 Primetimo, za svako x chx > shx
 Napomena !!! Ako krajeve homogenog lanca, kanapa ili savitljivog met-alnog uµzeta (sajle) zakaµcimo na jednako visoke oslonce, tada taj homogeni la-nac, kanap ili savitljivo metalno uµze zauzima oblik gra�ka funkcije chx pa gazato u matematici, �zici ili mehanici zovemo lanµcanica. Naravno, oblik lanµca-nice moµze biti manje i vi�e�deformisan�gra�k funkcije y = chx po x ili y - osi.
 x
 y1
 1 20
 x
 y2
 x
 y
 1−
 2−
 1−2−
 2
 2−
 1
 1 201−
 1−2−1
 1 201−
 1−2− th x
 cthx
 th x
 cthx
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 shx
 chx=
 ex � e�x2
 ex + e�x
 2
 =ex � e�xex + e�x
 = thx tangens hiperbolni x
 chx
 shx=
 ex + e�x
 2ex � e�x
 2
 =ex + e�x
 ex � e�x =1
 thx= cthx cotangens hiperbolni x
 Ako x raste od �1 do +1 tada funkcija y = thx raste od � 1 do 1
 Dakle, uvek je jthxj < 1 Za x = 0 ) sh 0 = 0 pa funkcija thx =shx
 chx
 ima nulu za x = 0 Kako je chx > 1 onda funkcija thx = shx
 chxnema polove.
 Ako x raste od �1 do x = 0 tada funkcija y = cthx opada od� 1 do�1Ako x raste od x = 0 do +1 tada funkcija y = cthx opada od +1 do 1
 Funkcija cthx =chx
 shxnema nula jer je chx > 1 Kako su prirodne ekspon-
 encijalne funkcije ex i e�x jednoznaµcne i de�nisane za sve vrednosti x ondasu i hiperbolne funkcije jednoznaµcne i de�nisane za sve vrednosti x izuzim-ajuci hiperbolne funkcije cthx i cosechx (cosekans hiperbolni x) koje nisude�nisane za x = 0 Ako u prethodne formule
 shx =ex � e�x
 2chx =
 ex + e�x
 2thx =
 ex � e�xex + e�x
 cthx =ex + e�x
 ex � e�x
 umesto x stavimo �x tada dobijamo:
 a) sh (�x) = e�x � ex2
 = � ex � e�x2
 = � shx
 Dakle, f (�x) = � f (x) odnosno shx je neparna funkcija.
 b) ch (�x) = e�x + ex
 2=ex + e�x
 2= chx
 Dakle, f (�x) = f (x) odnosno chx je parna funkcija.
 c) th (�x) = sh (�x)ch (�x) =
 � shxchx
 = � shxchx
 = � thx
 Dakle, f (�x) = � f (x) odnosno thx je neparna funkcija.
 d) cth (�x) = 1
 th (�x) =1
 � thx = �1
 thx= � cthx
 Dakle, f (�x) = � f (x) odnosno cthx je neparna funkcija.
 Kako je chx =ex + e�x
 2shx =
 ex � e�x2
 onda imamo
 chx+ shx =ex + e�x + ex � e�x
 2=2ex
 2= ex
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 chx� shx = ex + e�x � ex + e�x2
 =2e�x
 2= e�x
 ch2 x� sh2 x = (ex )2+ 2ex e�x + (e�x )
 2
 4� (e
 x )2 � 2ex e�x + (e�x )2
 4
 =(ex )
 2+ 2 + (e�x )
 2 � (ex )2 + 2� (e�x )2
 4=4
 4= 1 Dakle,
 ��� chx+ shx = ex chx� shx = e�x
 ��� ch2 x� sh2 x = 1 )
 8<: ch2 x = sh2 x+ 1 ) chx = +psh2 x+ 1
 sh2 x = ch2 x� 1 ) shx = �pch2 x� 1
 Ako ch2 x� sh2 x = 1 podelimo sa ch2 x ili sh2 x tada dobijamo
 ch2 x� sh2 xch2 x
 =1
 ch2 x) ch2 x
 ch2 x� sh2 x
 ch2 x=
 1
 ch2 x) 1� th2 x = 1
 ch2 x
 ch2 x� sh2 xsh2 x
 =1
 sh2 x) ch2 x
 sh2 x� sh
 2 x
 sh2 x=
 1
 sh2 x) cth2 x� 1 = 1
 sh2 x
 Prema prethodnoj formuli 1� th2 x = 1
 ch2 ximamo
 1
 1� th2 x= ch2 x ) chx =
 1p1� th2 x
 odnosno
 th2 x = 1� 1
 ch2 x=ch2 x� 1ch2 x
 =sh2 x
 sh2 x+ 1odakle je
 thx =
 pch2 x� 1chx
 =shxpsh2 x+ 1
 Prema prethodnoj formuli cth2 x� 1 = 1
 sh2 ximamo
 1
 cth2 x� 1= sh2 x ) shx =
 1pcth2 x� 1
 odnosno
 cth2 x = 1 +1
 sh2 x=sh2 x+ 1
 sh2 x=
 ch2 x
 ch2 x� 1odakle je
 cthx =
 psh2 x+ 1
 shx=
 chxpch2 x� 1
 Ako je x1 + x2 = x tada prema formulama chx+ shx = ex chx� shx = e�x
 ex1+x2 = ex1 ex2 e�(x1+x2) = e�x1 e�x2 imamo
 a) ch (x1 + x2 ) + sh (x1 + x2 ) = ex1+x2 = ex1 ex2 =
 = (chx1 + shx1 ) (chx2 + shx2 )
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 = chx1 chx2 + shx1 chx2 + chx1 shx2 + shx1 shx2
 = chx1 chx2 + shx1 shx2 + shx1 chx2 + chx1 shx2 odnosno
 b) ch (x1 + x2 )� sh (x1 + x2 ) = e�(x1+x2) = e�x1 e�x2 == (chx1 � shx1 ) (chx2 � shx2 )= chx1 chx2 � shx1 chx2 � chx1 shx2 + shx1 shx2= chx1 chx2 + shx1 shx2 � shx1 chx2 � chx1 shx2Sabiranjem jednakosti a) i b), odnosno oduzimanjem jednakosti b) od jed-nakosti a) dobijamo
 2ch (x1 + x2 ) = 2 (chx1 chx2 + shx1 shx2 ) odakle je
 1� ch (x1 + x2 ) = chx1 chx2 + shx1 shx2 odnosno
 2 sh (x1 + x2 ) = 2 (shx1 chx2 + chx1 shx2 ) odakle je
 2� sh (x1 + x2 ) = shx1 chx2 + chx1 shx2
 Ako je x1� x2 = x tada prema formulama chx+ shx = ex chx� shx = e�x
 imamo
 c) ch (x1 � x2 ) + sh (x1 � x2 ) = ex1�x2 = ex1 e�x2 == (chx1 + shx1 ) (chx2 � shx2 )= chx1 chx2 + shx1 chx2 � chx1 shx2 � shx1 shx2= chx1 chx2 � shx1 shx2 + shx1 chx2 � chx1 shx2 odnosno
 d) ch (x1 � x2 )� sh (x1 � x2 ) = e�(x1�x2) = e�x1 e�x2 == (chx1 � shx1 ) (chx2 + shx2 )= chx1 chx2 � shx1 chx2 + chx1 shx2 � shx1 shx2= chx1 chx2 � shx1 shx2 � shx1 chx2 + chx1 shx2Sabiranjem jednakosti c) i d), odnosno oduzimanjem jednakosti d) od jed-nakosti c) dobijamo
 2ch (x1 � x2 ) = 2 (chx1 chx2 � shx1 shx2 ) odakle je
 3� ch (x1 � x2 ) = chx1 chx2 � shx1 shx2 odnosno
 2 sh (x1 � x2 ) = 2 (shx1 chx2 � chx1 shx2 ) odakle je
 4� sh (x1 � x2 ) = shx1 chx2 � chx1 shx2Adicione formule hiperbolnih funkcija glase1� ch (x1 + x2 ) = chx1 chx2 + shx1 shx2
 2� sh (x1 + x2 ) = shx1 chx2 + chx1 shx2
 3� ch (x1 � x2 ) = chx1 chx2 � shx1 shx24� sh (x1 � x2 ) = shx1 chx2 � chx1 shx2Ako je x1 = x2 = x tada prema formulama 1� i 2� imamo
 ch (x+ x) = chx chx+ shx shx odakle je �� ch 2x = ch2 x+ sh2 x
 sh (x+ x) = shx chx+ chx shx odakle je �� sh 2x = 2 shx chx
 Sada jednostavno dobijamo:
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 5� th (x1 + x2 ) =sh (x1 + x2 )
 ch (x1 + x2 )=shx1 chx2 + chx1 shx2chx1 chx2 + shx1 shx2
 =
 =shx1 chx2
 chx1 chx2 + shx1 shx2+
 chx1 shx2chx1 chx2 + shx1 shx2
 =
 shx1 chx2chx1 chx2
 chx1 chx2chx1 chx2
 +shx1 shx2chx1 chx2
 +
 chx1 shx2chx1 chx2
 chx1 chx2chx1 chx2
 +shx1 shx2chx1 chx2
 =thx1
 1 + thx1 thx2+
 thx21 + thx1 thx2
 =thx1 + thx21 + thx1 thx2
 6� th (x1 � x2 ) =sh (x1 � x2 )ch (x1 � x2 )
 =shx1 chx2 � chx1 shx2chx1 chx2 � shx1 shx2
 =
 =shx1 chx2
 chx1 chx2 � shx1 shx2� chx1 shx2chx1 chx2 � shx1 shx2
 =
 shx1 chx2chx1 chx2
 chx1 chx2chx1 chx2
 � shx1 shx2chx1 chx2
 �
 chx1 shx2chx1 chx2
 chx1 chx2chx1 chx2
 � shx1 shx2chx1 chx2
 =thx1
 1� thx1 thx2� thx21� thx1 thx2
 =thx1 � thx21� thx1 thx2
 7� cth (x1 + x2 ) =ch (x1 + x2 )
 sh (x1 + x2 )=chx1 chx2 + shx1 shx2shx1 chx2 + chx1 shx2
 =
 =chx1 chx2
 shx1 chx2 + chx1 shx2+
 shx1 shx2shx1 chx2 + chx1 shx2
 =
 chx1 chx2shx1 shx2
 shx1 chx2shx1 shx2
 +chx1 shx2shx1 shx2
 +
 shx1 shx2shx1 shx2
 shx1 chx2shx1 shx2
 +chx1 shx2shx1 shx2
 =cthx1 cthx2cthx2 + cthx1
 +1
 cthx2 + cthx1=cthx1 cthx2 + 1
 cthx2 + cthx1
 8� cth (x1 � x2 ) =ch (x1 � x2 )sh (x1 � x2 )
 =chx1 chx2 � shx1 shx2shx1 chx2 � chx1 shx2
 =
 =chx1 chx2
 shx1 chx2 � chx1 shx2� shx1 shx2shx1 chx2 � chx1 shx2
 =
 chx1 chx2shx1 shx2
 shx1 chx2shx1 shx2
 � chx1 shx2shx1 shx2
 �
 shx1 shx2shx1 shx2
 shx1 chx2shx1 shx2
 � chx1 shx2shx1 shx2
 =cthx1 cthx2cthx2 � cthx1
 � 1
 cthx2 � cthx1=cthx1 cthx2 � 1cthx2 � cthx1
 Dakle,
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 5� th (x1 + x2 ) =thx1 + thx21 + thx1 thx2
 6� th (x1 � x2 ) =thx1 � thx21� thx1 thx2
 7� cth (x1 + x2 ) =cthx1 cthx2 + 1
 cthx2 + cthx18� cth (x1 � x2 ) =
 cthx1 cthx2 � 1cthx2 � cthx1
 Ako je x1 = x2 = x tada prema formulama 5� i 7� imamo
 th 2x =2 thx
 1 + th2 xcth 2x =
 cth2 x+ 1
 2 cthxPrema formulama
 ch2 x� sh2 x = 1 ) ch2 x = sh2 x+ 1 ch 2x = ch2 x+ sh2 x imamo
 ch 2x = sh2 x+ 1 + sh2 x = 2 sh2 x+ 1 odnosno ch 2x = 2 sh2 x+ 1
 Sabiranjem formula 1� i 3� dobijamo
 sh (x1 + x2 ) + ch (x1 � x2 ) = 2 chx1 chx2 odakle je
 9� chx1 chx2 =1
 2
 �ch (x1 + x2 ) + ch (x1 � x2 )
 �Oduzimanjem formule 3� od formule 1� dobijamo
 ch (x1 + x2 )� ch (x1 � x2 ) = 2 shx1 shx2 odakle je
 10� shx1 shx2 =1
 2
 �ch (x1 + x2 )� ch (x1 � x2 )
 �Sabiranjem formula 2� i 4� dobijamo
 sh (x1 + x2 ) + sh (x1 � x2 ) = 2 shx1 chx2 odakle je
 11� shx1 chx2 =1
 2
 �sh (x1 + x2 ) + sh (x1 � x2 )
 �Oduzimanjem formule 4� od formule 2� dobijamo
 sh (x1 + x2 )� sh (x1 � x2 ) = 2 chx1 shx2 odakle je
 12� chx1 shx2 =1
 2
 �sh (x1 + x2 )� sh (x1 � x2 )
 �Dakle,
 9� chx1 chx2 =1
 2
 �ch (x1 + x2 ) + ch (x1 � x2 )
 �10� shx1 shx2 =
 1
 2
 �ch (x1 + x2 )� ch (x1 � x2 )
 �11� shx1 chx2 =
 1
 2
 �sh (x1 + x2 ) + sh (x1 � x2 )
 �12� chx1 shx2 =
 1
 2
 �sh (x1 + x2 )� sh (x1 � x2 )
 �Ako je x1 + x2 = x x1 � x2 = y tada sabiranjem prve i druge formule,odnosno oduzimanjem druge formule od prve dobijamo
 2x1 = x+ y ) x1 =x+ y
 22x2 = x� y ) x2 =
 x� y2
 Zamenom x1 + x2 = x x1 � x2 = y x1 =x+ y
 2x2 =
 x� y2
 u formulama
 9�; 10�; 11� i 12� ili formulama koje njima prethode dobijamo
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 chx+ y
 2chx� y2
 =1
 2(chx+ ch y) odakle je
 13� chx+ ch y = 2 chx+ y
 2chx� y2
 odnosno
 shx+ y
 2shx� y2
 =1
 2(chx� ch y) odakle je
 14� chx� ch y = 2 sh x+ y2
 shx� y2
 odnosno
 shx+ y
 2chx� y2
 =1
 2(shx+ sh y) odakle je
 15� shx+ sh y = 2 shx+ y
 2chx� y2
 odnosno
 chx+ y
 2shx� y2
 =1
 2(shx� sh y) odakle je
 16� shx� sh y = 2 ch x+ y2
 shx� y2
 Dakle,
 13� chx+ ch y = 2 chx+ y
 2chx� y2
 14� chx� ch y = 2 sh x+ y2
 shx� y2
 15� shx+ sh y = 2 shx+ y
 2chx� y2
 16� shx� sh y = 2 ch x+ y2
 shx� y2
 Kako jeenx + e�nx
 2= ch (nx)
 enx � e�nx2
 = sh (nx) odnosno
 ch (nx) + sh (nx) =enx + e�nx + enx � e�nx
 2=2 enx
 2= enx
 ch (nx)� sh (nx) = enx + e�nx � enx + e�nx2
 =2 e�nx
 2= e�nx
 onda stepenovanjem obe strane formule chx+ shx = ex sa prirodnim br-
 ojem n dobijamo (chx+ shx)n = (ex )n = enx = ch (nx) + sh (nx) odnosno
 (chx+ shx)n= ch (nx)+ sh (nx) �to je analogno Moavrovoj (A. de Moivre
 1667 - 1754 ) formuli iz 1707. godine, kojoj je Ojler (Euler ) 1748. godine dao
 zavr�ni oblik
 �� (cos � + i sin �)n= cosn� + i sinn�
 Stepenovanjem obe strane formule chx� shx = e�x sa prirodnim brojem n
 dobijamo
 (chx� shx)n = (e�x )n = e�nx = ch (nx)� sh (nx) odnosno
 (chx� shx)n = ch (nx)� sh (nx) �to je analogno Moavrovoj formuli
 (cos � � i sin �)n = cosn� � i sinn�
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 Matematiµcka indukcijaMatematiµcka indukcija je metod dokazivanja u skupu prirodnih brojeva premakome je jedan iskaz taµcan za svaki prirodni broj ako je
 1� Taµcan za prirodni broj 1
 2� Ako iz pretpostavke da je taµcan za prirodni broj n n > 1sledi da je taµcan za prirodni broj n+ 1
 Ako je iskaz taµcan poµcev od prirodnog broja n0 > 1 i ako ( iz pretpostavke daje on taµcan za prirodni broj n > n0 ), sledi da je taµcan za broj n+ 1 tada je tajiskaz taµcan za svaki prirodni broj n0 > 033) Matematiµckom indukcijom dokaµzimo da je
 (1) 1 + 2 + 3 + � � �+ n = 1
 2n (n+ 1 )
 Za n = 1 relacija (1) je taµcna jer se tada dobija 1 = 1
 Uz pretpostavku da je relacija (1) taµcna i za proizvoljnu vrednost
 n n > 1 imamo 1 + 2 + 3 + � � �+ n = 1
 2n (n+ 1 )
 Ako obema stranama prethodne jednakosti dodamo n+ 1 tada dobijamo
 1 + 2 + 3 + � � �+ n+ (n+ 1 ) = 1
 2n (n+ 1 ) + (n+ 1 ) = (n+ 1 )
 �1
 2n+ 1
 �= (n+ 1 )
 1
 2(n+ 2 ) =
 1
 2(n+ 1 ) (n+ 2 )
 µcime je dokazano da relacija (1) uz pretpostavku da vaµzi za n vaµzi i za n+ 1odnosno da vaµzi za sve prirodne brojeve jer je provereno da vaµzi za n = 1
 34) Matematiµckom indukcijom dokaµzimo da je
 (1) 1 + 2 + � � �+ (n� 1 ) = 1
 2(n� 1 )n n > 2
 Za n = 2 relacija (1) je taµcna jer se tada dobija 1 = 1
 Uz pretpostavku da je relacija (1) taµcna i za proizvoljnu vrednost n n > 2
 imamo 1 + 2 + � � �+ (n� 1 ) = 1
 2(n� 1 )n n > 2
 Ako obema stranama prethodne jednakosti dodamo n tada imamo
 1+2+� � �+(n� 1 )+n = 1
 2n (n� 1 )+n = 1
 2n (n� 1 )+2
 2n =
 1
 2n (n� 1 + 2 )
 =1
 2(n+ 1 )n µcime je dokazano da relacija (1) uz pret-
 postavku da vaµzi za n n > 2 vaµzi i za n+ 1 odnosno da vaµzi za sve prirodnebrojeve jer je provereno da vaµzi za n = 2 Kako je
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 1 + 2 + 3 + � � �+ n = 1
 2n (n+ 1 ) onda imamo
 1 + 2 + � � �+ (n� 1 ) = 1
 2(n� 1 )n n > 2
 35) Matematiµckom indukcijom dokaµzimo da je
 (1) 1 + 3 + 5 + � � �+ ( 2n� 1 ) = n2
 Za n = 1 relacija (1) je taµcna jer se tada dobija 1 = 1
 Ako obema stranama prethodne jednakosti dodamo
 2 (n+ 1 )� 1 = 2n+ 1 tada dobijamo
 1+3+5+ � � �+( 2n� 1 )+( 2n+ 1 ) = n2+( 2n+ 1 ) = n2+2n+1 = (n+ 1 )2
 µcime je dokazano da relacija (1) uz pretpostavku da vaµzi za n vaµzi i za n+ 1odnosno da vaµzi za sve prirodne brojeve jer je provereno da vaµzi za n = 1
 36) Matematiµckom indukcijom dokaµzimo da je
 (1) 1 + 3 + 5 + � � �+ ( 2n� 1 ) = 1
 2n ( 1 + ( 2n� 1 ))
 Za n = 1 relacija (1) je taµcna jer se tada dobija 1 = 1
 Dodavanjem 2 (n+ 1 )� 1 = 2n+ 1 obema stranama jednakosti dobijamo
 1 + 3 + 5 + � � �+ ( 2n� 1 ) + ( 2n+ 1 ) = 1
 2n ( 1 + ( 2n� 1 )) + ( 2n+ 1 )
 =1
 22n2 + ( 2n+ 1 ) =
 1
 2
 �2n2 + 4n+ 2
 �=1
 2
 �2n2 + 2n+ 2n+ 2
 �=1
 2( 2n (n+ 1 ) + 2 (n+ 1 )) =
 1
 2(n+ 1 ) ( 2n+ 2 ) =
 1
 2(n+ 1 ) ( 1 + 1 + 2n )
 =1
 2(n+ 1 ) ( 1 + ( 2 (n+ 1 )� 1 ))
 µcime je dokazano da relacija (1) uz pretpostavku da vaµzi za n vaµzi i za n+ 1odnosno da vaµzi za sve prirodne brojeve jer je provereno da vaµzi za n = 1
 37) Matematiµckom indukcijom dokaµzimo da je
 (1) 2 + 4 + 6 + � � �+ 2n = 1
 2n ( 2 + 2n )
 Za n = 1 relacija (1) je taµcna jer se tada dobija 2 = 2
 Dodavanjem 2 (n+ 1 ) obema stranama jednakosti dobijamo
 2 + 4 + 6 + � � �+ 2n+ 2 (n+ 1 ) = 1
 2n ( 2 + 2n ) + 2 (n+ 1 )
 =1
 2n (2+2n) +
 1
 24 (n+1)=
 1
 2
 �2n+2n2+4 (n+1)
 �=1
 2(2n (1+n)+ 4 (n+1))
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 =1
 2(n+ 1) (2n+ 4) =
 1
 2(n+ 1 ) ( 2 + 2 (n+ 1 ))
 38) Matematiµckom indukcijom dokaµzimo da je
 (1) 3 + 6 + 9 + � � �+ 3n = 3
 2
 �n2 + n
 �Za n = 1 relacija (1) je taµcna jer se tada dobija 3 = 3
 Dodavanjem 3 (n+ 1 ) obema stranama jednakosti dobijamo
 3+6+9+ � � �+3n+3 (n+1) = 3
 2
 �n2+ n
 �+3 (n+1) =
 3
 2
 �n2+ n
 �+6
 2(n+1)
 =3
 2
 ��n2 + n
 �+ 2 (n+ 1 )
 �=3
 2
 �n2 + n+ 2n+ 2
 �=3
 2
 �n2 + 2n+ 1 + n+ 1
 �=3
 2
 �(n+ 1)
 2+ (n+ 1)
 �39) Matematiµckom indukcijom dokaµzimo da je
 (1) 1 + 3 + 6 + 10 + � � �+ 12n (n+ 1 ) =
 1
 6n (n+ 1 ) (n+ 2 )
 Za n = 1 relacija (1) je taµcna jer se tada dobija 1 = 1
 Dodavanjem1
 2(n+ 1) (n+ 2) obema stranama jednakosti dobijamo
 1 + 3 + 6 + 10 + � � �+ 12n (n+ 1 ) +
 1
 2(n+ 1 ) (n+ 2 )
 =1
 6n (n+ 1 ) (n+ 2 ) +
 1
 2(n+ 1 ) (n+ 2 )
 =1
 6n (n+ 1 ) (n+ 2 ) +
 3
 6(n+ 1 ) (n+ 2 ) =
 1
 6(n+ 1 ) (n+ 2 ) (n+ 3 )
 40) Matematiµckom indukcijom dokaµzimo da je
 (1) 12 + 22 + 32 + � � �+ n2 = 1
 6n (n+ 1 ) ( 2n+ 1 )
 Za n = 1 relacija (1) je taµcna jer se tada dobija 1 = 1
 Dodavanjem (n+ 1 )2 obema stranama jednakosti dobijamo
 12 + 22 + 32 + � � �+ n2 + (n+ 1 )2 = 1
 6n (n+ 1 ) ( 2n+ 1 ) + (n+ 1 )
 2
 =1
 6
 �(n+ 1 )
 �2n2 + n
 �+ 6 (n+ 1 )
 2�=1
 6(n+ 1 )
 �2n2 + n+ 6n+ 6
 �=1
 6(n+ 1 )
 �2n2 + 3n+ 4n+ 6
 �=1
 6(n+ 1 ) (n ( 2n+ 3 ) + 2 ( 2n+ 3 ))
 =1
 6(n+ 1 ) ((n+ 2 ) ( 2n+ 3 )) =
 1
 6(n+ 1 ) (n+ 2 ) ( 2 (n+ 1 ) + 1 ) Kako je
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 12 + 22 + 32 + � � �+ n2 = 1
 6n (n+ 1 ) ( 2n+ 1 ) onda imamo
 12 + 22 + 32 + � � �+ (n� 1 )2 = 1
 6(n� 1 )n ( 2n� 1 )
 41) Kako je
 8><>:12 + 22 + 32 + � � �+ n2 = 1
 6n (n+ 1 ) ( 2n+ 1 ) odnosno
 12+22+32+ � � �+ (2n)2 = 1
 62n (2n+1)(4n+1) onda imamo
 12 + 32 + 52 + � � �+ ( 2n� 1 )2
 = 12+22+32+42+52+62+ � � �+
 (2n�1)2z }| {�2�n� 1
 2
 ��2+(2n)
 2��22+42+62+ � � �+(2n)2
 �= 12 + 22 + 32 + � � �+ ( 2n )2 � 22
 �12 + 22 + 32 + � � �+ n2
 �=1
 3n ( 2n+ 1 ) ( 4n+ 1 )� 4
 6n (n+ 1 ) ( 2n+ 1 )
 =1
 3n (2n+ 1) ((4n+ 1)� 2 (n+ 1)) = 1
 3n (2n+ 1) (2n� 1) = 1
 3n�4n2 � 1
 �42) Matematiµckom indukcijom dokaµzimo da je
 (1) 13 + 23 + 33 + � � �+ n3 = 1
 4n2 (n+ 1 )
 2
 Za n = 1 relacija (1) je taµcna jer se tada dobija 1 = 1
 Dodavanjem (n+ 1 )3 obema stranama jednakosti dobijamo
 13 + 23 + 33 + � � �+ n3 + (n+ 1 )3 = 1
 4n2 (n+ 1 )
 2+ (n+ 1 )
 3
 =1
 4n2 (n+ 1 )
 2+4
 4(n+ 1 )
 3=1
 4
 �(n+ 1 )
 2 �n2 + 4 (n+ 1 )
 ��=1
 4(n+ 1 )
 2 �n2 + 4n+ 4
 �=1
 4(n+ 1 )
 2(n+ 2 )
 2
 43) Matematiµckom indukcijom dokaµzimo da za svaki prirodan broj n vaµzi
 (1) 1 + 2 + 22 + 23 + � � �+ 2n�1 = 2n � 1
 Za n = 1 relacija (1) je taµcna jer se dobija 1 = 1
 Dodavanjem 2n+1�1 = 2n obema stranama jednakosti dobijamo
 1+2+22+23+ � � �+2n�1+2n = 2n�1+2n = 2 �2n�1 = 21 �2n�1 = 2n+1�1
 44) Matematiµckom indukcijom dokaµzimo da je
 (1) 13 + 33 + 53 + � � �+ ( 2n� 1 )3 = n2�2n2 � 1
 �Za n = 1 relacija (1) je taµcna jer se tada dobija 1 = 1
 Dodavanjem ( 2 (n+ 1 )� 1 )3 = ( 2n+ 1 )3 obema stranama jednakosti,
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 dobijamo
 13 + 33 + 53 + � � �+ ( 2n� 1 )3 + ( 2n+ 1 )3 = n2�2n2 � 1
 �+ ( 2n+ 1 )
 3
 = 2n4 + 8n3 + 11n2 + 6n+ 1 = (n+ 1 )�2n3 + 6n2 + 5n+ 1
 �= (n+ 1 )
 2 �2n2 + 4n+ 1
 �= (n+ 1 )
 2 �2n2 + 4n+ 2� 1
 �= (n+ 1 )
 2 �2�n2 + 2n+ 1
 �� 1
 �= (n+ 1 )
 2�2 (n+ 1 )
 2 � 1�
 45) Matematiµckom indukcijom dokaµzimo da je
 (1) 12 + 32 + 52 + � � �+ ( 2n� 1 )2 = 1
 3n�4n2 � 1
 �Za n = 1 relacija (1) je taµcna jer se tada dobija 1 =
 1
 3( 4� 1 ) = 1
 Dodavanjem ( 2n+ 1 )2 obema stranama jednakosti dobijamo
 12 + 32 + 52 + � � �+ ( 2n� 1 )2 + ( 2n+ 1 )2 = 1
 3n�4n2 � 1
 �( 2n+ 1 )
 2
 =1
 3n�4n2 � 1
 �+3
 3( 2n+ 1 )
 2=1
 3
 �n�4n2 � 1
 �+ 3 ( 2n+ 1 )
 2�
 =1
 3
 �4n3 � n+ 3
 �4n2 + 4n+ 1
 ��=1
 3
 �4n3 + 12n2 + 11n+ 3
 �=1
 3
 �4n3 + 4n2 + 8n2 + 8n+ 3n+ 3
 �=1
 3
 �4n2 (n+ 1 ) + 8n (n+ 1 ) + 3 (n+ 1 )
 �=1
 3(n+ 1 )
 �4n2 + 8n+ 3
 �=1
 3(n+ 1 )
 �4n2 + 8n+ 4� 1
 �=1
 3(n+ 1 )
 �4�n2 + 2n+ 1
 �� 1�
 =1
 3(n+ 1 )
 �4 (n+ 1 )
 2 � 1�
 46) Matematiµckom indukcijom dokaµzimo da je
 (1) 12 + 32 + 52 + � � �+ ( 2n+ 1 )2 = 1
 3(n+ 1 ) ( 2n+ 1 ) ( 2n+ 3 )
 Za n = 1 relacija (1) je taµcna jer se tada dobija 12 + ( 2 + 1 )2= 10
 Dodavanjem ( 2n+ 3 )2 obema stranama jednakosti dobijamo
 12+32+52+� � �+(2n+ 1)2+(2n+ 3)2 = 1
 3(n+ 1) (2n+ 1) (2n+ 3)+(2n+ 3)
 2
 =1
 3(2n+ 3) ((n+ 1) (2n+ 1) + 3 (2n+ 3))
 =1
 3(2n+ 3)
 �2n2 + n+ 2n+ 1 + 6n+ 9
 �=1
 3( 2n+ 3 )
 �2n2 + 9n+ 10
 �
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 =1
 3( 2n+ 3 )
 �2n2 + 4n+ 5n+ 10
 �=1
 3( 2n+ 3 ) (2n (n+ 2 ) + 5 (n+ 2 ))
 =1
 3(n+ 2 ) ( 2n+ 3 ) ( 2n+ 5 ) =
 1
 3(n+ 2 ) ( 2 (n+ 1 ) + 1) ( 2 (n+ 1 ) + 3)
 47) Matematiµckom indukcijom dokaµzimo da je
 (1) 22 + 42 + � � �+ ( 2n )2 = 2
 3n (n+ 1 ) ( 2n+ 1 )
 Za n = 1 relacija (1) je taµcna jer se tada dobija 4 = 4
 Dodavanjem ( 2 (n+ 1 ))2 obema stranama jednakosti dobijamo
 22 + 42 + � � �+ ( 2n )2 + ( 2 (n+ 1 ))2 = 2
 3n (n+ 1 ) ( 2n+ 1 ) + ( 2 (n+ 1 ))
 2
 =2
 3n (n+ 1) (2n+ 1) +
 3
 3n (n+ 1)
 2=2
 3(n+ 1 ) (n ( 2n+ 1 ) + 6 (n+ 1 ))
 =2
 3(n+ 1 )
 �2n2 + n+ 6n+ 6
 �=2
 3(n+ 1 )
 �2n2 + 7n+ 6
 �=2
 3(n+ 1 )
 �2n2 + 4n+ 3n+ 6
 �=2
 3(n+ 1 ) ( 2n (n+ 2 ) + 3 (n+ 2 ))
 =2
 3(n+ 1 ) (n+ 2 ) ( 2n+ 3 ) =
 2
 3(n+ 1 ) (n+ 2 ) ( 2n+ 2 + 1 )
 =2
 3(n+ 1 ) (n+ 2 ) ( 2 (n+ 1 ) + 1)
 48) Matematiµckom indukcijom dokaµzimo da je
 (1) 14 + 24 + 34 + � � �+ n4 = 1
 30n (n+ 1 ) ( 2n+ 1 )
 �3n2 + 3n� 1
 �Za n = 1 relacija (1) je taµcna jer se tada dobija 1 = 1
 Dodavanjem (n+ 1 )4 obema stranama jednakosti dobijamo
 14 + 24 + 34 + � � �+ n4 + (n+ 1)4
 =1
 30n (n+ 1) (2n+ 1)
 �3n2 + 3n� 1
 �+ (n+ 1)
 4
 =1
 30n (n+ 1 ) ( 2n+ 1 )
 �3n2 + 3n� 1
 �+30
 30(n+ 1 )
 2(n+ 1 )
 2
 =1
 30(n+ 1 )
 �n ( 2n+ 1 )
 �3n2 + 3n� 1
 �+ 30 (n+ 1 ) (n+ 1 )
 2�
 =1
 30(n+ 1 )
 ��2n2 + n
 � �3n2 + 3n� 1
 �+ ( 30n+ 30 )
 �n2 + 2n+ 1
 ��= 1
 30 (n+1)�6n4+6n3�2n2+3n3+3n2�n+ 30n3+60n2+30n+ 30n2+60n+ 30
 �=1
 30(n+ 1 )
 �6n4 + 39n3 + 91n2 + 89n+ 30
 �
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 =1
 30(n+ 1 )
 �6n4 + 12n3 + 27n3 + 54n2 + 37n2 + 74n+ 15n+ 30
 �=1
 30(n+ 1 )
 �6n3 (n+ 2 ) + 27n2 (n+ 2 ) + 37n (n+ 2 ) + 15 (n+ 2 )
 �=1
 30(n+ 1 ) (n+ 2 )
 �6n3 + 27n2 + 37n+ 15
 �=1
 30(n+ 1 ) (n+ 2 )
 �6n3 + 9n2 + 18n2 + 27n+ 10n+ 15
 �=1
 30(n+ 1 ) (n+ 2 )
 �3n2 ( 2n+ 3 ) + 9n ( 2n+ 3 ) + 5 ( 2n+ 3 )
 �=1
 30(n+ 1 ) (n+ 2 ) ( 2n+ 3 )
 �3n2 + 9n+ 5
 �=1
 30(n+ 1 ) (n+ 2 ) ( 2n+ 2 + 1 )
 �3n2 + 6n+ 3n+ 3 + 3� 1
 �=1
 30(n+ 1 ) (n+ 2 ) ( 2 (n+ 1 ) + 1 )
 �3n2 + 6n+ 3 + 3n+ 3� 1
 �=1
 30(n+ 1 ) (n+ 2 ) ( 2 (n+ 1 ) + 1 )
 �3�n2 + 2n+ 1
 �+ 3 (n+ 1 )� 1
 �=1
 30(n+ 1 ) (n+ 2 ) ( 2 (n+ 1 ) + 1 )
 �3 (n+ 1)
 2+ 3 (n+ 1 )� 1
 �49) Matematiµckom indukcijom dokaµzimo da suma prvih n µclanova geometr-ijske progresije glasi
 (1) 1 + q + q2 + � � �+ qn�1 = qn � 1q � 1 q 6= 1
 Za n = 1 relacija (1) je taµcna jer se tada dobija q1�1 =q1 � 1q � 1 ili 1 = 1
 Dodavanjem qn+1�1 = qn obema stranama jednakosti dobijamo
 1 + q + q2 + � � �+ qn�1 + qn = qn � 1q � 1 + q
 n =qn � 1 + qn ( q � 1 )
 q � 1
 =qn � 1 + qn+1 � qn
 q � 1 =qn+1 � 1q � 1
 50) Matematiµckom indukcijom dokaµzimo da je
 (1) 1 � 2 + 2 � 3 + 3 � 4 + � � �+ n (n+ 1 ) = 1
 3n (n+ 1 ) (n+ 2 )
 Za n = 1 relacija (1) je taµcna jer se tada dobija 2 = 2
 Ako obema stranama prethodne jednakosti dodamo
 (n+ 1 ) ((n+ 1 ) + 1 ) = (n+ 1 ) (n+ 2 ) tada dobijamo
 1 � 2 + 2 � 3 + 3 � 4 + � � �+ n (n+ 1 ) + (n+ 1 ) (n+ 2 )
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 =1
 3n (n+ 1) (n+ 2 ) + (n+ 1 ) (n+ 2 )
 =1
 3n (n+ 1 ) (n+ 2 ) +
 3
 3(n+ 1 ) (n+ 2 )
 =1
 3(n (n+ 1 ) (n+ 2 ) + 3 (n+ 1 ) (n+ 2 ))
 =1
 3((n+ 3 ) (n+ 1 ) (n+ 2 )) =
 1
 3((n+ 1 ) (n+ 2 ) (n+ 3 ))
 51) Matematiµckom indukcijom dokaµzimo da je
 (1) 1 � 2 � 3 + 2 � 3 � 4 + � � �+ n (n+ 1 ) (n+ 2 ) = 1
 4n (n+ 1 ) (n+ 2 ) (n+ 3 )
 Za n = 1 relacija (1) je taµcna jer se tada dobija
 1 ( 1 + 1 ) ( 1 + 2 ) =1
 41 ( 1 + 1 ) ( 1 + 2 ) ( 1 + 3 ) = 6
 Ako obema stranama prethodne jednakosti dodamo
 (n+ 1) ((n+ 1) + 1) ((n+ 1) + 2) = (n+ 1 ) (n+ 2 ) (n+ 3 ) tada dobijamo
 1 � 2 � 3 + 2 � 3 � 4 + � � �+ n (n+ 1 ) (n+ 2 ) + (n+ 1 ) (n+ 2 ) (n+ 3 )
 =1
 4n (n+ 1 ) (n+ 2 ) (n+ 3 ) + (n+ 1 ) (n+ 2 ) (n+ 3 )
 =1
 4n (n+ 1 ) (n+ 2 ) (n+ 3 ) +
 4
 4(n+ 1 ) (n+ 2 ) (n+ 3 )
 =1
 4((n+ 4) (n+ 1) (n+ 2) (n+ 3)) =
 1
 4(n+ 1 ) (n+ 2 ) (n+ 3 ) (n+ 4 )
 52) Matematiµckom indukcijom dokaµzimo da je
 (1) 1 � 1 + 3 � 4 + 5 � 7 + � � �+ ( 2n� 1 ) ( 3n� 2 ) = 1
 2n�4n2 � n� 1
 �Za n = 1 relacija (1) je taµcna jer se tada dobija 1 = 1
 Ako obema stranama prethodne jednakosti dodamo
 2 (n+ 1 )� 1 ( 3 (n+ 1 )� 2 ) = ( 2n+ 1 ) ( 3n+ 1 ) tada dobijamo
 1 � 1 + 3 � 4 + 5 � 7 + � � �+ ( 2n� 1 ) ( 3n� 2 ) + ( 2n+ 1 ) ( 3n+ 1 )
 =1
 2n�4n2 � n� 1
 �+(2n+ 1) (3n+ 1) =
 1
 2
 �4n3 � n2 � n
 �+2
 2
 �6n2 + 5n+ 1
 �=1
 2
 �4n3 � n2 � n+ 12n2 + 10n+ 2
 �=1
 2
 �4n3 + 11n2 + 9n+ 2
 �=1
 2(n+ 1 )
 �4n2 + 7n+ 2
 �=1
 2(n+ 1 )
 �4n2 + 8n+ 4� n� 2
 �=1
 2(n+1)
 �4�n2+ 2n+1
 �� n�1�1
 �=1
 2(n+1)
 �4 (n+1)
 2� (n+1)�1�
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 53) Matematiµckom indukcijom dokaµzimo da je
 (1) a+ ( a+ d ) + ( a+ 2d ) + � � �+ ( a+ (n� 1 ) d ) = 1
 2n ( 2a+ (n� 1) d )
 Za n = 1 relacija (1) je taµcna jer se tada dobija
 ( a+ ( 1� 1 ) d ) = 1
 21 ( 2a+ ( 1� 1 ) d ) ili a = a
 Ako obema stranama prethodne jednakosti dodamo
 ( a+ ((n+ 1 )� 1 ) d ) = ( a+ nd ) tada dobijamo
 a+ ( a+ d ) + ( a+ 2d ) + � � �+ ( a+ (n� 1 ) d ) + ( a+ nd )
 =1
 2n ( 2a+ (n� 1 ) d ) + ( a+ nd ) = 1
 2n ( 2a+ (n� 1 ) d ) + 2
 2( a+ nd )
 =1
 2( 2an+ n (n� 1 ) d+ 2a+ 2nd ) = 1
 2( 2an+ 2a+ nd (n� 1 ) + 2nd )
 =1
 2( 2a (n+ 1 ) + nd (n� 1 + 2 )) = 1
 2( 2a (n+ 1 ) + nd (n+ 1 ))
 =1
 2(n+ 1 ) ( 2 a+ nd )
 54) Matematiµckom indukcijom dokaµzimo da je
 (1)1
 21+1
 22+ � � �+ 1
 2n=1
 2
 1��1
 2
 �n1� 1
 2
 = 1� 1
 2n
 Za n = 1 relacija (1) je taµcna jer se tada dobija1
 21=1
 2
 1��1
 2
 �11� 1
 2
 =1
 2
 Dodavanjem1
 2n+1obema stranama jednakosti dobijamo
 1
 21+1
 22+ � � �+ 1
 2n+
 1
 2n+1=1
 2
 1��1
 2
 �n1� 1
 2
 +1
 2n+1
 =1
 2
 1��1
 2
 �n+ 2
 �1� 1
 2
 �1n+1
 2n+1
 1� 12
 =1
 2
 1��1
 2
 �n+ 2
 �1
 2
 �n+1� 2 1
 2
 �1
 2
 �n+11� 1
 2
 =1
 2
 1��1
 2
 �n+ 2
 �1
 2
 �n1
 2��1
 2
 �n+11� 1
 2
 =1
 2
 1��1
 2
 �n+11� 1
 2
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 55) Matematiµckom indukcijom dokaµzimo da je
 (1)1
 1 � 2 +1
 2 � 3 +1
 3 � 4 + � � �+1
 n (n+ 1 )=
 n
 n+ 1
 Za n = 1 relacija (1) je taµcna jer se tada dobija
 1
 1 ( 1 + 1 )=
 1
 1 + 1ili1
 2=1
 2
 Ako obema stranama prethodne jednakosti dodamo
 1
 (n+ 1 ) ((n+ 1 ) + 1 )=
 1
 (n+ 1 ) (n+ 2 )tada dobijamo
 1
 1 � 2 +1
 2 � 3 +1
 3 � 4 + � � �+1
 n (n+ 1 )+
 1
 (n+ 1 ) (n+ 2 )
 =n
 n+ 1+
 1
 (n+ 1 ) (n+ 2 )=n (n+ 1 ) (n+ 2 ) + (n+ 1 )
 (n+ 1 ) (n+ 1 ) (n+ 2 )=
 n (n+ 2 ) + 1
 (n+ 1 ) (n+ 2 )
 =n2 + 2n+ 1
 (n+ 1 ) (n+ 2 )=
 (n+ 1 )2
 (n+ 1 ) (n+ 2 )=
 n+ 1
 ((n+ 1 ) + 1 )
 56) Matematiµckom indukcijom dokaµzimo da za svako n > 3 vaµzi jednakost
 (1)1
 1 � 2 +1
 2 � 3 + � � �+1
 (n� 2 ) (n� 1 ) =n� 2n� 1
 Za n = 3 relacija (1) je taµcna jer se tada dobija
 1
 ( 3� 2 ) ( 3� 1 ) =3� 23� 1 odnosno
 1
 2=1
 2
 Ako obema stranama prethodne jednakosti dodamo
 1
 (n+ 1� 2 ) (n+ 1� 1 ) =1
 (n� 1 )n tada dobijamo
 1
 1 � 2 +1
 2 � 3 + � � �+1
 (n� 2 ) (n� 1 ) +1
 (n� 1 )n =n� 2n� 1 +
 1
 (n� 1 )n
 =(n� 2 ) (n� 1 )n+ (n� 1 )
 (n� 1 ) (n� 1 )n =(n� 1 ) (n (n� 2 ) + 1 )(n� 1 ) (n� 1 )n
 =n (n� 2 ) + 1(n� 1 )n =
 n2 � 2n+ 1(n� 1 )n =
 (n� 1 )2
 (n� 1 )n =n� 1n
 =(n+ 1 )� 2(n+ 1 )� 1
 57) Matematiµckom indukcijom dokaµzimo da je
 (1)1
 1 � 3 +1
 3 � 5 + � � �+1
 ( 2n� 1 ) ( 2n+ 1 ) =n
 2n+ 1
 Za n = 1 relacija (1) je taµcna jer se tada dobija
 1
 ( 2 � 1� 1 ) ( 2 � 1 + 1 ) =1
 2 � 1 + 1 odnosno1
 3=1
 3
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 Ako obema stranama prethodne jednakosti dodamo
 1
 ( 2 (n+ 1 )� 1 ) ( 2 (n+ 1 ) + 1 ) =1
 ( 2n+ 1 ) ( 2n+ 3 )tada dobijamo
 1
 1 � 3 +1
 3 � 5 + � � �+1
 ( 2n� 1 ) ( 2n+ 1 ) +1
 ( 2n+ 1 ) ( 2n+ 3 )
 =n
 2n+ 1+
 1
 ( 2n+ 1 ) ( 2n+ 3 )=n ( 2n+ 1 ) ( 2n+ 3 ) + ( 2n+ 1 )
 ( 2n+ 1 ) ( 2n+ 1 ) ( 2n+ 3 )
 =n ( 2n+ 3 ) + 1
 ( 2n+ 1 ) ( 2n+ 3 )=
 2n2 + 3n+ 1
 ( 2n+ 1 ) ( 2n+ 3 )=2n2 + n+ 2n+ 1
 ( 2n+ 1 ) ( 2n+ 3 )
 =n ( 2n+ 1 ) + ( 2n+ 1 )
 ( 2n+ 1 ) ( 2n+ 3 )=(n+ 1 ) ( 2n+ 1 )
 ( 2n+ 1 ) ( 2n+ 3 )=n+ 1
 2n+ 3=
 n+ 1
 2 (n+ 1 ) + 1
 58) Matematiµckom indukcijom dokaµzimo da je
 (1)1
 1 � 2 � 3 +1
 2 � 3 � 4 + � � �+1
 n (n+ 1 ) (n+ 2 )=1
 2
 �1
 2� 1
 (n+ 1 ) (n+ 2 )
 �Za n = 1 relacija (1) je taµcna jer se tada dobija
 1
 6=1
 6
 Ako obema stranama prethodne jednakosti dodamo
 1
 (n+ 1) (n+ 2) (n+ 3)tada dobijamo
 1
 1 � 2 � 3 +1
 2 � 3 � 4 + � � �+1
 n (n+ 1 ) (n+ 2 )+
 1
 (n+ 1 ) (n+ 2 ) (n+ 3 )
 =1
 2
 �1
 2� 1
 (n+ 1 ) (n+ 2 )
 �+
 1
 (n+ 1 ) (n+ 2 ) (n+ 3 )
 =1
 2
 �1
 2� 1
 (n+ 1 ) (n+ 2 )
 �+
 2
 2 (n+ 1 ) (n+ 2 ) (n+ 3 )
 =1
 2
 �1
 2� 1
 (n+ 1 ) (n+ 2 )+
 2
 (n+ 1 ) (n+ 2 ) (n+ 3 )
 �=1
 2
 �1
 2� (n+ 3 )� 2(n+ 1 ) (n+ 2 ) (n+ 3 )
 �=1
 2
 �1
 2� n+ 1
 (n+ 1 ) (n+ 2 ) (n+ 3 )
 �=1
 2
 �1
 2� 1
 (n+ 2 ) (n+ 3 )
 �59) Matematiµckom indukcijom dokaµzimo da je
 (1)12
 1 � 3 +22
 3 � 5 + � � �+n2
 ( 2n� 1 ) ( 2n+ 1 ) =n (n+ 1 )
 2 ( 2n+ 1 )
 Za n = 1 relacija (1) je taµcna jer se tada dobija1
 3=1
 3
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 Ako obema stranama prethodne jednakosti dodamo
 (n+ 1 )2
 ( 2n+ 1 ) ( 2n+ 3 )tada dobijamo
 12
 1 � 3 +22
 3 � 5 + � � �+n2
 ( 2n� 1 ) ( 2n+ 1 ) +(n+ 1 )
 2
 ( 2n+ 1 ) ( 2n+ 3 )
 =n (n+ 1 )
 2 ( 2n+ 1 )+
 (n+ 1 )2
 ( 2n+ 1 ) ( 2n+ 3 )=n (n+ 1 ) ( 2n+ 3 ) + 2 (n+ 1 )
 2
 2 ( 2n+ 1 ) ( 2n+ 3 )
 =(n+ 1 ) (n ( 2n+ 3 ) + 2 (n+ 1 ))
 2 ( 2n+ 1 ) ( 2n+ 2 + 1 )=(n+ 1 )
 �2n2 + 3n+ 2n+ 2
 �2 ( 2n+ 1 ) ( 2 (n+ 1 ) + 1 )
 =(n+ 1 )
 �2n2 + n+ 4n+ 2
 �2 ( 2n+ 1 ) ( 2 (n+ 1 ) + 1 )
 =(n+ 1 ) (n ( 2n+ 1 ) + 2 ( 2n+ 1 ))
 2 ( 2n+ 1 ) ( 2 (n+ 1 ) + 1 )
 =(n+ 1 ) ( 2n+ 1 ) (n+ 2 )
 2 ( 2n+ 1 ) ( 2 (n+ 1 ) + 1 )=(n+ 1 ) (n+ 2 )
 2 ( 2 (n+ 1 ) + 1 )
 60) Matematiµckom indukcijom dokaµzimo da je
 (1)2
 2 + 1+
 22
 22 + 1+ � � �+ 2n
 22n�1 + 1= 2� 2n+1
 22n � 1
 Za n = 1 relacija (1) je taµcna jer se tada dobija2
 3=2
 3
 Dodavanjem2n+1
 22n + 1obema stranama jednakosti dobijamo
 2
 2 + 1+
 22
 22 + 1+ � � �+ 2n
 22n�1 + 1+
 2n+1
 22n + 1= 2� 2n+1
 22n � 1 +2n+1
 22n + 1
 = 2��2n+1
 22n � 1 �2n+1
 22n + 1
 �= 2�
 2n+1�22
 n
 + 1�� 2n+1
 �22
 n � 1�
 (22n � 1) (22n + 1)
 = 2� 2n+1 � 22n + 2n+1 � 2n+1 � 22n + 2n+1
 22n � 22n + 22n � 22n � 1 = 2� 2n+1 + 2n+1
 22n � 22n � 1
 = 2� 2 � 2n+122n+2n � 1 = 2�
 2n+1+1
 22�2n � 1 = 2�2n+2
 22n+1 � 161) Matematiµckom indukcijom dokaµzimo da je
 (1) 1 � 1! + 2 � 2! + � � �+ n � n! = (n+ 1 )!� 1
 Za n = 1 relacija (1) je taµcna jer se tada dobija 1 = 1
 Ako obema stranama prethodne jednakosti dodamo (n+ 1 ) (n+ 1 )!tada dobijamo
 1 � 1! + 2 � 2! + � � �+ n � n! + (n+ 1 ) (n+ 1 )! = (n+ 1 )!� 1 + (n+ 1 ) (n+ 1 )!
 = (n+ 1 )! + (n+ 1 ) (n+ 1 )!� 1 = (n+ 1 )! (1 + (n+ 1 ))� 1
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 = (n+ 1 )! (n+ 2 )� 1 = (n+ 2 ) (n+ 1 )!� 1 = (n+ 2 )!� 162) Matematiµckom indukcijom dokaµzimo da je
 (1)1
 2!+2
 3!+3
 4!+ � � �+ n� 1
 n!= 1� 1
 n!n > 2
 Za n = 2 relacija (1) je taµcna jer se tada dobija1
 2=1
 2
 Dodavanjemn
 (n+ 1 )!obema stranama jednakosti dobijamo
 1
 2!+2
 3!+3
 4!+ � � �+ n� 1
 n!+
 n
 (n+ 1)!= 1� 1
 n!+
 n
 (n+ 1)!= 1�
 �1
 n!� n
 (n+ 1)!
 �= 1� (n+ 1)!� nn!
 n! (n+ 1 )!= 1� (n+ 1)n!� nn!
 n! (n+ 1 )!= 1� n+ 1� n
 (n+ 1)!= 1� 1
 (n+ 1)!
 µcime je dokazano da relacija (1) uz pretpostavku da vaµzi za n n > 2 vaµzi iza n+ 1 odnosno da vaµzi za sve prirodne brojeve > 2 jer je provereno da vaµziza n = 2
 63) Matematiµckom indukcijom dokaµzimo da je
 (1) sinx+ sin 3x+ sin 5x+ � � �+ sin ( 2n� 1 )x = sin2 nx
 sinxZa n = 1 relacija (1) je taµcna jer se tada dobija
 sin ( 2 � 1� 1 )x = sinx = sin2 1x
 sinx=sin2 x
 sinx= sinx
 Ako obema stranama prethodne jednakosti dodamo
 sin ( 2 (n+ 1 )� 1 )x = sin ( 2n+ 1 )x tada dobijamo
 sinx+ sin 3x+ sin 5x+ � � �+ sin ( 2n� 1 )x+ sin ( 2n+ 1 )x
 =sin2 nx
 sinx+ sin ( 2n+ 1 )x =
 sin2 nx+ sin ( 2n+ 1 )x sinx
 sinx
 1=
 Kako je sin� sin� =1
 2(cos (�� � )� cos (�+ � )) onda imamo
 1=sin2 nx+
 1
 2(cos ( 2n+ 1� 1 )x� cos ( 2n+ 1 + 1 )x )
 sinx
 =2 sin2 nx+ cos 2nx� cos ( 2n+ 2 )x
 2 sinx
 =2 sin2 nx+
 cos 2nxz }| {cos2 nx� sin2 nx � cos ( 2n+ 2 )x
 2 sinx
 =sin2 nx+
 1z }| {sin2 nx+ cos2 nx � sin2 nx� cos ( 2n+ 2 )x
 2 sinx
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 =1� cos ( 2n+ 2 )x
 2 sinx
 2= Kako je
 1� cos ( 2n+ 2 )x = 1� cos 2 12( 2n+ 2 )x = 1� cos 2 (n+ 1 )x
 = sin2 (n+ 1 )x+ cos2 (n+ 1 )x��cos2 (n+ 1 )x� sin2 (n+ 1 )x
 �= 2 sin2 (n+ 1 )x onda imamo 2
 =2 sin2 (n+ 1 )x
 2 sinx=sin2 (n+ 1 )x
 sinx
 64) Matematiµckom indukcijom dokaµzimo da je
 (1) cosx+ cos 3x+ cos 5x+ � � �+ cos ( 2n� 1 )x = sin 2nx
 2 sinx
 Za n = 1 relacija (1) je taµcna jer se tada dobija
 cos ( 2 � 1� 1 )x = cosx = sin ( 2 � 1 )x2 sinx
 =2 sinx cosx
 2 sinx= cosx
 Ako obema stranama prethodne jednakosti dodamo
 cos ( 2 (n+ 1 )� 1 )x = cos ( 2n+ 1 )x tada dobijamo
 cosx+ cos 3x+ cos 5x+ � � �+ cos ( 2n� 1 )x+ cos ( 2n+ 1 )x
 =sin 2nx
 2 sinx+ cos ( 2n+ 1 )x =
 sin 2nx+ cos ( 2n+ 1 )x 2 sinx
 2 sinx
 =sin 2nx+ 2 cos ( 2n+ 1 )x sinx
 2 sinx
 1=
 Kako je cos� sin� =1
 2(sin (�+ � )� sin (�� � )) onda imamo
 1=sin 2nx+ 2
 1
 2(sin ( 2n+ 1 + 1 )x� sin ( 2n+ 1� 1 )x )
 2 sinx
 =sin 2nx+ sin ( 2n+ 2 )x� sin 2nx
 2 sinx=sin ( 2n+ 2 )x
 2 sinx=sin ( 2 (n+ 1 ))x
 2 sinx
 65) Matematiµckom indukcijom dokaµzimo da je
 (1) sinx+ sin 2x+ sin 3x+ � � �+ sinnx =sin
 (n+ 1)x
 2sin
 nx
 2
 sinx
 2
 x 6= 2k�
 Za n = 1 relacija (1) je taµcna jer se tada dobija
 sinx =sin
 ( 1 + 1 )x
 2sin
 x
 2
 sinx
 2
 = sinx
 Dodavanjem sin (n+ 1 )x obema stranama jednakosti dobijamo
 sinx+ sin 2x+ sin 3x+ � � �+ sinnx+ sin (n+ 1 )x
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 =sin
 (n+ 1 )x
 2sin
 nx
 2
 sinx
 2
 + sin (n+ 1 )x1=
 Kako je sinx = sin 2x
 2= 2 sin
 x
 2cos
 x
 2odnosno
 sin (n+ 1 )x = sin 2(n+ 1 )x
 2= 2 sin
 (n+ 1 )x
 2cos
 (n+ 1 )x
 2onda imamo
 1=sin
 (n+ 1 )x
 2sin
 nx
 2
 sinx
 2
 + 2 sin(n+ 1 )x
 2cos
 (n+ 1 )x
 2
 =sin
 (n+ 1 )x
 2
 sinx
 2
 �sin
 nx
 2+ 2 sin
 x
 2cos
 (n+ 1 )x
 2
 �
 Sada se �prilago�avamo�relaciji sin�� sin� = 2 sin �� �2
 cos�+ �
 2
 =sin
 (n+ 1 )x
 2
 sinx
 2
 0B@sin nx2+ 2 sin
 2x+ nx� nx22
 cos
 ( 2 + 2n )x
 22
 1CA
 =sin
 (n+ 1 )x
 2
 sinx
 2
 0B@sin nx2+ 2 sin
 (n+ 2 )x
 2� nx
 22
 cos
 (n+ 2 )x
 2+nx
 22
 1CA
 =sin
 (n+ 1 )x
 2
 sinx
 2
 �sin
 nx
 2+ sin
 (n+ 2 )x
 2� sin nx
 2
 �
 =sin
 (n+ 2 )x
 2sin
 (n+ 1 )x
 2
 sinx
 2
 66) Matematiµckom indukcijom dokaµzimo da za x 6= 2k� vaµzi relacija
 (1) cosx+ cos 2x+ cos 3x+ � � �+ cosnx =cos
 (n+ 1 )x
 2sin
 nx
 2
 sinx
 2
 Za n = 1 relacija (1) je taµcna jer se tada dobija
 cosx =cos
 ( 1 + 1 )x
 2sin
 x
 2
 sinx
 2
 = cosx
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 Dodavanjem cos (n+ 1 )x obema stranama jednakosti dobijamo
 cosx+ cos 2x+ cos 3x+ � � �+ cosnx+ cos (n+ 1 )x
 =cos
 (n+ 1 )x
 2sin
 nx
 2
 sinx
 2
 + cos (n+ 1 )x
 =cos
 (n+ 1 )x
 2sin
 nx
 2+ cos (n+ 1 )x sin
 x
 2
 sinx
 2
 1=
 Kako je cos� sin� =1
 2(sin (�+ � )� sin (�� � )) onda imamo
 1=
 12 (sin(
 n+12 +n
 2 )x�sin(n+12 �n
 2 )x)+12 (sin(n+1+
 12 )x�sin(n+1�
 12 )x)
 sin x2
 =sin
 ( 2n+ 1 )x
 2� sin x
 2+ sin
 ( 2n+ 3 )x
 2� sin ( 2n+ 1 )x
 2
 2 sinx
 2
 =sin
 ( 2n+ 3 )x
 2� sin x
 2
 2 sinx
 2
 2=
 Kako je sin�� sin� = 2 cos �+ �2
 sin�� �2
 onda imamo
 2=
 2 cos
 �1
 2
 ( 2n+ 3 + 1 )x
 2
 �sin
 �1
 2
 ( 2n+ 3� 1 )x2
 �sin
 x
 2
 =cos
 (n+ 2 )x
 2sin
 (n+ 1 )x
 2
 sinx
 2
 Do istog rezultata dolazimo i sledecim postupkom.
 cosx+ cos 2x+ cos 3x+ � � �+ cosnx+ cos (n+ 1 )x
 =cos
 (n+ 1 )x
 2sin
 nx
 2
 sinx
 2
 + cos (n+ 1 )x1=
 Kako je cosx = cos 2x
 2= cos2
 x
 2� sin2 x
 2odnosno
 cos (n+1 )x= cos 2(n+1 )x
 2= cos2
 (n+1 )x
 2� sin2 (n+1 )x
 2onda imamo
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 1=cos
 (n+ 1 )x
 2sin
 n x
 2
 sinx
 2
 + cos2(n+ 1 )x
 2� sin2 (n+ 1 )x
 2
 =cos
 (n+ 1 )x
 2sin
 nx
 2
 sinx
 2
 + 1� 2 sin2 (n+ 1 )x2
 =cos
 (n+ 1 )x
 2sin
 nx
 2+ sin
 x
 2
 sinx
 2
 � 2 sin2 (n+ 1 )x2
 2=
 Kako je
 8>><>>:cos� sin� =
 1
 2(sin (�+ � )� sin (�� � ))
 sin�+ sin� = 2 sin�+ �
 2cos
 �� �2
 onda imamo
 2=
 1
 2
 �sin
 ( 2n+ 1 )x
 2� sin x
 2
 �+ sin
 x
 2
 sinx
 2
 � 2 sin2 (n+ 1 )x2
 =sin
 ( 2n+ 1 )x
 2� sin x
 2+ 2 sin
 x
 2
 2 sinx
 2
 � 2 sin2 (n+ 1 )x2
 =sin
 ( 2n+ 1 )x
 2+ sin
 x
 2
 2 sinx
 2
 � 2 sin2 (n+ 1 )x2
 =
 2 sin
 �1
 2
 ( 2n+ 2 )x
 2
 �cos
 �1
 2
 2nx
 2
 �2 sin
 x
 2
 � 2 sin2 (n+ 1 )x2
 =sin
 (n+ 1 )x
 2cos
 nx
 2
 sinx
 2
 � 2 sin2 (n+ 1 )x2
 =sin
 (n+ 1 )x
 2
 sinx
 2
 �cos
 nx
 2� 2 sin (n+ 1 )x
 2sin
 x
 2
 �3=
 Kako je sin� sin� =1
 2(cos (�� � )� cos (�+ � )) onda imamo
 3=sin
 (n+ 1 )x
 2
 sinx
 2
 �cos
 nx
 2� 2 1
 2
 �cos
 nx
 2� cos (n+ 2 )x
 2
 ��
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 =cos
 (n+ 2 )x
 2sin
 (n+ 1 )x
 2
 sinx
 2
 67) Ako je x 6= m�
 2km 2 Z k = 0; 1; 2; : : : ; n tada matematiµckom indukc-
 ijom dokaµzimo da je
 (1)1
 sin 2x+
 1
 sin 4x+
 1
 sin 8x+ � � �+ 1
 sin 2n x= ctg x� ctg 2n x
 Za n = 1 relacija (1) je taµcna jer se tada dobija
 1
 sin 21 x=
 1
 sin 2x=sin2 x+ cos2 x
 sin 2x=2 cos2 x� cos2 x+ sin2 x
 sin 2x
 =2 cos2 x�
 cos 2xz }| {�cos2 x� sin2 x
 �sin 2x
 =2 cos2 x
 2 sinx cosx� cos 2xsin 2x
 = ctg x� ctg 2x
 Dodavanjem1
 sin 2n+1 xobema stranama jednakosti dobijamo
 1
 sin 2x+
 1
 sin 4x+
 1
 sin 8x+ � � �+ 1
 sin 2n x+
 1
 sin 2n+1 x
 = ctg x� ctg 2n x+ 1
 sin 2n+1 x
 1=
 Kako je sin 2n+1 x = sin�2n � 21
 �x = sin 2 � 2n x = 2 sin 2n x cos 2n x onda
 imamo
 1= ctg x� cos 2
 n x
 sin 2n x+
 1
 2 sin 2n x cos 2n x= ctg x+
 1� 2 cos 2n x cos 2n x2 sin 2n x cos 2n x
 = ctg x+
 1z }| {sin2 2n x+ cos2 2n x� 2 cos2 2n x
 sin 2n+1 x= ctg x� cos
 2 2n x� sin2 2n xsin 2n+1 x
 = ctg x� cos 2 � 2n x
 sin 2n+1 x
 2= Kako je cos 2 � 2n x = cos 21 � 2n x = cos 2n+1 x
 onda dobijamo 2= ctg x� cos 2
 n+1 x
 sin 2n+1 x= ctg x� ctg 2n+1 x
 68) Matematiµckom indukcijom dokaµzimo da je
 (1) cosx
 21� cos x
 22� cos x
 23� � � cos x
 2n=
 sinx
 2n sinx
 2n
 Za n = 1 relacija (1) je taµcna jer se tada dobija
 cosx
 21= cos
 x
 2=
 sinx
 21 sinx
 21
 =sin 2
 x
 2
 2 sinx
 2
 =2 sin
 x
 2cos
 x
 2
 2 sinx
 2
 = cosx
 2
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 Ako obe strane prethodne relacije pomnoµzimo sa cosx
 2n+1tada dobijamo
 cosx
 21� cos x
 22� cos x
 23� � � cos x
 2ncos
 x
 2n+1=
 sinx
 2n sinx
 2n
 cosx
 2n+11=
 Kako je sinx
 2n= sin 2
 x
 21 � 2n = sin 2x
 2n+1= 2 sin
 x
 2n+1cos
 x
 2n+1onda imamo
 1=
 sinx cosx
 2n+1
 2n � 2 sin x
 2n+1cos
 x
 2n+1
 =sinx
 2n � 21 sin x
 2n+1
 =sinx
 2n+1 sinx
 2n+1
 69) Matematiµckom indukcijom dokaµzimo Moavrovu formulu
 (1) ( cosx+ i sinx )n= cosnx+ i sinnx gde je i2 = � 1
 Za n = 1 relacija (1) je taµcna jer se tada dobija
 (cosx+ i sinx )1= cos 1x+ i sin 1x = cosx+ i sinx
 Ako obe strane prethodne relacije pomnoµzimo sa cosx+ i sinxtada dobijamo
 (cosx+ i sinx )n(cosx+ i sinx) = (cosnx+ i sinnx) (cosx+ i sinx)
 = cosnx cosx+ i sinnx cosx+ cosnx � i sin x+ i2 sinnx sinx= cosnx cosx� sinnx sinx+ i (sinnx cosx+ cosnx sinx ) 1
 = Kako je
 cos� cos� � sin� sin� = cos (�+ � ) odnosnosin� cos� + cos� sin� = sin (�+ � ) onda imamo1= cos (nx+ x ) + i sin (nx+ x ) = cos (n+ 1 )x+ i sin (n+ 1 )x
 70) Matematiµckom indukcijom dokaµzimo binomnu formulu
 P(n) = ( a+ b )n=
 �n
 0
 �an+
 �n
 1
 �an�1 b+
 �n
 2
 �an�2 b2+ � � �+
 �n
 k
 �an�k bk+ � � �
 +
 �n
 n� 2
 �a2 bn�2 +
 �n
 n� 1
 �a bn�1 +
 �n
 n
 �bn odnosno
 P(n) = ( a+ b )n=
 nXk=0
 �n
 k
 �an�k bk gde su
 (a; b realni brojevi (R)
 n prirodan broj (R) Kako je�n
 k
 �=
 �n
 k
 �(n� k )!(n� k )!
 =n (n� 1 ) (n� 2 ) � � � (n� ( k � 1 ))
 k!
 (n� k ) (n� ( k + 1 )) � � � 2 � 1(n� k )!
 =n (n� 1 ) (n� 2 ) � � � (n� ( k � 1 )) (n� k ) (n� ( k + 1 )) � � � 2 � 1
 k! (n� k )!=
 n!
 k! (n� k )! onda imamo
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 �n
 k
 �+
 �n
 k � 1
 �=
 n!
 k! (n� k )! +n!
 ( k � 1 )! (n� ( k � 1 ))!
 =n!
 k ( k � 1 )! (n� k )! +n!
 ( k � 1 )! (n� ( k � 1 )) (n� k )!
 =n!
 ( k � 1 )! (n� k )!
 �1
 k+
 1
 n� ( k � 1 )
 �=
 n!
 ( k � 1 )! (n� k )!n� (k � 1) + kk (n� (k � 1))
 =n!
 ( k � 1 )! (n� k )!n+ 1
 k (n� ( k � 1 )) =n! (n+ 1 )
 k ( k � 1 )!| {z }k!
 (n� ( k � 1 )) (n� k )!| {z }(n�( k�1 ))!
 =(n+ 1 )!
 k! (n� ( k � 1 ))! =(n+ 1 )!
 k! ((n+ 1 )� k )! Kako je
 n!
 k! (n� k )! =�n
 k
 �k 6 n onda imamo
 �n
 k
 �+
 �n
 k � 1
 �=
 �n+ 1
 k
 �
 Kako je 0! = 1; 1! = 1; a0 = 1; b0 = 1;�n
 0
 �= 1;
 �n
 n
 �= 1 onda za
 n = 1 imamo
 P(1) = ( a+ b )1=
 1Xk=0
 �1
 k
 �a1�k bk =
 �1
 0
 �a1�0 b0 +
 �1
 1
 �a1�1 b1 =
 1
 0!a1 +
 1
 1!b1
 = a+ b
 Ako jednakost P(n) pomnoµzimo sa ( a+ b ) tada dobijamo
 P(n+1) = ( a+ b )n+1
 =n+1Xk=0
 �n+ 1
 k
 �an+1�k bk
 Prema ( a+ b )n+1
 = ( a+ b )n( a+ b ) = a ( a+ b )
 n+ b ( a+ b )
 n imamo
 a ( a+ b )n+ b ( a+ b )
 n= a
 nXk=0
 �n
 k
 �an�k bk + b
 nXk=0
 �n
 k
 �an�k bk
 =nXk=0
 �n
 k
 �an+1�k bk +
 nXk=0
 �n
 k
 �an�k bk+1 =
 =
 �n
 0
 �an+1 +
 �n
 1
 �a(n+1)�1 b+
 �n
 2
 �a(n+1)�2 b2 + � � �+
 �n
 k
 �a(n+1)�k bk +
 +
 �n
 k + 1
 �a(n�1)�(k+1) bk+1 + � � �+
 �n
 n
 �abn +
 �n
 0
 �an b+
 �n
 1
 �an�1 b2 + � � �
 +
 �n
 k � 1
 �an�k+1 bk +
 �n
 k
 �an�k bk+1 + � � �+
 �n
 n� 1
 �abn +
 �n
 n
 �bn+1 =
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 =
 �n
 0
 �an+1 +
 �n
 1
 �an b+
 �n
 0
 �an b+
 �n
 2
 �an�1 b2 +
 �n
 1
 �an�1 b2 + � � �
 +
 �n
 k
 �an+1�k bk +
 �n
 k � 1
 �an+1�k bk +
 �n
 k + 1
 �an�k bk+1+
 +
 �n
 k
 �an�k bk+1 + � � �+
 �n
 n
 �abn +
 �n
 n� 1
 �abn +
 �n
 n
 �bn+1 =
 = an+1 +
 �n
 1
 �+
 �n
 0
 �!an b+
 �n
 2
 �+
 �n
 1
 �!an�1 b2 + � � �
 +
 �n
 k
 �+
 �n
 k � 1
 �!an+1�k bk +
 �n
 k + 1
 �+
 �n
 k
 �!an�k bk+1 + � � �
 +
 �n
 n
 �+
 �n
 n� 1
 �!abn + bn+1 =
 = an+1 +nXk=1
 �n
 k
 �+
 �n
 k � 1
 �!an+1�k bk + bn+1 =
 =
 �n+ 1
 0
 �an+1 +
 nXk=1
 �n+ 1
 k
 �!an+1�k bk +
 �n+ 1
 n+ 1
 �bn+1 =
 =n+1Xk=0
 �n+ 1
 k
 �an+1�k bk µcime je dokazano da binomna formula
 ( a+ b )n=
 nXk=0
 �n
 k
 �an�k bk vaµzi za svaki prirodan broj n
 Kratak pregled prethodnih formula
 1� 1 + 2 + 3 + � � �+ n = 1
 2n (n+ 1 )
 2� 1 + 2 + � � �+ (n� 1 ) = 1
 2(n� 1 )n n > 2
 3� Kako je
 8><>:1 + 2 + 3 + � � �+ n = 1
 2n (n+ 1 ) onda imamo
 1 + 2 + � � �+ (n� 1 ) = 1
 2(n� 1 )n n > 2
 4� 1 + 3 + 5 + � � �+ ( 2n� 1 ) = n2
 5� 1 + 3 + 5 + � � �+ ( 2n� 1 ) = 1
 2n ( 1 + ( 2n� 1 ))
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 6� 2 + 4 + 6 + � � �+ 2n = 1
 2n ( 2 + 2n )
 7� 3 + 6 + 9 + � � �+ 3n = 3
 2
 �n2 + n
 �8� 1 + 3 + 6 + 10 + � � �+ 1
 2n (n+ 1 ) =
 1
 6n (n+ 1 ) (n+ 2 )
 9� 12 + 22 + 32 + � � �+ n2 = 1
 6n (n+ 1 ) ( 2n+ 1 )
 10� Kako je
 8><>:12 + 22 + 32 + � � �+ n2 = 1
 6n (n+ 1 ) ( 2n+ 1 ) onda imamo
 12 + 22 + 32 + � � �+ (n� 1 )2 = 1
 6(n� 1 )n ( 2n� 1 )
 11� 13 + 23 + 33 + � � �+ n3 = 1
 4n2 (n+ 1 )
 2
 12� 1 + 2 + 22 + 23 + � � �+ 2n�1 = 2n � 1
 13� 13 + 33 + 53 + � � �+ ( 2n� 1 )3 = n2�2n2 � 1
 �14� 12 + 32 + 52 + � � �+ ( 2n� 1 )2 = 1
 3n�4n2 � 1
 �
 15� Kako je
 8><>:12 + 22 + 32 + � � �+ n2 = 1
 6n (n+ 1 ) ( 2n+ 1 ) onda imamo
 12 + 22 + 32 + � � �+ ( 2n )2 = 1
 62n ( 2n+ 1 ) ( 4n+ 1 )
 16� 12 + 32 + 52 + � � �+ ( 2n+ 1 )2 = 1
 3(n+ 1 ) ( 2n+ 1 ) ( 2n+ 3 )
 17� 22 + 42 + � � �+ ( 2n )2 = 2
 3n (n+ 1 ) ( 2n+ 1 )
 18� 14 + 24 + 34 + � � �+ n4 = 1
 30n (n+ 1 ) ( 2n+ 1 )
 �3n2 + 3n� 1
 �19� 1 + q + q2 + � � �+ qn�1 = qn � 1
 q � 1 q 6= 1
 20� 1 � 2 + 2 � 3 + 3 � 4 + � � �+ n (n+ 1 ) = 1
 3n (n+ 1 ) (n+ 2 )
 21� 1 � 2 � 3 + 2 � 3 � 4 + � � �+ n (n+ 1 ) (n+ 2 )
 22� 1 � 1 + 3 � 4 + 5 � 7 + � � �+ ( 2n� 1 ) ( 3n� 2 ) = 1
 2n�4n2 � n� 1
 �23� a+ ( a+ d ) + ( a+ 2d ) + � � �+ ( a+ (n� 1 ) d ) = 1
 2n ( 2a+ (n� 1) d )
 24�1
 21+1
 22+ � � �+ 1
 2n= 1� 1
 2n
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 25�1
 1 � 2 +1
 2 � 3 +1
 3 � 4 + � � �+1
 n (n+ 1 )=
 n
 n+ 1
 26�1
 1 � 2 +1
 2 � 3 + � � �+1
 (n� 2 ) (n� 1 ) =n� 2n� 1
 27�1
 1 � 3 +1
 3 � 5 + � � �+1
 ( 2n� 1 ) ( 2n+ 1 ) =n
 2n+ 1
 28�1
 1 � 2 � 3 +1
 2 � 3 � 4 + � � �+1
 n (n+ 1 ) (n+ 2 )=1
 2
 �1
 2� 1
 (n+ 1 ) (n+ 2 )
 �
 29�12
 1 � 3 +22
 3 � 5 + � � �+n2
 ( 2n� 1 ) ( 2n+ 1 ) =n (n+ 1 )
 2 ( 2n+ 1 )
 30�2
 2 + 1+
 22
 22 + 1+ � � �+ 2n
 22n�1 + 1= 2� 2n+1
 22n � 1
 31� 1 � 1! + 2 � 2! + � � �+ n � n! = (n+ 1 )!� 1
 32�1
 2!+2
 3!+3
 4!+ � � �+ n� 1
 n!= 1� 1
 n!n > 2
 33� sinx+ sin 3x+ sin 5x+ � � �+ sin ( 2n� 1 )x = sin2 nx
 sinx
 34� cosx+ cos 3x+ cos 5x+ � � �+ cos ( 2n� 1 )x = sin 2nx
 2 sinx
 35� sinx+ sin 2x+ sin 3x+ � � �+ sinnx =sin
 (n+ 1 )x
 2sin
 nx
 2
 sinx
 2
 x 6= 2k�
 36� cosx+ cos 2x+ cos 3x+ � � �+ cosnx =cos
 (n+ 1 )x
 2sin
 nx
 2
 sinx
 2
 x 6= 2k�
 37�1
 sin 2x+
 1
 sin 4x+
 1
 sin 8x+ � � �+ 1
 sin 2n x= ctg x�ctg 2n x
 8>><>>:x 6= m�
 2k
 m 2 Zk = 0; 1; 2; : : :
 38� cosx
 21� cos x
 22� cos x
 23� � � cos x
 2n=
 sinx
 2n sinx
 2n
 39� ( cosx+ i sinx )n= cosnx+ i sinnx i2 = � 1
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 40� ( a+ b )n=
 nXk=0
 �n
 k
 �an�k bk
 (a; b realni brojevi (R)
 n prirodan broj (N)
 71) Matematiµckom indukcijom dokaµzimo da je relacija
 (1) 32�n � 1 deljiva sa 8 za svaki prirodan broj n > 1Za n = 1 imamo 32�1 � 1 = 9� 1 = 8 �to je zaista deljivo sa 8
 Uz pretpostavku da je broj (1) deljiv sa 8 i za n = k k > 1 onda je
 (2) 32�k � 1 = 8 � a a 2 N
 Dokaµzimo da isto vaµzi i za n = k + 1 kada levu i desnu stranu jednakostipomnoµzimo sa 3(1+1) = 32 µcime dobijamo�32k � 1
 �32 = 8 � a � 32 odnosno
 32k � 32 � 32 = 32(k+1) � 9 = 72a odakle je
 32(k+1) � 1 = 72a+ 8 = 8 ( 9a+ 1 )
 Dakle, relacija 32�k � 1 je deljiva sa 8 za svaki prirodan broj n > 1
 72) Matematiµckom indukcijom dokaµzimo da je broj
 (1) n (n+ 1 ) (n+ 2 ) deljiv sa 6 za svaki prirodan broj n > 1Za n = 1 imamo
 1 ( 1 + 1 ) ( 1 + 2 ) = 1 � 2 � 3 = 6 �to je zaista deljivo sa 6
 Uz pretpostavku da je broj (1) deljiv sa 6 i za n = k k > 1 imamo
 (2) k ( k + 1 ) ( k + 2 ) = 6 a a 2 N
 Dokaµzimo da isto vaµzi i za n = k + 1 kada imamo
 ( k + 1 ) ( k + 2 ) ( k + 3 ) = (( k + 1 ) ( k + 2 )) k + (( k + 1 ) ( k + 2 )) 3
 = k ( k + 1 ) ( k + 2 )| {z }6a
 + 3 ( k + 1 ) ( k + 2 )
 �to je deljivo sa 6 jer je 6a deljivo sa 6 po pretpostavci dok je 3 ( k + 1 ) ( k + 2 )deljivo sa 6 zato �to je ( k + 1 ) ( k + 2 ) proizvod dva susedna broja od kojih jejedan paran i koji pomnoµzen sa 3 �daje�broj deljiv sa 6 Dakle, zbir dva brojadeljivih sa 6 saµcinjava broj deljiv sa 6 µcime je dokazano da je broj (1) deljiv sa6 za svaki prirodan broj n > 1
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 Graniµcne vrednostiMatematiµcka analiza ima veliki broj pojmova od kojih su najvaµznija dva:a) Pojam funkcije b) Pojam graniµcne vrednostiPojam funkcije je i intuitivno jasan iako postoje precizne de�nicije, naroµcito alg-ebarske, pomocu Dekartovog proizvoda. Me�utim, pojam graniµcne vrednosti jedosta sloµzeniji. Na jednom elementarnom primeru poku�acemo da se pribliµzimopojmu graniµcne vrednosti.
 Izraµcunajmox2 � 4x� 2 za x = 2 Odmah vidimo da dobijamo
 0
 0a znamo da de-
 liti nulom nema smisla! Posmatrajmo isti primer na sledeci naµcin.
 x2 � 4x� 2
 x=2==
 (x+ 2) (x� 2)x� 2
 x=2== (x+ 2) = 2+2 = 4 Dati koliµcnikmoµzemo izraµcu-
 nati ako umesto 0 u imeniocu imamo neku �koliµcinu�, bilo koliko malu.Pretpostavimo da je x�2 = � gde je bitno da koliµcina � postoji (ma koliko onabila mala) da bi se njome moglo izvr�iti delenje.
 Iz x� 2 = � imamo x = 2 + � kada zamenom dobijamo
 x2 � 4x� 2 =
 (2 + �)2 � 4�
 =4 + 4� + �2 � 4
 �=� (4 + �)
 �= 4 + �
 Kako je � vrlo mala ili koliko god hocemo mala koliµcina dobijamo rezultat kojije u najvecoj pribliµznosti sa prethodno dobijenim rezultatom (4)Sliµcno dobijamo i za x� 2 = � � odakle je x = 2� � odnosno
 x2 � 4x� 2 =
 (2� �)2 � 4� � =
 4� 4� + �2 � 4� � =
 � (4� �)�
 = 4� �
 Ako treba deliti nulom, onda izme�u promenljive i vrednosti koju promenljivatreba da uzme, mora ostati ma koliko mala koliµcina (veliµcina) da bi se sa njommogla izvr�iti deoba. Vidimo da se promenljiva x moµze pribliµzavati vrlo blizubroju 2 ali da tu vrednost ne moµze da uzme jer bi time nestala mogucnost dapostoji i ona najmanja koliµcina sa kojom bi se moglo izvr�iti delenje.Kada bi (eventualno!) promenljiva x uzela vrednost 2 tada bi imali 2� 2 = 0pa 0 pokazuje odsustvo i najmanje koliµcine sa kojom se moµze izvr�iti delenje.Dakle, nije te�ko zakljuµciti da je granica za x u datom primeru bila 2
 Za promenljivu x kaµzemoda ima granicu a ako postoji jx� a j < " gde je " ko-liko god hocemo mala veliµcina.Oznaµcavanje sa jx� a j pokazuje da nije u pitanjuznak te beskonaµcno male veliµcine vec je bitno da ona postoji jer se tada ope-racija delenja moµze obaviti. Kada su " i � beskonaµcno male veliµcine, tada oznake
 jx� a j < " i x�a = � ili x = a+� i x = a�� oznaµcavaju da je za promenljivux granica a Upotreba oznake (lim) za re�avanje prethodnog primera
 limx!2
 x2 � 4x� 2 = 4 potiµce od latinske reµci limes - itis i pokazuje da neki izraz ili
 funkcija y teµze nekoj svojoj granici dok x teµzi nekoj svojoj.
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 Napomena! U matematici je (i ne samo u matematici) bitnije o svemurazmisliti nego mehaniµcki ispisivati veliki broj stranica.
 Nizovi - osnovni pojmoviAko na mesto svakog prirodnog broja 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; : : : ; n : : : stavimoneki realan broj an onda dobijamo niz brojeva
 a1; a2; a3; : : : ; an : : : gde su brojevi a1; a2; a3; : : : µclanovi niza a n je indeks
 µclana. De�nisani niz brojeva ima beskonaµcno mnogo µclanova me�u kojima moµzebiti i jednakih. Numerisanje µclanova niza moµzemo poµceti bilo kojim celim bro-jem. Dakle, niz je skup brojeva oznaµcen prirodnim nizom brojeva
 a1; a2; a3; : : : ; an : : : ure�enim tako da svakom broju pripada odre�eni rang.
 Zavisnost od ranga (ili zakona niza) isti je za sve µclanove niza i on de�ni�e n tiµclan niza u funkciji od n odnosno bilo koji µclan niza u funkciji od ranga.Pogledajmo neke izuzetno vaµzne nizove.
 Aritmetiµcka progresija je niz brojeva a1; a2; a3; a4; : : : ; an : : : gde je razlikaizme�u bilo koja dva uzastopna broja konstantna,
 odnosno
 8>>>>>>><>>>>>>>:
 a2 � a1 = d
 a3 � a2 = d
 a4 � a3 = d...an � an�1 = d
 odakle je
 8>>>>>>><>>>>>>>:
 a2 = a1 + d = a1 + d
 a3 = a2 + d = a1 + 2 d
 a4 = a3 + d = a1 + 3 d...an = an�1 + d = a1 + (n� 1) d
 pa prva osnovna formula aritmetiµcke progresije glasi an = a1 + (n� 1) dNapi�imo zbir µclanova aritmetiµcke progresije poµcinjuci od prvog a zatim od pos-lednjeg µclana, kada imamo
 Sn = a1 + a1 + d+ a1 + 2 d+ a1 + 3 d+ � � �+ a1 + (n� 1) d odnosno
 Sn = an+an�d+an�2 d+an�3 d+ � � �+an� (n� 1) d odakle sabiranjem
 levih i desnih strana dobijamo 2Sn = n(a1 + an) odnosno Sn =1
 2n(a1 + an)
 �to je druga osnovna formula aritmetiµcke progresije.
 Primer: 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10 =1
 210 (1 + 10) = 55
 Geometrijska progresija je niz brojeva a1; a2; a3; a4; : : : ; an : : : gde je koli-µcnik izme�u bilo koja dva susedna µclana konstantan, odnosno
 a2a1=a3a2=a4a3= � � � = q odakle je
 8>>>>>>><>>>>>>>:
 a2 = a1 q
 a3 = a2 q = (a1 q) q = a1 q2
 a4 = a3 q =�a1 q
 2�q = a1 q
 3
 ...an = a1 q
 n�1
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 Formulu zbira geometrijske progresije dobijamo ako od relacije
 Sn = a1 + a1 q + a1 q2 + a1 q
 3 + � � �+ a1 qn�1 oduzmemo relaciju
 Sn q = a1 q + a1 q2 + a1 q
 3 + a1 q4 + � � �+ a1 qn kada imamo
 Sn � Sn q = a1 + a1 q � a1 q + a1 q2 � a1 q2 + a1 q3 � a1 q3 + a1 q4 � a1 q4+
 + a1 qn�1 � a1 qn�1 � a1 qn = a1 � a1 qn odnosno
 Sn (1� q) = a1 (1� qn) odakle je Sn = a11� qn1� q
 Ako je q < 1 tada za velike vrednosti n; qn postaje izuzetno malo, pa pretho-dnu formulu moµzemo zameniti relacijom
 Sn = a11
 1� q koja za a1 = 1 �postaje�
 Sn =1
 1� q = 1 + q + q2 + q3 + q4 + � � �
 Poslednju relaciju koju nazivamo beskrajna geometrijska progresija moµzemodobiti i jednostavnimalgebarskim deljenjem kada za svako � 1 < q < 1 imamo1
 1� q = 1 : (1� q) = 1 + q + q2 + q3 + q4 + � � � Dakle,
 1
 1� x = 1 + x+ x2 + x3 + x4 + � � � � 1 < x < 1 Za x =
 1
 2imamo
 1
 1� 12
 = 1 +1
 2+1
 4+1
 8+1
 16+ � � � Sliµcno dobijamo
 1
 1 + x=
 1
 1� (�x) = 1 + (�x) + (�x)2 + (�x)3 + (�x)4 + (�x)5 + � � �
 = 1� x+ x2 � x3 + x4 � x5 + � � � � odnosno1
 1� xn = 1 + xn + (xn)
 2+ (xn)
 3+ (xn)
 4+ � � �
 = 1 + xn + x2n + x3n + x4n + � � � 0 < xn < 1 ili1
 1� x2 = 1 + x2 + x4 + x6 + � � � 0 < x2 < 1
 1
 1� 2x3 = 1 + 2x3 + 4x6 + 8x9 + � � � 0 < 2x3 < 1
 1
 1� 12x2= 1 +
 1
 2x2 +
 1
 4x4 +
 1
 8x6 + � � � 0 <
 1
 2x2 < 1 Dalje imamo
 1
 1 + xn=
 1
 1� (�xn) = 1 + (�xn) + (�xn)2 + (�xn)3 + (�xn)4 + � � �
 = 1� xn + x2n � x3n + x4n � � � �+
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 Napomena!Treba imati u vidu da prethodne relacije vaµze za � 1 < x < 1 jer senepaµznjom mogu dobiti i besmislena �re�enja�, kao na primer
 Za x = � 1) 1
 1� (� 1) = 1� 1 + 1� 1 + � � � )1
 26= 1� 1 + 1� 1 + � � �
 Za x = 2) 1
 1� 2 = 1 + 2 + 22 + 23 + � � � ) � 1 6= 1 + 2 + 22 + 23 + � � �
 Iz prethodne formule1� qn1� q = 1 + q + q2 + q3 + � � �+ qn�1 za q = 1 i sve
 konaµcne vrednosti n dobijamo1� 1n1� 1 = 1+ 1+ 1+ 1+ � � �+1 odnosno
 0
 0= n ? �to nije u redu pa ce kasn-
 ije biti vi�e analize sliµcnih sluµcajeva.
 Fibonacci-ev niz 1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; 34; 55; 89; : : : ima pravilnost de�nis-anu sa tri µclana ili xn+1 = xn + xn�1
 Za
 8>>>>>>>><>>>>>>>>:
 n = 1 ) 1 = 1 + 0
 n = 2 ) 2 = 1 + 1
 n = 3 ) 3 = 2 + 1
 n = 4 ) 5 = 3 + 2
 n = 5 ) 8 = 5 + 3 i tako �redom�.
 Pored nizova koji su ure�eni nekom funkcionalnom vezom ima i onih nizova kodkojih se pravilnost ne moµze prikazati nikakvom funkcionalnom vezom kao kodniza prostih, odnosno primitivnih brojeva
 1 ; 2; 3; 5; 7; 11; 13; 17; 19; 23; 29; 31; 37; 41; 43; : : :
 koji su deljivi sa 1 ili sa samim sobom.
 Ako je svaki µclan nekog niza veci od prethodnog, tada je takav nizmonotonorastuci, kao na primer niz prirodnih brojeva
 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; : : : ili niz prostih brojeva
 1; 2; 3; 5; 7; 11; 13; 17; 19; 23; : : :
 Ako je svaki µclan nekog niza manji od prethodnog, tada je takav nizmonotonoopadajuci, kao na primer1
 1;1
 2;1
 3;1
 4;1
 5;1
 6;1
 7; � � �
 Kod monotono opadajucih nizova an se sve vi�e bliµzi nekoj odre�enoj graniµcnojvrednosti g koja postaje granica za an kada za izuzetno veliko n imamo
 j an � g j 6 " odnosno limn!1
 an = g gde je " bilo koliko malo.
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 Graniµcna vrednost nizaNeka je dat niz uz pomoc njegovog op�teg µclana (an) odnosno niz µciji je op�ti
 µclan, na primer an =n
 n+ 1Kako je lim
 n!+1
 1
 n= 0 onda imamo
 limn!+1
 an = limn!+1
 n
 n+ 1= lim
 n!+1
 n
 n
 �1 +
 1
 n
 � = limn!+1
 1
 1 +1
 n
 = 1
 Su�tina graniµcne vrednosti moµze se videti iz same de�nicije:
 De�nicija: Broj A je graniµcna vrednost niza (an) ako za svako " > 0 postojibroj N(") koji ima osobinu da je za svako n > N(") ispunjena nejednakostj an �A j < " odnosno nerazumljivim �matematiµckim�jezikom reµceno
 8 ( " > 0 ) 9N(") : 8 (n > N(")) ) j an �A j < "Primenimo ovu de�niciju na primeru niza an =
 n
 n+ 1U ovom sluµcaju je
 A = limn!+1
 an = 1 Neka je, na primer " = 10�6 jedan milioniti. Tada se ne-
 jednakost j an �A j < " svodi na���� n
 n+ 1� 1���� < 10�6 ili na 1
 n+ 1< 10�6
 Iz prethodnog je n+ 1 > 106 odnosno n > 999 999 Broj 999 999 je N(")
 Dakle, za svako n > 999 999 je j an �A j < " Ako uzmemo " = 10�9 tada je
 nejednakost u na�em sluµcaju j an �A j < " ispunjena za n > 999 999 999
 Ma koliko smanjivali " uvek dobijamo N(") takvo da je za n > N(") ispunjena
 nejednakost j an �A j < " odnosno pojam graniµcne vrednosti su�tinski sesastoji u �nadmetanju�" i N(") Ako smanjujemo " smanjuje se j an �A jjer je j an �A j < " pa an ! A Sa smanjivanjem "mi steµzemo interval okograniµcne vrednosti. Ako je A graniµcna vrednost niza an tada je lim
 n!+1an = A
 73) Primeri nizova gde je graniµcna vrednost limn!1
 an = 0
 1
 1;1
 2;1
 3;1
 4;1
 5; � � � ; 1
 n) an =
 1
 n) lim
 n!1an = lim
 n!1
 1
 n= 0
 1
 2;1
 4;1
 8;1
 16;1
 32; � � � ; 1
 2n) an =
 1
 2n) lim
 n!1an = lim
 n!1
 1
 2n= 0
 1
 3;1
 9;1
 27;1
 81;1
 243; � � � ; 1
 3n) an =
 1
 3n) lim
 n!1an = lim
 n!1
 1
 3n= 0
 Kod prethodnih primera vidimo da su vrednosti µclanova nizova sve bliµze nulipa se vrednosti µclanova tih nizova sve �gu�ce�nagomilavaju oko nule koju uovim sluµcajevima nazivamo taµckom nagomilavanja. Dakle, taµcka nagomila-vanja kod prethodnih nizova je 0. Primetimo da su graniµcne vrednosti µclan-ova prethodnih nizova lim
 n!1an = 0 manje od vrednosti bilo kog µclana tih
 nizova. Pogledajmo sledece primere !?
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 74) Primeri nizova gde je graniµcna vrednost limn!1
 an = 1
 1
 2;2
 3;3
 4;4
 5;5
 6; � � � ; n� 1
 n) an =
 n� 1n
 = 1� 1
 n)
 limn!1
 an = limn!1
 �1� 1
 n
 �= 1
 2
 1;3
 2;4
 3;5
 4;6
 5; � � � ; n+ 1
 n) an =
 n+ 1
 n= 1 +
 1
 n)
 limn!1
 an = limn!1
 �1 +
 1
 n
 �= 1
 Kod prethodnih primera vidimo da su vrednosti µclanova nizova sve bliµze jed-inici, pa se vrednosti µclanova tih nizova sve gu�ce�nagomilavaju oko jedinicekoju u ovim sluµcajevima nazivamo taµckom nagomilavanja. Kod prvog preth-odnog primera, vrednosti µclanova niza se pribliµzavaju jedinici sa leve stranea kod drugog primera, vrednosti µclanova niza se pribliµzavaju jedinici sa de-sne strane.75) Primeri nizova gde je graniµcna vrednost lim
 n!1an = 2
 5
 2;9
 4;17
 8;33
 16;65
 32; � � � ; 2 + 1
 2n) an = 2 +
 1
 2n)
 limn!1
 an = limn!1
 �2 +
 1
 2n
 �= 2
 Kod prethodnog primera, vrednosti µclanova niza se pribliµzavaju dvojci sa de-sne strane.Odmah primecujemo da je graniµcna vrednost µclanova prethodnogniza manja od vrednosti bilo kog µclana istog niza.Graniµcnu vrednost µclanova niza koja jemanja od vrednosti bilo kog µcla-na istog niza, nazivamo �donja�graniµcna vrednost niza (lim inferior)ili �donja� taµcka nagomilavanja i obeleµzavamo salim inf an = lim an = ` U prethodnom sluµcaju je ` = lim an = 2
 3
 2;7
 4;15
 8;31
 16;63
 32; � � � ; 2� 1
 2n) an = 2�
 1
 2n)
 limn!1
 an = limn!1
 �2� 1
 2n
 �= 2
 Kod prethodnog primera, vrednosti µclanova niza sepribliµzavaju dvojci sa levestrane.Odmahprimecujemoda je graniµcna vrednost µclanova prethodnog nizaveca od vrednosti bilo kog µclana istog niza.Graniµcnu vrednost µclanova niza koja je veca od vrednosti bilo kog µcla-na istog niza nazivamo �gornja�graniµcna vrednost niza (lim superior)ili �gornja� taµcka nagomilavanja i obeleµzavamo sa
 lim sup an = lim an = L U prethodnom sluµcaju je L = lim an = 2
 Dakle, ako je graniµcna vrednost µclanova niza manja od bilo kog µclanaistog niza, onda imamo donju graniµcnu vrednost niza ili donju taµckunagomilavanja, odnosno
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 lim inf an = lim an = `
 a ako je graniµcna vrednost µclanova niza veca od bilo kog µclana istogniza, tada imamo gornju graniµcnu vrednost niza ili gornju taµcku nago-milavanja, odnosnolim sup an = lim an = L
 Oba �sluµcaja�, odnosno
 (lim inf an = lim an = `
 lim sup an = lim an = L
 odre�ujemo raµcunom graniµcnih vrednosti, kada n!1Ako paµzljivo pogledamo niz
 1; � 1; 12; � 1
 2;1
 3; � 1
 3;1
 4; � 1
 4;1
 5; � 1
 5;1
 6; � 1
 6;1
 7; � 1
 7; : : :
 1
 n; � 1
 n; : : :
 onda vidimo da su njegovi µclanovi pozitivni i negativni ali po apsolutnoj vred-nosti opadaju i teµze ka nuli, pa je 0 graniµcna vednost ili taµcka gomilanjaprethodnog niza oko koje se njegovi µclanovi (ili taµcke) gomilaju i sa leve i sadesne strane.
 Levo od �donje�
 (graniµcne vrednosti `
 taµcke nagomilavanja `
 ili desno od �gornje�
 (graniµcne vrednosti L
 taµcke nagomilavanja L
 ograniµcen niz nema drugih graniµcnih vrednosti ili taµcaka nagomilavanja.
 Izme�u �donje�
 (graniµcne vrednosti `
 taµcke nagomilavanja `
 i �gornje�
 (graniµcne vrednosti L
 taµcke nagomilavanja L
 ograniµcen niz moµze imati i drugih taµcaka nagomilavanja.
 Napomena! Ne treba �me�ati�
 (�donju�graniµcnu vrednost (`) ili
 �gornju�graniµcnu vrednost (L)
 sa
 (�donjom�me�om ili granicom niza (m) ili
 �gornjom�me�om ili granicom niza (M )
 jer to su razliµciti pojmovi, kada za svako n niza an n = 1; 2; 3; : : : vaµze
 nejednakosti m < j anj odnosno M > j anjNizove kod kojih n ti µclan teµzi nekoj konaµcnoj odre�enoj vrednosti iligranici, nazivamo konvergentnim nizovima, za koje vaµzi relacijaj an+k � an j < " gde je " bilo koliko malo a neko odre�eno n i svako ksu prirodni brojevi. Ne zaboravimoda konvergentan niz ima samo je-
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 dnu taµcku nagomilavanja.
 Za sledece nizove µciji je op�ti µclan an odredimo
 (lim inf an (`)
 lim sup an (L)
 76) Za an = 1�1
 nimamo an =
 n� 1n
 ili
 1
 2;2
 3;3
 4;4
 5;5
 6;6
 7;7
 8; : : : ;
 n� 1n
 ; : : : odnosno
 limn!1
 an = limn!1
 �1� 1
 n
 �= 1 pa je
 (` = 0
 L = 1
 77) Za an = (� 1)n1
 nimamo
 � 1; 12; � 1
 3;1
 4; � 1
 5;1
 6; � 1
 7; : : : ; (� 1)n 1
 n; : : : odnosno
 8<:` = � 1
 L =1
 2
 78) Za an = (� 1)nn+ 2
 nimamo
 � 3; 2; � 53;3
 2; � 7
 5;4
 3; � 9
 7;5
 4; : : : ; (� 1)n n+ 2
 n; : : : odnosno
 (` = � 3
 L = 2
 79) Za an = (� 1)n1
 n+1 + (� 1)n
 2imamo
 � 1; 32; � 1
 3;5
 7; � 1
 5;7
 6; � 1
 7; : : : ; (� 1)n 1
 n+1 + (� 1)n
 2: : : ili
 8<:` = � 1
 L =3
 2
 Napi�imo nekoliko prvih µclanova niza µciji je op�ti µclan an
 80) Za an =1
 n+ 1imamo
 1
 2;1
 3;1
 4;1
 5;1
 6;1
 7; : : : ;
 1
 n+ 1: : :
 81) Za an =n
 n+ 1imamo
 1
 2;2
 3;3
 4;4
 5;5
 6;6
 7; : : : ;
 n
 n+ 1: : :
 82) Za an = (� 1)n1
 nimamo
 � 1; 12; � 1
 3;1
 4; � 1
 5;1
 6; � 1
 7; : : : ; (� 1)n 1
 n: : :
 83) Za an = (� 1)n +1
 nimamo
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 0;3
 2; � 2
 3;5
 4; � 4
 5;7
 6; � 6
 7;9
 8; � 8
 9; : : : ; (� 1)n + 1
 n: : :
 84) Za an = sinn�
 2imamo 1; 0; � 1; 0; 1; 0; � 1; : : : ; sinn �
 2: : :
 85) Za an = cosn�
 2imamo 0; � 1; 0; 1; 0; � 1; 0; 1; : : : ; cosn �
 2: : :
 86) Za an = sinn� imamo 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; : : : ; sinn� : : :
 87) Za an = cosn� imamo � 1; 1; � 1; 1; � 1; 1; � 1; 1; : : : ; cosn� : : :
 88) Za an = (� 1)n sinn� imamo 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; : : : ; (� 1)n sinn� : : :
 89) Za an = (� 1)n cosn� imamo 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; : : : ; (� 1)n cosn� : : :
 90) Za an = sin (2n� 1)�
 2imamo
 1; � 1; 1; � 1; 1; � 1; 1; � 1; 1; : : : ; sin (2n� 1) �2: : :
 91) Za an = cos (2n� 1)�
 2imamo
 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; : : : ; cos (2n� 1) �2: : :
 92) Za an =1
 2nsinn� imamo
 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; : : : ;1
 2nsinn� : : :
 93) Za an =1
 2ncosn� imamo
 � 12;1
 4; � 1
 8;1
 16; � 1
 32;1
 64; � 1
 128;1
 256; : : : ;
 1
 2ncosn� : : :
 Napi�imo prvih 7 µclanova niza µciji je op�ti µclan an
 94) Za an =
 8><>:1 +
 1
 nn -neparno 1; 3; 5; 7; 9; : : : ; (2n� 1) : : :
 1
 nn -parno 2; 4; 6; 8; 10; : : : ; (2n) : : : imamo
 2;4
 3;6
 5;8
 7;10
 9;12
 11;14
 13: : : ili
 1
 2;1
 4;1
 6;1
 8;1
 10;1
 12;1
 14: : : odnosno
 2;1
 2;4
 3;1
 4;6
 5;1
 6;8
 7: : :
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 95) Za a1 = 1 an = n an�1 n > 1 imamo
 1; 2 � 1; 3 � 2; 4 � 6; 5 � 24; 6 � 120; 7 � 720 : : : ili
 1; 2; 6; 24; 120; 720; 5040; : : : ili 1!; 2!; 3!; 4!; 5!; 6!; 7! : : :
 96) Za a1 = a2 = 1 an+1 = an + an�1 a > 2 imamo
 a1 = 1 a5 = a4 + a3 = 3 + 2 = 5
 a2 = 1 a6 = a5 + a4 = 5 + 3 = 8
 a3 = a2 + a1 = 1 + 1 = 2 a7 = a6 + a5 = 8 + 5 = 13
 a4 = a3 + a2 = 2 + 1 = 3 odnosno 1; 1; 2; 3; 5; 8; 13 : : :
 Odredimo op�te µclanove sledecih nizova datih sa nekoliko prvih µclanova.
 97) Za
 8><>:1
 2;1
 4;1
 8;1
 16;1
 32;1
 64;1
 128: : : imamo
 1
 21;1
 22;1
 23;1
 24;1
 25;1
 26;1
 27; : : : ;
 1
 2n: : :
 98) Za
 8><>:2;3
 2;4
 3;5
 4;6
 5;7
 6: : : imamo
 1 + 1
 1;2 + 1
 2;3 + 1
 3;4 + 1
 4;5 + 1
 5;6 + 1
 6; : : : ;
 n+ 1
 n: : :
 99) Za1
 2; � 2
 3;3
 4; � 4
 5;5
 6; � 6
 7;7
 8: : : imamo
 1
 1 + 1; (� 1) 2
 2 + 1;
 3
 3 + 1; (� 1) 4
 4 + 1;
 5
 5 + 1; (� 1) 6
 6 + 1; : : : ; (� 1)n+1 n
 n+ 1
 100) Za
 8<: 1; 0; � 1; 0; 1; 0; � 1; : : : imamo
 sin 1�
 2; sin 2
 �
 2; sin 3
 �
 2; sin 4
 �
 2; sin 5
 �
 2; sin 6
 �
 2; : : : ; sinn
 �
 2
 101) Za
 8<: 0; � 1; 0; 1; 0; � 1; 0; : : : imamo
 cos 1�
 2; cos 2
 �
 2; cos 3
 �
 2; cos 4
 �
 2; cos 5
 �
 2; cos 6
 �
 2; : : : ; cosn
 �
 2
 102) Izuzetno vaµzno!! Bernolijeva nejednakost !!!Ako je h > � 1 odnosno 1 + h > 0 h2 > 0 tada imamo
 ( 1 + h )2= 1 + 2h+ h2 odakle je ( 1 + h )2 > 1 + 2h
 Mnoµzenjem obe strane prethodne nejednakosti sa 1 + h dobijamo
 ( 1 + h )3> ( 1 + 2h ) ( 1 + h ) = 1 + 3h+ 2h2 odnosno ( 1 + h )
 3> 1 + 3h
 Mnoµzenjem obe strane prethodne nejednakosti sa 1 + h dobijamo
 ( 1 + h )4> ( 1 + 3h ) ( 1 + h ) = 1 + 4h+ 3h2 odnosno ( 1 + h )
 4> 1 + 4h
 Za svaki prirodan broj n > 1 vaµzi Bernolijeva nejednakost
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 ��� ( 1 + h )n> 1 + nh h > � 1
 103) Odredimo monotonost niza an =
 �1 +
 1
 n
 �nKako je
 an+1an
 =
 �1 +
 1
 n+ 1
 �n+1�1 +
 1
 n
 �n =
 �n+ 1 + 1
 n+ 1
 �n+1�n+ 1
 n
 �n =
 �n+ 2
 n+ 1
 �n+1�n+ 1
 n
 �n+1 n+ 1n=
 n (n+ 2)
 (n+ 1)2
 !n+1n+ 1
 n=
 �n2 + 2n
 n2 + 2n+ 1
 �n+1n+ 1
 n
 =
 �n2 + 2n+ 1� 1n2 + 2n+ 1
 �n+1n+ 1
 n=
 1� 1
 (n+ 1 )2
 !n+1n+ 1
 n
 onda prema Bernolijevoj nejednakosti ( 1 + h )n > 1 + nh imamo
 an+1an
 =
 1� 1
 (n+ 1 )2
 !n+1n+ 1
 n>
 1� 1
 (n+ 1 )2 (n+ 1 )
 !n+ 1
 n
 =
 �1� 1
 n+ 1
 �n+ 1
 n=n+ 1� 1n+ 1
 n+ 1
 n=
 n
 n+ 1
 n+ 1
 n= 1
 odnosnoan+1an
 > 1 pa je an < an+1 Dakle, niz an je monotono rastuci.
 104) Odredimo monotonost niza an =
 �1 +
 1
 n
 �n+1Kako je
 anan+1
 =
 �1 +
 1
 n
 �n+1�1 +
 1
 n+ 1
 �n+2 =�n+ 1
 n
 �n+1�n+ 2
 n+ 1
 �n+2 =�n+ 1
 n
 �n+2�n+ 2
 n+ 1
 �n+2 n
 n+ 1
 =
 (n+ 1 )
 2
 n (n+ 2)
 !n+2n
 n+ 1=
 �n2 + 2n+ 1
 n2 + 2n
 �n+2n
 n+ 1=
 �1 +
 1
 n (n+ 2)
 �n+2n
 n+ 1
 onda prema Bernolijevoj nejednakosti ( 1 + h )n > 1 + nh imamo
 anan+1
 =
 �1 +
 1
 n (n+ 2 )
 �n+2n
 n+ 1>
 �1 +
 1
 n (n+ 2 )(n+ 2 )
 �n
 n+ 1
 =
 �1 +
 1
 n
 �n
 n+ 1=n+ 1
 n
 n
 n+ 1= 1 ili
 anan+1
 > 1 pa je an > an+1
 Niz an je monotono opadajuci.
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 Ispitajmo ograniµcenost i monotonost sledecih nizova
 105) Za niz1
 2nimamo
 8><>:1
 2 � 1 ;1
 2 � 2 ;1
 2 � 3 ;1
 2 � 4 ;1
 2 � 5 ; : : : ;1
 2n; : : : ili
 1
 2;1
 4;1
 6;1
 8;1
 10; : : : ;
 1
 2n; : : :
 Kako je 0 <1
 2n6 1
 2odnosno
 1
 2n>
 1
 2 (n+ 1)=
 1
 2n+ 2n 2 N
 onda je niz1
 2nograniµcen i monotono opadajuci.
 106) Za niz n
 n+ 1imamo
 8>><>>:1
 1 + 1;
 2
 2 + 1;
 3
 3 + 1;
 4
 4 + 1; : : : ;
 n
 n+ 1; : : : ili
 1
 2;2
 3;3
 4;4
 5; : : : ;
 n
 n+ 1; : : :
 Kako je 0 <n
 n+ 1< 1 odnosno
 n
 n+ 1<
 n+ 1
 (n+ 1) + 1=n+ 1
 n+ 2n 2 N
 onda je nizn
 n+ 1ograniµcen i monotono rastuci.
 107) Za niz n+ 1n+ 2
 imamo
 8>><>>:1 + 1
 1 + 2;2 + 1
 2 + 2;3 + 1
 3 + 2;4 + 1
 4 + 2; : : : ;
 n+ 1
 n+ 2; : : : ili
 2
 3;3
 4;4
 5;5
 6; : : : ;
 n+ 1
 n+ 2; : : :
 Kako je 0 <n+ 1
 n+ 2< 1 odnosno
 n+ 1
 n+ 2<(n+ 1) + 1
 (n+ 1) + 2=n+ 2
 n+ 3
 onda je nizn+ 1
 n+ 2ograniµcen i monotono rastuci.
 108) Za niz (� 1)n 1nimamo
 8><>:(�1)1 1
 1; (�1)2 1
 2; (�1)3 1
 3; : : : ; (�1)n 1
 n; : : :
 � 1; 12; � 1
 3; : : : ; (� 1)n 1
 n; : : :
 Kako je � 1 6 (� 1)n 1n6 1
 2onda niz (� 1)n 1
 n
 (jeste ograniµcen i
 nije monoton.
 109) Za niz 1� 2nimamo
 8><>:1� 2
 1; 1� 2
 2; 1� 2
 3; 1� 2
 4; : : : ; 1� 2
 n; : : : ili
 � 1; 0; 13;1
 2;3
 5; : : : ; 1� 2
 n; : : :
 Kako je � 1 6�1� 2
 n
 �< 1 odnosno
 �1� 2
 n
 �<
 �1� 2
 n+ 1
 �onda je niz
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 �1� 2
 n
 �ograniµcen i monotono rastuci.
 110) Za niz cosn�
 2imamo
 8><>:cos 1
 �
 2; cos 2
 �
 2; : : : ; cosn
 �
 2; : : : odnosno
 0; � 1; 0; 1; 0; � 1; 0; 1; : : : ; cosn �2; : : :
 Kako je � 1 6 cosn �26 1 onda je niz cosn
 �
 2ograniµcen i nije monoton.
 111) Za niz (� 1)n sinn �2
 imamo
 8><>:(�1)1 sin 1 �
 2; (�1)2 sin 2 �
 2; (�1)3 sin 3 �
 2; : : : ; (�1)n sinn �
 2; : : : ili
 � 1; 0; 1; 0; � 1; 0; 1; : : : ; (� 1)n sinn �2; : : :
 Kako je � 1 6 (� 1)n sinn �26 1 onda je niz (� 1)n sinn �
 2ograniµcen i nije
 monoton.
 112) Ispitajmo ograniµcenost niza n sinn
 n+ 1�
 Kako jen
 n+ 1=n+ 1� 1n+ 1
 = 1� 1
 n+ 1odnosno sin (� � x) = sinx onda
 imamo
 8>>>><>>>>:an = n sin
 �� � �
 n+ 1
 �= n sin
 �
 n+ 1ili
 j an j =����n sin �
 n+ 1
 ���� 6 n �
 n+ 1=
 �
 1 +1
 n
 < �
 pa je niz n sinn
 n+ 1� ograniµcen.
 113) Ispitajmo ograniµcenost niza n cosn
 2n+ 1� Kako je
 n
 2n+ 1=1
 2
 2n
 2n+ 1=1
 2
 2n+ 1� 12n+ 1
 =1
 2� 1
 4n+ 2odnosno
 cos� �2� x�= sinx onda imamo
 an = n cos
 ��
 2� �
 4n+ 2
 �= n sin
 �
 4n+ 2
 janj =����n sin �
 4n+ 2
 ���� = n sin �
 4n+ 26 n �
 4n+ 2=
 �
 4 +2
 n
 <�
 4
 pa je niz n cosn
 2n+ 1� ograniµcen.
 114) Ispitajmo ograniµcenost niza n sinn2
 n+ 1� Kako je
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 n2
 n+ 1= n
 n+ 1� 1n+ 1
 = n
 �1� 1
 n+ 1
 �= n� n+ 1� 1
 n+ 1= n� 1 + 1
 n+ 1
 onda imamo
 an = n sin
 �(n� 1)� + 1
 n+ 1�
 �Kako je sin (�+ �) = sin� cos� + cos� sin� odnosno
 sin
 �(n� 1)� + 1
 n+ 1�
 �= sin (n� 1)�| {z }
 0
 cos1
 n+ 1�+cos (n� 1)�| {z }
 (� 1)n+1
 sin1
 n+ 1�
 onda imamo an = n (� 1)n+1 sin�
 n+ 1odnosno
 janj =����n (� 1)n+1 sin �
 n+ 1
 ���� = ����n sin �
 n+ 1
 ���� 6 n �
 n+ 1=
 �
 1 +1
 n
 < �
 pa je niz n sinn2
 n+ 1� ograniµcen.
 115) Ispitajmo oganiµcenost niza n cosn2
 n+ 1� Kako je
 n2
 n+ 1= n� 1 + 1
 n+ 1onda imamo
 an = n cos
 �(n� 1)� + 1
 n+ 1�
 �Kako je
 cos (�+ �) = cos� cos� � sin� sin� odnosno
 cos
 �(n� 1)� + 1
 n+ 1�
 �=
 = cos (n� 1)�| {z }(� 1)n+1
 cos1
 n+ 1� � sin (n� 1)� sin 1
 n+ 1�| {z }
 0
 onda imamo
 an = n (� 1)n+1 cos�
 n+ 1odnosno
 j an j =����n (� 1)n+1 cos �
 n+ 1
 ���� = ����n cos �
 n+ 1
 ���� = n ����cos �
 n+ 1
 ����)(za n!1
 j an j ! 1
 pa niz n cosn2
 n+ 1� nije ograniµcen.
 Niz prirodnih brojeva (n) teµzi prema +1 odnosno divergira u uµzem smislu.Niz negativnih celih brojeva (�n) teµzi prema �1 odnosno divergira u uµz-em smislu.Me�utim, ako niz ne teµzi ni konaµcnoj granici ni beskonaµcnosti,onda on divergira u �irem smislu kao na primer niz
 1;5
 2;1
 3;3
 4;1
 5;13
 6;1
 7; : : : ;
 �1 +
 1
 n+ (� 1)n
 �; : : :
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 Odredimo taµcke nagomilavanja i konvergentnost sledecih nizova.
 116) Za niz an = (� 1)n1
 n) � 1; 1
 2; � 1
 3;1
 4; � 1
 5;1
 6; � 1
 7; : : : ; (� 1)n 1
 n; : : :
 Kako je limn!1
 an = limn!1
 (� 1)n 1n= 0 onda je 0 taµcka nagomilavanja datog
 niza pa je on konvergentan.
 117) Za niz an =n+ 1
 nimamo 2;
 3
 2;4
 3;5
 4;6
 5;7
 6; : : : ;
 n+ 1
 n; : : :
 Kako je limn!1
 an = limn!1
 n+ 1
 n= 1 onda je 1 taµcka nagomilavanja datog
 niza, pa je on konvergentan.
 118) Za niz an = (� 1)nn+ 2
 nimamo
 � 3; 2; � 53;3
 2; � 7
 5;4
 3; � 9
 7; : : : ; (� 1)n n+ 2
 n; : : :
 Kako je limn!1
 n+ 2
 n= 1; (� 1)n = � 1; 1; � 1; 1; � 1; 1; � 1; 1; : : :
 onda su � 1 i+1 taµcke nagomilavanja datog niza, izme�u kojih on divergira.
 119) Za niz an = cosn� imamo � 1; 1; � 1; 1; � 1; 1; � 1; 1; : : : ; cosn�; : : :
 Kako je cosn� = (� 1)n onda su � 1 i +1 taµcke nagomilavanja datog niza,izme�u kojih on divergira.
 120) Za niz an = (� 1)n sinn�
 2imamo
 � 1; 0; 1; 0; � 1; 0; 1; : : : ; (� 1)n sinn �2; : : :
 pa su � 1; 0 i +1 taµcke nagomilavanja datog niza izme�u kojih on divergira.
 121) Za niz an = (� 1)n+1�1 +
 1
 n
 �imamo
 2; � 32;4
 3; � 5
 4;6
 5; � 7
 6;8
 7; : : : ; (� 1)n+1
 �1 +
 1
 n
 �: : :
 Kako je (� 1)n+1 = 1; � 1; 1; � 1; 1; : : : limn!1
 �1 +
 1
 n
 �= 1
 onda su � 1 i +1 taµcke nagomilavanja datog niza, izme�u kojih on diver-gira.
 122) Za niz an = i2n imamo i2n =�i2�n=��p
 � 1�2 �n
 = (�1)n odnosno
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 � 1; 1; � 1; 1; � 1; 1; � 1; : : : ; (� 1)n ; : : :pa su � 1 i +1 taµcke nagomilavanja datog niza, izme�u kojih on divergira.Ispitajmo konvergenciju sledecih nizova
 123) Za niz an = 1 +1
 22+1
 32+1
 42+ � � �+ 1
 n2imamo
 an+1 = 1 +1
 22+1
 32+1
 42+ � � �+ 1
 n2| {z }an
 +1
 (n+ 1)2
 an+2 = 1 +1
 22+1
 32+1
 42+ � � �+ 1
 n2+
 1
 (n+ 1)2| {z }
 an+1
 +1
 (n+ 2)2
 an+k = 1+1
 22+1
 32+1
 42+ � � �+ 1
 n2+
 1
 (n+1)2 +
 1
 (n+2)2| {z }
 an+2
 + � � �+ 1
 (n+k)2 pa je
 an+1 � an| {z }>0
 =1
 (n+ 1)2 ; an+2 � an| {z }
 >0
 =1
 (n+ 1)2 +
 1
 (n+ 2)2 ili
 an+k � an| {z }>0
 =1
 (n+ 1)2 +
 1
 (n+ 2)2 + � � �+
 1
 (n+ k)2 odnosno
 an < an+1 < an+2 < an+3 < � � � < an+k k = 1; 2; 3; :::
 Dakle, dati niz monotono raste. Kako je
 j an j =���� 1 + 1
 2 � 2 +1
 3 � 3 +1
 4 � 4 + � � �+1
 n � n
 ���� <<
 ���� 1 + 1
 1 � 2 +1
 2 � 3 +1
 3 � 4 + � � �+1
 (n� 1 )n
 ����odnosno
 1
 (n+ 1 )n=n+ 1� n(n+ 1 )n
 =n+ 1
 (n+ 1 )n� n
 (n+ 1 )n=1
 n� 1
 n+ 1ili
 1
 1 � 2 = 1�1
 2;
 1
 2 � 3 =1
 2� 13;
 1
 3 � 4 =1
 3� 14;
 1
 (n� 1 )n =1
 n� 1 �1
 n
 onda imamo
 j an j =���� 1 + �1� 12
 �+
 �1
 2� 13
 �+
 �1
 3� 14
 �+ � � �+
 �1
 n� 1 �1
 n
 �����=
 ���� 1 + 1� 12 + 12 � 13 + 13 � 14 + � � �+ 1
 n� 1 �1
 n
 ���� = ���� 2� 1
 n
 ���� < 2pa je dati niz ograniµcen ili konvergentan.
 124) Za niz an =1
 2+1
 22+1
 23+ � � �+ 1
 2nimamo
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 an+1 =1
 2+1
 22+1
 23+ � � �+ 1
 2n| {z }an
 +1
 2n+1ili an < an+1 pa niz monotono raste
 Kako je an =1
 21+1
 22+1
 23+ � � �+ 1
 2n= 1� 1
 2nonda imamo
 janj =���� 12 + 1
 22+1
 23+ � � �+ 1
 2n
 ���� = ���� 1� 1
 2n
 ���� < 1pa je niz ograniµcen, odnosno konvergentan.
 STOP !!! Zadatak sa rezultatom koji pravolinijska �logika�nije oµcekivala!
 125) Kako je 1 + 2 + 3 + � � �+ n = 1
 2n (n+ 1 ) onda imamo
 1
 n2+2
 n2+3
 n2+ � � �+ n
 n2=(1+ 2 + 3 + � � �+ n) 1
 n2=1
 2n (n+1)
 1
 n2=1
 2
 �1+
 1
 n
 �pa za n!1 dobijamo
 1
 n2+2
 n2+3
 n2+ � � �+ n
 n2= lim
 n!1
 1
 2
 �1 +
 1
 n
 �=1
 2
 Kada n!1 tada je1
 n2+2
 n2+3
 n2+ � � �+ n
 n2=1
 2
 Obavezno uradimo sledece primere ispitivanja konvergencije nizova iodre�ivanja njihovih graniµcnih vrednosti
 ��� limn!1
 an Ako je dat stepeni niz
 a; a2; a3; a4; a5; : : : ; an; : : : gde je an = an
 tada za
 8<:a = 0 svi µclanovi imaju vrednost 0 pa je lim
 n!1an = 0
 a = 1 svi µclanovi imaju vrednost 1 pa je limn!1
 an = 1
 Za a > 1 imamo an+1 = an+1 = an a > an pa je niz uzlazan ili rastuci.
 Ako stavimo a = 1 + h ) an = (1 + h)n tada za a > 1 imamo h > 0 pa je
 ispunjen uslov za Bernulijevu nejednakost, kada jean = a
 n = (1 + h)n| {z }
 an
 > 1 + nh Kada n! +1 tada i (1 + nh)! +1
 a jo�vi�e an = (1 + h)n ! +1 jer je veci. Dakle, za a > 1 niz an besk-
 onaµcno raste, pa je divergentan, odnosno limn!1
 an = +1 a > 1
 Za a < 1 ili 0 < a < 1 imamo1
 a> 1 kada niz bn =
 �1
 a
 �nbeskonaµcno raste
 ali niz njegovih reciproµcnih vrednosti an teµzi ka nuli, pa imamo
 limn!1
 an = 0 0 < a < 1

Page 98
                        

Vukomir M Milinkovic Dalibor M Cosic Knjiga za samostalno pripremanje ispita 98
 Za a < 0 ili � 1 < a < 0 imamo j a j < 1 ) limn!1
 an = � limn!1
 j a jn = 0
 Za a = � 1 dobijamo niz � 1; 1; � 1; 1; � 1; 1; � 1; 1; : : : ; (� 1)n ; : : :koji ima dve taµcke nagomilavanja, pa nije konvergentan.
 Za a < � 1 niz j a jn beskonaµcno raste, odnosno on je neograniµcen sa obe
 strane ili divergentan pa je an(pozitivno za parno n
 negativno za neparno n
 Dakle, za a < � 1 imamo limn!1
 a2n = +1 odnosno limn!1
 a2n�1 = �1
 ��� limn!1
 npa Ako je dat niz
 a; 2pa; 3pa; 4pa; : : : ; n
 pa; : : : gde je an = n
 pa = a
 1n tada za a > 1 imamo
 an+1 = n+1pa = a
 1n+1 < an pa niz n
 pa monotono opada, odnosno
 a > 2pa > 3
 pa > 4
 pa > � � � > n
 pa > n+1
 pa > � � � > 1
 Ako stavimo npa = 1 + h ) a = (1 + h)
 n tada za a > 1 imamo h > 0 pa je
 ispunjen uslov za Bernolijevu nejednakost, kada jea = (1 + h)
 n> 1 + nh Kako je n
 pa = 1 + h onda za a > 1 i n! +1
 imamo h! 0 ili npa = (1 + h)! 1 odnosno lim
 n!1npa = 1 a > 1
 Za a < 1 ili 0 < a < 1 imamo
 a < 2pa < 3
 pa < 4
 pa < � � � < n
 pa < n+1
 pa < � � � < 1
 pa za a < 1 niz npa monotono raste.
 Ako a napi�emo u obliku a =1
 btada za a < 1 imamo b > 1 odnosno
 npa = n
 r1
 b=
 1npb
 Ako stavimo npb = 1 + h ) b = (1 + h)
 n tada za b > 1
 imamo h > 0 pa vaµzi Bernolijevanejednakost kada je b = (1 + h)n > 1 + nh
 Kako je npb = 1 + h onda za
 (b > 1 i n! +1 imamo
 h! 0 ili npb = (1 + h)! 1 odnosno
 limn!1
 npb = 1 b > 1 Sada je lim
 n!1npa =
 1
 1= 1 0 < a < 1
 Ako je
 8><>:0 < a < 1
 a > 0
 a > 1tada imamo lim
 n!1npa = 1
 ��� limn!1
 an
 nAko je dat niz a;
 a2
 2;a3
 3;a4
 4; : : : ;
 an
 n; : : : gde je an =
 an
 n
 tada za j a j < 1 imamo
 8<:limn!1
 an = 0 odnosno
 limn!1
 an = limn!1
 an
 n= lim
 n!1an � lim
 n!1
 1
 n= 0 � 0 = 0
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 Za j a j = 1 imamo limn!1
 an = limn!1
 �� 1n
 �= � lim
 n!1
 1
 n= 0
 Za a > 1 smenom bn =n
 andobijamo
 bn+1 =n+ 1
 an+1=n+ 1
 an a=
 n
 �1 +
 1
 n
 �an a
 =n
 an
 �1 +
 1
 n
 �1
 a= bn
 �1 +
 1
 n
 �1
 a
 Za bn+1 < bn imamon+ 1
 an+1<n
 an) n+ 1 < n
 an+1
 an= n
 an a
 an= na
 ) 1+1
 n< a ) 1
 n< a� 1 ) n >
 1
 a� 1
 Dakle, kada n postane vece od1
 a� 1 tada niz postaje silazni (opadajuci) i
 ograniµcen jer mu µclanovi nisu negativni. Za odre�ivanje njegove graniµcne
 vrednosti x imamo x = limn!1
 bn = limn!1
 n
 anili
 x = limn!1
 bn+1 = limn!1
 bn| {z }x
 � limn!1
 �1 +
 1
 n
 �1
 a| {z }1a
 =x
 aodnosno x a = x )
 x a� x = 0 ) x (a� 1) = 0 odakle za a > 1 dobijamo x = 0
 Kako niz1
 a1;1
 a2;1
 a3; : : : ;
 1
 anza a > 0 teµzi ka nuli, onda niz sa pozitivnim
 µclanovima a1; a2; a3; : : : ; an beskonaµcno raste pa imamo
 limn!1
 an
 n= +1 odnosno za
 8>><>>:j a j 6 1 lim
 n!1
 an
 n= 0
 a > 1 limn!1
 an
 n= +1
 ��� limn!1
 an
 n!n! = n (n� 1) (n� 2) � � � 3 � 2 � 1
 Za a = 0 svi µclanovi nizaa
 1!;a2
 2!;a3
 3!; : : : ;
 an
 n!; : : : gde je an =
 an
 n!imaju
 vrednost 0 pa je limn!1
 an
 n!= 0
 Za a > 0 imamo an+1 =an+1
 (n+ 1)!=
 an a
 n! (n+ 1)=an
 n!
 a
 n+ 1= an
 a
 n+ 1
 odakle vidimo da µclanovi niza poµcinju opadati, odnosno niz postaje silazni, ka-da postane a < n+ 1 pa je on ograniµcen i konvergentan jer mu µclanovi ni-su negativni. Za odre�ivanje njegove graniµcne vrednosti
 x = limn!1
 an = limn!1
 an
 n!imamo
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 x = limn!1
 an+1 = limn!1
 an| {z }x
 � limn!1
 a
 n+ 1| {z }0
 = x � 0 = 0 odnosno limn!1
 an
 n!= 0
 Napomena! Iako i brojilac i imenilac op�teg µclana niza teµze u beskon-aµcnost, imenilac ne samo da sustiµze vec i nadma�uje teµznju brojiocaka beskonaµcnosti. Nadmetanje brojioca i imenijoca na �putu�ka bes-konaµcnosti, odnosno �pobedu�imenioca nad brojiocem, lako moµzemouoµciti ako pogledamo sledece �male�brojeve.
 1! = 1 8! = � � � = 40 3202! = 1 � 2 = 2 9! = � � � = 362 8803! = 1 � 2 � 3 = 6 10! = � � � = 3 628 8004! = 1 � 2 � 3 � 4 = 24 11! = � � � = 39 916 8005! = � � � = 120 12! = � � � = 479 001 6006! = � � � = 720 13! = � � � = 6 227 020 8007! = � � � = 5040 i tako redom!?Za a < 0 imamo
 limn!1
 an
 n!= lim
 n!1
 ((� 1) (� a))n
 n!= lim
 n!1
 (� 1)n (� a)n
 n!= (� 1)n lim
 n!1
 (� a)n
 n!
 = � limn!1
 >0z }| {(� a)n
 n!= 0 pa za svako a graniµcna vrednost niza
 an
 n!
 iznosi limn!1
 an
 n!= 0
 Odredimo limn!1
 2n
 n!Kako je (n+ 1)! = n! (n+ 1) onda za an =
 2n
 n!imamo
 an+1 =2n+1
 (n+ 1)!=
 2n 2
 n! (n+ 1)=2n
 n!
 2
 n+ 1= an
 2
 n+ 1
 pa µclanovi niza poµcinju opadati kada bude2
 n+ 1< 1 odnosno niz postaje op-
 adajuci (silazni) kada postane n+1 > 2 ili n > 1 jer tada imamo an+1 < anKako su µclanovi niza pozitivni, onda je on i ograniµcen ili konvergentan.
 Za izraµcunavanje njegove graniµcne vrednosti limn!1
 2n
 n!= x moµzemo pisati
 x = limn!1
 an+1 = limn!1
 an| {z }x
 � limn!1
 2
 n+ 1= x � 0 = 0 odnosno lim
 n!1
 2n
 n!= 0
 126) Ako n!1 tada vaµzi Stirlingova formula n! s nn e�np2n� n!1
 Desna strana Stirlingove formule je bliµza levoj strani ako je prirodni broj n
 veci. Ako n!1 tada oznaka s ozanµcava da je limn!1
 anbn= 1
 kada kaµzemo da su an i bn ekvivalentne veliµcine.Primenom Stirlingove formule dobijamo
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 ��� limn!1
 nn
 n!= lim
 n!1
 nn
 nn e�np2n�
 = limn!1
 enp2n�
 = +1
 jer se en uvecava mnogo brµze odp2n� kada n!1
 Moµzemo primeniti i sledeci postupakKako je nn = n � nn�1 n! = 1 � 2 � 3 � � �n onda za n > 2 imamo
 nn
 n!=
 n � nn�11 � 2 � 3 � � �n > n odnosno L = lim
 n!+1
 nn
 n!= +1
 Ne preskaµcimo sledece redove !!!!!!!
 Pretvaranjem obiµcnog razlomka1
 3u decimalni, imamo
 1
 3=
 ! 13z }| {
 0; 3333333 : : :
 Ma koliko trojki pisali u prethodnom decimalnom zapisu, on ce uvek imati samo
 pribliµznu vrednost broja1
 3Razlika
 1
 3� 0; 3333333 : : :| {z }
 !0
 sve jemanja imanja
 ukoliko je broj trojki u nizu sve veci i veci.
 Dakle, niz an = 0; 3333333 : : : teµzi ili konvergira ka broju1
 3koji je graniµcna
 vrednost, odnosno limes prethodnog niza, �to oznaµcavamo sa an �!teµzi
 1
 3odno-
 sno sa limn!1
 an =1
 3Ako imamo niz
 an = 1 +1
 2+1
 4+1
 8+1
 16+ � � � = 1+
 1� 12nz }| {
 1
 21+1
 22+1
 23+1
 24+ � � �+ 1
 2n= 2� 1
 2n
 gde je svaki koliµcnik dva puta manji od prethodnog, onda za n!1 dobijamo
 limn!1
 an = limn!1
 �2� 1
 2n
 �= 2� 0 = 2 Prikaµzimo gra�µcki zbir µclanova niza an
 4444444 34444444 21 444 3444 21 43421
 0 1 2
 121
 41
 i tako redom
 Primetimo da zbir svih �duµzina�(µclanova niza an) teµzi broju 2 Sa slike vidimoda je broj 2 taµcka nagomilavanja niza an gde se njegovi µclanovi gomilaju saleve strane. Ne zaboravimo da je konvergentan niz uvek ograniµcen!Neka su za, n 2 N i a; b 2 R nizovi (an) i (bn) konvergentni ili takvi da je
 a1; a2; : : :, an, : : : ; limn!1
 an = a
 b1, b2, : : :, bn, : : : ; limn!1
 bn = b tada vaµze relacije
 a) limn!+1
 (an + bn) = limn!+1
 an + limn!+1
 bn = a+ b
 pa je graniµcna vrednost zbira, jednaka zbiru graniµcnih vrednosti.
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 b) limn!+1
 (an � bn) = limn!+1
 an � limn!+1
 bn = a� b odnosno, graniµcna vre-
 dnost razlike, jednaka je razlici graniµcnih vrednosti.
 c) limn!+1
 (an � bn) = limn!+1
 an � limn!+1
 bn = a � b odnosno, graniµcna vrednost
 proizvoda, jednaka je proizvodu graniµcnih vrednosti.
 Ako k 2 N tada imamo limn!+1
 (� 1)n =(� 1; n = 2k � 11; n = 2k
 pa niz (� 1)n nije konvergentan ili nema graniµcnu vrednost pa u nekim sluµca-jevima ne moµzemo primeniti prethodnu relaciju!Na osnovu prethodne relacije c), dolazimo do sledece,
 d) limn!+1
 anbn= lim
 n!+1
 �an �
 1
 bn
 �= lim
 n!+1an � lim
 n!+1
 1
 bn=
 limn!+1
 an
 limn!+1
 bn=a
 b
 pa je graniµcna vrednost koliµcnika jednaka koliµcniku graniµcnih vredno-sti, uz uslov da je lim
 n!+1bn 6= 0
 e) limn!+1
 c � an = c � limn!+1
 an = c � a c - konstanta
 Broj e Pored broja � i broj e pripada skupu transcedentnih brojeva.Za one koji su zaboravili, to znaµci da e nije nula (re�enje) ni jednog polinoma sacelobrojnim koe�cijentima. Ovu osobinu, odnosno transcedentnost broja e prvije dokazao Ermit (Charies Hermite 1822 - 1901) francuski matematiµcar 1873godine. Ali nije samo u tome znaµcaj broja e = 2; 7 1828 1828 4590 45 : : :
 µcije se cifre 1828 poklapaju sa godinom ro�enja Lava Tolstoja �to ce tebi sigurnoolak�ati da zapamti�ovaj izuzetno vaµzan broj bar do njegove 9 - e decimale, odbeskonaµcno, koliko ih ima.
 Graniµcnu vrednost limn!1
 �1 +
 1
 n
 �n= e
 moµzemo dobiti i sledecim postupkom. Ako u binomnu formulu
 �� (1 + x)n= 1+
 1
 1nx+
 1
 1 � 2 n (n� 1)x2+
 1
 1 � 2 � 3 n (n� 1) (n� 2)x3+ � � �
 umesto x stavimo1
 ntada dobijamo�
 1 +1
 n
 �n= 1 +
 1
 1n1
 n+
 1
 1 � 2 n (n� 1)1
 n2| {z }+ 1
 1 � 2 � 3 n (n� 1) (n� 2)1
 n3| {z }+ � � �Kako je
 n (n� 1) 1n2=n� 1n
 = 1� 1
 nodnosno
 n (n� 1) (n� 2) 1n3=(n� 1) (n� 2)
 n2=n� 1n
 n� 2n
 =
 �1� 1
 n
 ��1� 2
 n
 �

Page 103
                        

Vukomir M Milinkovic Dalibor M Cosic Knjiga za samostalno pripremanje ispita 103
 onda zamenom u prethodnu relaciju dobijamo�1 +
 1
 n
 �n= 1 + 1 +
 1
 1 � 2
 �1� 1
 n
 �+
 1
 1 � 2 � 3
 �1� 1
 n
 ��1� 2
 n
 �+ � � �
 odakle za n!1 imamo
 limn!1
 �1 +
 1
 n
 �n=
 >2z }| {1 + 1 +
 1
 1 � 2 +1
 1 � 2 � 3 +1
 1 � 2 � 3 � 4 + � � �| {z }<2| {z }
 <3
 Dakle, limn!1
 �1 +
 1
 n
 �n= e ima vrednost
 (vecu od 2
 manju od 3
 jer su µclanovi reda 1 +1
 1 � 2 +1
 1 � 2 � 3 +1
 1 � 2 � 3 � 4 + � � �
 manji od µclanova geometrijske progresije 1 +1
 2+1
 4+1
 8+ � � � µciji je zbir 2
 Zato je 2 < limn!1
 �1 +
 1
 n
 �n< 3 Broj e moµzemo prikazati relacijom
 e =1
 0!+1
 1!+1
 2!+1
 3!+1
 4!+1
 5!+ � � �+ 1
 n!=
 1Xn=0
 1
 n!
 a primenom raµcunskih �ma�ina�moµzemo dobiti njegovu vrednost sa vi�e od1 000 000 �decimala�ili e = 2; 7 1828 1828 4590 45 : : :
 Budimo detaljniji. Broj e je graniµcna vrednost niza µciji je op�ti µclan
 (1) an =�1 +
 1
 n
 �nodnosno
 (2) e = limn!+1
 an = limn!+1
 �1 +
 1
 n
 �nn = 1; 2; : : :
 Prvi zadatak koji se postavlja kod broja e jeste dokaz konvergencije niza µcijije op�ti µclan dat sa (1). Ovde se primenjuje sledeca teorema:Ako niz monotono raste (ili opada) i ako je ograniµcen tada je konvergentan.
 Ako na an =
 �1 +
 1
 n
 �nprimenimo binomnu formulu
 (a+ b)n = an+
 �n
 1
 �an�1 b+
 �n
 2
 �an�2 b2+ � � �+
 �n
 2
 �a2 bn�2+
 �n
 1
 �a bn�1+ bn
 koja vaµzi ako su a i b realni brojevi i n prirodan broj, tada za a = 1 i b =1
 ndobijamo
 an =
 �1 +
 1
 n
 �n= 1 +
 �n
 1
 �1
 n+
 �n
 2
 �1
 n2+ � � �+
 �n
 k
 �1
 nk+ � � �+
 �n
 n
 �1
 nn

Page 104
                        

Vukomir M Milinkovic Dalibor M Cosic Knjiga za samostalno pripremanje ispita 104
 = 1 +n
 1� 1n+n(n� 1)2!
 � 1n2+ � � �+ n(n� 1) � � � (n� k + 1)
 k!� 1nk+ � � �+
 +n(n� 1)(n� 2) � � � (n� (n� 1))
 n!� 1nn
 = 1 + 1 +1
 1 � 2
 �1� 1
 n
 �+
 1
 1 � 2 � 3
 �1� 1
 n
 ��1� 2
 n
 �+ � � �+
 +1
 1 � 2 � � �n
 �1� 1
 n
 ��1� 2
 n
 �� � ��1� n� 1
 n
 �odnosno
 (3) an = 2 +1
 2!
 �1� 1
 n
 �+1
 3!
 �1� 1
 n
 ��1� 2
 n
 �+ � � �+
 +1
 n!
 �1� 1
 n
 ��1� 2
 n
 �� � ��1� n� 1
 n
 �Ako umesto n stavimo n+ 1 tada dobijamo
 an+1 = 1 + 1 +1
 1 � 2
 �1� 1
 n+ 1
 �+
 1
 1 � 2 � 3
 �1� 1
 n+ 1
 ��1� 2
 n+ 1
 �+ � � �+
 +1
 1 � 2 � � �n
 �1� 1
 n+ 1
 ��1� 2
 n+ 1
 �� � ��1� n� 1
 n+ 1
 �+
 +1
 1 � 2 � � � (n+ 1)
 �1� 1
 n+ 1
 ��1� 2
 n+ 1
 �� � ��1� n
 n+ 1
 �odnosno
 an+1 = 2 +1
 2!
 �1� 1
 n+ 1
 �+1
 3!
 �1� 1
 n+ 1
 ��1� 2
 n+ 1
 �+ � � �+
 +1
 n!
 �1� 1
 n+ 1
 ��1� 2
 n+ 1
 �� � ��1� n� 1
 n+ 1
 �+
 +1
 (n+ 1)!
 �1� 1
 n+ 1
 �� � ��1� n
 n+ 1
 �Zbir na desnoj strani poslednje jednakosti ima jedan µclan (poslednji) vi�e negou prethodnoj jednakosti (3) Kako je�1� 1
 n+1
 �>
 �1� 1
 n
 � �1� 1
 n+1
 ��1� 2
 n+1
 �>
 �1� 1
 n
 ��1� 2
 n
 �: : :
 onda imamo an+1 > an Dakle, niz an monotono raste.Dokaµzimo sada ograniµcenost niza an datog sa (3)
 Kako prema nizu datom sa (3) vaµze nejednakosti�1� 1
 n
 �< 1;
 �1� 2
 n
 �< 1; : : : ;
 �1� n� 1
 n
 �< 1
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 onda za op�ti µclan datog niza an, vaµzi nejednakost
 (4) an < 1 + 1 +1
 1 � 2 +1
 1 � 2 � 3 + � � �+1
 1 � 2 � 3 � � � (n� 1) Kako je
 1
 22<
 1
 1 � 2 ;1
 23<
 1
 1 � 2 � 3 ; : : : odnosno
 ( 1 � 2 � 3 � � �n = n ! ) >�1 � 2 � 2 � � � 2 = 2n�1
 �ili
 1
 n !<
 1
 2n�1n > 2
 onda prema relaciji (4) zakljuµcujemo da je
 an < 1 + 1 +1
 2+1
 22+ � � �+ 1
 2n�1
 Kako zbir prvih n� 1 µclanova geometrijskog nizaa+ a q + a q2 + � � �+ a qn�1 + � � � iznosi
 Sn�1 = a+ a q + � � �+ a qn�1 = a1� qn1� q a 6= 0 q 6= 1
 onda u na�em sluµcaju imamo
 an < 1 + 1 +1
 2+1
 22+ � � �+ 1
 2n�1= 1 +
 1��1
 2
 �n1� 1
 2
 = 1 +1� 1
 2n1
 2
 = 1 + 2
 �1� 1
 2n
 �| {z }
 < 1
 = 1 + 2� 2
 2n= 3� 1
 2n�1< 3
 odakle vidimo da je niz an ograniµcen ili 2 < e < 3
 Izraµcunavanje broja eAko u jednakosti (3) �pustimo�da n! + 1 tada dobijamo
 e = limn!+1
 an = 1+1+1
 2!+1
 3!+1
 4!+ � � �+ 1
 n!+ � � � = 2; 7 1828 1828 4590 45 : : :
 Dakle, broj e je zbir pozitivnog reda µciji je op�ti µclan1
 n!
 Uop�tenje de�nicije broja e
 Broj e je graniµcna vrednost niza µciji je op�ti µclan an =
 �1 +
 1
 n
 �ngde n uzima
 �diskretne�vrednosti 1; 2; 3; : : :
 Me�utim, vaµzi op�tija de�nicija e = limx!+1
 �1 +
 1
 x
 �xgde x! + 1 kontin-
 ualno preko svih realnih brojeva.
 Ova osobina se jednostavno dokazuje i na osnovu nje se de�ni�u eksponencijalne
 funkcije ex Vaµzi ex = limn!+1
 �1 +
 x
 n
 �nx > 0 Smenom
 x
 n=1
 tdobijamo
 limn!+1
 �1 +
 x
 n
 �n= lim
 t!+1
 �1 +
 1
 t
 �t x=
 lim
 t!+1
 �1 +
 1
 t
 �t !x= ex
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 Jedna od plemenitih osobina broja e je to �to je izvod eksponencijalne funkcijesa osnovom e odnosno ex jednak toj funkciji
 (ex)0= ex (ex)
 00= ex (ex)
 000= ex : : : (ex)
 (n)= ex
 Pored toga, u matematiµckoj analizi se najµce�ce upotrebljavaju prirodni logaritmiµcija je osnova e odnosno loge x = lnx
 Izme�u ostalog za funkciju ex vaµzi sledeca izuzetno vaµzna graniµcna vrednost
 limx!0
 ex � 1x
 = 1 �to ce biti i dokazano.
 Ako u relaciju limn!+1
 �1 +
 1
 n
 �n= e stavimo
 1
 n= t odakle je n =
 1
 ttada za
 n! + 1 ) t! 0 pa se prethodna relacija moµze �transformisati�u relaciju
 limn!0
 ( 1 + n )1n = e odnosno imamo ono �to uvek moramo znati:
 limn!1
 �1 +
 1
 n
 �n= e lim
 n!1
 �1� 1
 n
 ��n= e lim
 n!0( 1 + n )
 1n = e gde je
 e = 2; 7 1828 1828 4590 45 : : :
 20 4 6
 2
 y
 e
 x2−4−6−
 limx→∞
 20 4 6
 2e
 y
 x
 limx→0
 (1+ x) e=x1 (1+ x
 1 e=x)
 Funkcija (1 + x)1x = eln(1+x)
 1x = e
 1x ln(1+x) de�nisana je za x 6= 0 i 1 + x > 0
 kada je x > � 1
 Funkcija�1 +
 1
 x
 �x=
 �x+ 1
 x
 �x= e
 ln�x+1x
 �x= ex ln
 x+1x je de�nisana za
 x+ 1
 x> 0 kada je
 8>><>>:x+ 1 > 0 ) x > � 1x > 0 ) x > 0
 �x > 0
 x+ 1 < 0 ) x < � 1x < 0 ) x < 0
 �x < � 1
 9>>=>>; x > 0; x < � 1
 Graniµcna vrednost funkcije127) Kako je e
 1�0 = e�
 10 =
 1
 e10
 = 0 e10 =1 odnosno
 limx!0
 1
 1 + e1x
 =
 8>>><>>>:limx!0�
 1
 1 + e1x
 =1
 1 + e�1= 1 Leva graniµcna vrednost
 limx!0+
 1
 1 + e1x
 =1
 1 + e+1= 0 Desna graniµcna vrednost
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 1 2 301−2−3−
 121y =
 y
 x
 1
 e+1x1
 onda funkcija1
 1 + e1x
 u taµcki x = 0 nema graniµcnu vrednost jer su leva
 graniµcna vrednost i desna graniµcna vrednost razliµcite.
 128) limx!0
 arc tg
 �1 +
 1
 x
 �=
 8>>><>>>:limx!0�
 arc tg
 �1 +
 1
 x
 �= arc tg (�1) = � �
 2
 limx!0+
 arc tg
 �1 +
 1
 x
 �= arc tg (+1) = + �
 2
 pa funkcija u taµcki x = 0 nema graniµcnu vrednost, jer su leva i desna graniµcnavrednost razliµcite.
 2π
 2π−
 1 201−2−
 )(x 1x+arc tg
 y
 x
 129) limx!1
 arc tgx2 + 1
 x2 � 1 Ako jex2 + 1
 x2 � 1 = t tada za(x! 1�0 ) t! �1
 x! 1+0 ) t! +1
 pa imamo
 8>>><>>>:lim
 x!1�0arc tg
 x2 + 1
 x2 � 1 = limt!�1
 arc tg t = � �2
 limx!1+0
 arc tgx2 + 1
 x2 � 1 = limt!+1
 arc tg t = +�
 2
 odnosno funkcija nema graniµcnu vrednost u taµcki x = 1 jer su leva i desnagraniµcna vrednost razliµcite
 y
 x
 arc tg +1x21x2 −
 2π
 4π
 4π−
 2π−
 1 2 303− 2− 1−
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 y
 x0
 1
 1−
 Funkcija sgnx de�nisana je relacijom
 sgnx =
 8><>:� 1; x < 0
 0; x = 0
 +1; x > 0
 a µcita se signum ili znak od xZa x 6= 0 imamo sgnx = x
 jx jVidimo da je taµcka ( 0; 0 ) izolovana.
 130) Kako je y = x
 jx j = sgnx =(� 1; x < 0
 1; x > 0sgn (signum) znak funkcije
 onda imamo
 limx!1
 x� 1jx� 1 j )
 8>>><>>>:lim
 x!1�0
 x� 1jx� 1 j = lim
 x!1�0
 x� 1� (x� 1) = lim
 x!1�0� 1 = � 1
 limx!1+0
 x� 1jx� 1 j = lim
 x!1+0
 x� 1(x� 1) = lim
 x!1+01 = 1
 pa funkcija u taµcki x = 1 nema graniµcnu vrednost jer su leva i desna graniµcnavrednost razliµcite. Sliµcno dobijamo
 131) limx!1
 1� x2j 1� x2 j =
 8>>>><>>>>:lim
 x!1�0
 1� x2j 1� x2 j = lim
 x!1�0
 1� x2� (1� x2) = lim
 x!1�0� 1 = � 1
 limx!1+0
 1� x2j 1� x2 j = lim
 x!1+0
 1� x2(1� x2) = lim
 x!1+01 = 1
 pa funkcija u taµcki x = 1 nema graniµcnu vrednost, jer su leva i desna graniµcnavrednost razliµcite. Sliµcno dobijamo
 132) limx!7
 x
 x� 7 =
 8>><>>:lim
 x!7�0
 x
 x� 7 = �1 Leva graniµcna vrednost
 limx!7+0
 x
 x� 7 = +1 Desna graniµcna vrednost
 pa funkcija u taµcki x = 7 nema graniµcnu vrednost jer su leva i desna graniµcnavrednost razliµcite.
 Neka je data funkcija f(x) de�nisana u okolini taµcke x = a kada moµze,ali ne mora biti de�nisana u taµcki x = aDe�nicija. Broj A je graniµcna vrednost funkcije f(x) u taµcki x = a ako zasvako " > 0 postoji takvo �(") da je za svako x koje ispunjava nejednakostjx� a j < �(") ispunjena nejednakost j f(x)�A j < " odnosno broj A je gr-aniµcna vrednost funkcije f(x) u taµcki a ako8 ( " > 0 ) 9 ( �(") > 0 ) 8x j jx� a j < �(") j ) j f(x)�A j < "

Page 109
                        

Vukomir M Milinkovic Dalibor M Cosic Knjiga za samostalno pripremanje ispita 109
 133) Dokaµzimo da je 3 graniµcna vrednost funkcije f(x) = x2 + x+ 1 kada
 x! 1 odnosno limx!1
 �x2 + x+ 1
 �= 3 Ovde je A = 3 Formirajmo j f(x)� 3 j
 Imamo��x2 + x+ 1� 3 �� = ��x2 + x� 2 �� = jx� 1 j jx+ 2 j
 Uslov j f(x)� 3 j < " ili jx� 1 j jx+ 2 j < " ispunjen je za jx� 1 j < "
 jx+ 2 jodnosno ako je jx� 1 j < "
 4Ovo je veoma osetljivo mesto jer mi pravimo
 izvesnu procenu!Kako je x u okolini x = 1 mi smouzeli da je jx+ 2 j najvi�e4 pa je za jx� 1 j < "
 4ispunjena nejednakost j f(x)� 3 j < "
 U ovom sluµcaju je �(") <"
 4kada se smatra da je " unapred izabrani mali broj.
 Ma koliko smanjivali " uvek moµzemo odrediti takvu okolinu taµcke x = 1da je za svako x koje pripada toj okolini ispunjena nejednakost j f(x)�A j < "
 Pri izradi zdataka koji slede µcesto se koriste sledece relacije
 a2 � b2 = ( a� b ) ( a+ b ) razlika kvadrata
 ( a+ b )2= a2 + 2ab+ b2
 ( a� b )2 = a2 � 2ab+ b2
 )kvadrat binoma
 ( a+ b )3= a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3
 ( a� b )3 = a3 � 3a2b+ 3ab2 � b3
 )kub binoma
 (a+ b)4= a4 + 4 a3 b+ 6 a2b2 + 4 a b3 + b4
 (a� b)4 = a4 � 4 a3 b+ 6 a2 b2 � 4 a b3 + b4
 (a+ b)5= a5 + 5 a4 b+ 10 a3 b2 + 10 a2 b3 + 5 a b4 + b5
 (a� b)5 = a5 � 5 a4 b+ 10 a3 b2 � 10 a2 b3 + 5 a b4 � b5
 (a+ b)6= a6 + 6 a5 b+ 15 a4 b2 + 20 a3 b3 + 15 a2 b4 + 6 a b5 + b6
 (a+ b)7 = a7 + 7 a6 b+ 21 a5 b2 + 35 a4 b3 + 35 a3 b4 + 21 a2 b5 + 7 a b6 + b7
 (a� b)7 = a7 � 7 a6 b+ 21 a5 b2 � 35 a4 b3 + 35 a3 b4 � 21 a2 b5 + 7 a b6 � b7
 a3 + b3 = ( a+ b )�a2 � ab+ b2
 �zbir kubova
 a3 � b3 = ( a� b )�a2 + ab+ b2
 �razlika kubova
 Kako je an � bn = ( a� b )�an�1 + an�2b+ � � �+ abn�2 + bn�1
 �onda:
 Za a = 1 imamo 1� bn = ( 1� b )�1 + b+ � � �+ bn�2 + bn�1
 �odnosno
 Za b = 1 imamo an � 1 = ( a� 1 )�an�1 + an�2 + � � �+ 1
 �
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 Naravno, treba znati i sledece
 a� b =�pa�2��pb�2=�pa�
 pb��p
 a+pb�
 a� b =�
 3pa�3��
 3pb�3=�
 3pa� 3
 pb���
 3pa�2+ 3pa 3pb+
 �3pb�2�
 Napomena! Ako uporedimo rezultate sledeceg zadatka, posle toga sliµcne mo-µzemo re�avati napamet!
 L = limn!1
 7n3 + 3n2 + 5n+ 4
 5n3 + 4n2 + 9n+ 3= lim
 n!1
 7 +3
 n+5
 n2+4
 n3
 5 +4
 n+9
 n2+3
 n3
 =7
 5
 L = limn!1
 7n3 + 4n2 + 3n+ 2
 5n2 + 3n+ 8= lim
 n!1
 7 +4
 n+3
 n2+2
 n35
 n+3
 n2+8
 n3
 = +1
 L = limn!1
 7n2 + 5n+ 9
 5n3 + 3n2 + 4n+ 7= lim
 n!1
 7
 n+5
 n2+9
 n3
 5 +3
 n+4
 n2+7
 n3
 = 0
 134) L= limn!1
 1+2+3+ � � �+nn2
 Kako je 1+2+3+ � � �+n= 12n (n+1)
 onda imamo
 L = limn!1
 1
 2n (n+ 1)
 n2=1
 2limn!1
 n2 + n
 n2=1
 2limn!1
 1 +1
 n1
 =1
 2� 1 = 1
 2
 135) Odredimo graniµcnu vrednost niza fang µciji je op�ti µclan
 an =1 � 2 + 2 � 3 + � � �+ n (n+ 1)
 n3Kako je
 1 � 2 + 2 � 3 + � � �+ n (n+ 1) = 1
 3n (n+ 1) (n+ 2)
 onda op�ti µclan niza moµzemo prikazati u obliku
 an =1 � 2 + 2 � 3 + � � �+ n (n+ 1)
 n3=1
 n3
 �1
 3n (n+ 1) (n+ 2)
 �
 =n3 + 3n2 + 2n
 3n3=1 +
 1
 n+2
 n2
 3pa je lim
 n!+1an =
 1
 3
 136) L = limn!1
 �1
 n2+2
 n2+3
 n2+ � � �+ n� 1
 n2
 �Kako je
 1 + 2 + 3 + � � �+ n = 1
 2n (n+ 1) odnosno
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 1 + 2 + 3 + � � �+ (n� 1) = 1
 2(n� 1) ((n� 1) + 1) = 1
 2
 �n2 � n
 �onda imamo
 L = limn!1
 1 + 2 + 3 + � � �+ (n� 1)n2
 = limn!1
 n2 � n2n2
 = limn!1
 1
 2
 �1� 1
 n
 �=1
 2
 137) L = limn!1
 n2 + 7
 1 + 2 + 3 + � � �+�n� 1
 � Kako je
 1 + 2 + 3 + � � �+ (n� 1) = 1
 2
 �n2 � n
 �onda imamo
 L = limn!1
 n2 + 71
 2(n2 � n)
 = 2 limn!1
 n2 + 7
 n2 � n = 2 limn!1
 1 +7
 n2
 1� 1
 n
 = 2 � 1 = 2
 138) L = limn!1
 �1
 1 � 2 +1
 2 � 3 +1
 3 � 4 + � � �+1
 n (n+ 1)
 �Kako je
 1
 n (n+ 1)=(n+ 1)� nn (n+ 1)
 =1
 n� 1
 n+ 1odnosno
 1
 1 � 2 = 1�1
 2
 1
 2 � 3 =1
 2� 13
 1
 3 � 4 =1
 3� 14
 onda imamo
 1
 1 � 2 +1
 2 � 3 +1
 3 � 4 + � � �+1
 n (n+ 1)=
 =
 �1� 1
 2
 �+
 �1
 2� 13
 �+
 �1
 3� 14
 �+ � � �+
 �1
 n� 1
 n+ 1
 �= 1� 1
 n+ 1
 odnosno
 L = limn!1
 �1� 1
 n+ 1
 �= 1
 139) L = limn!1
 �1 + 3 + 5 + � � �+ (2n� 1)
 n+ 1� n
 �Kako je
 1 + 3 + 5 + � � �+ (2n� 1) = 1
 2n�1 + (2n� 1)
 �onda imamo
 L = limn!1
 0B@ 1
 2n�1 + (2n� 1)
 �n+ 1
 � n
 1CA = limn!1
 0B@ 1
 2
 �n+ 2n2 � n
 �n+ 1
 � n
 1CA= limn!1
 �n2
 n+1� n�= limn!1
 n2� n (n+1)n+ 1
 = limn!1
 n2� n2� nn+ 1
 = limn!1
 �nn+1
 = limn!1
 � 1
 1 +1
 n
 = � 1

Page 112
                        

Vukomir M Milinkovic Dalibor M Cosic Knjiga za samostalno pripremanje ispita 112
 140) L = limn!1
 2 + 4 + 6 + � � �+ 2n1 + 3 + 5 + � � �+ (2n+ 1) Kako je
 2 + 4 + 6 + � � �+ 2n = 1
 2n (2 + 2n) odnosno
 1 + 3 + 5 + � � �+ (2n+ 1) = 1
 2n (1 + (2n+ 1)) onda imamo
 L = limn!1
 1
 2n (2 + 2n)
 1
 2n (1 + (2n+ 1))
 = limn!1
 2n+ 2n2
 2n+ 2n2= 1
 141) L = limn!1
 n3
 12 + 22 + 32 + � � �+ n2 Kako je
 12 + 22 + 32 + � � �+ n2 = n (n+ 1) (2n+ 1)
 6onda imamo
 L= limn!1
 n3
 n (n+1)(2n+1)
 6
 = 6 limn!1
 n3
 2n3+3n2+n= 6 lim
 n!1
 1
 2+3
 n+3
 n2
 =6
 2= 3
 142) L = limn!1
 1 � 2 + 2 � 3 + 3 � 4 + � � �+ n (n+ 1)n3
 Kako je 1 � 2 + 2 � 3 + 3 � 4 + � � �+ n (n+ 1) = 1
 3n (n+ 1) (n+ 2) onda imamo
 L = limn!1
 n (n+ 1) (n+ 2)
 3n3= lim
 n!1
 n3 + 3n2 + 2n
 3n3= lim
 n!1
 1
 3
 �1 +
 3
 n+2
 n2
 �=1
 3
 Kako je
 8><>:1 + 2 + 3 + � � �+ n = 1
 2n (n+ 1) odnosno
 12 + 22 + 32 + � � �+ n2 = 1
 6n (n+ 1) (2n+ 1)
 onda uradimo prethodni zadatak i sledecim postupkom
 L = limn!1
 1 � 2 + 2 � 3 + 3 � 4 + � � �+ n (n+ 1)n3
 = limn!1
 1 (1 + 1) + 2 (2 + 1) + 3 (3 + 1) + � � �+ n (n+ 1)n3
 = limn!1
 12 + 1 + 22 + 2 + 32 + 3 + � � �+ n2 + nn3
 = limn!1
 z }| {1 + 2 + 3 + � � �+ n +
 z }| {12 + 22 + 32 + � � �+ n2
 n3
 = limn!1
 �n (n+ 1)
 2n3+n (n+ 1) (2n+ 1)
 6n3
 �
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 = limn!1
 �n2 + n
 2n3+2n3 + 3n2 + n
 6n3
 �= 0 +
 2
 6=1
 3
 143) L = limn!1
 �1
 2+1
 22+1
 23+ � � �+ 1
 2n
 �Kako je
 1
 2+1
 22+1
 23+ � � �+ 1
 2n= 1� 1
 2nonda imamo L = lim
 n!1
 �1� 1
 2n
 �= 1
 144) L = limn!1
 log3 3 + log3 9 + log3 27 + � � �+ log3 3nn2
 Za log3 3 = 1 imamo
 log33 + log39 + log327 + � � �+ log33n = log3 3 + log3 32 + log3 33 + � � �+ log3 3n
 = log33+2 log33+3 log33+ � � �+n log33
 =1+2+3+ � � �+n= 12n (n+1) pa je
 L =1
 2limn!1
 n (n+ 1)
 n2=1
 2
 Napomena: Iako na prvi pogled mislimo da su ovo �te�ki�zadaci, onipripadaju grupi ��ablonskih� zadataka.
 145) L = limn!1
 1 � 2 + 2 � 3 + � � �+ n (n+ 1 )n3
 Kako je
 12 + 22 + � � �+ n2 = 1
 6n (n+ 1 ) ( 2n+ 1 ) odnosno
 1 + 2 + � � �+ n = 1
 2n (n+ 1 ) =
 3
 6n (n+ 1 ) onda imamo
 1 � 2 + 2 � 3 + � � �+ n (n+ 1 ) = 1 ( 1 + 1 ) + 2 ( 2 + 1 ) + � � �+ n (n+ 1 )
 = 12 + 1 + 22 + 2 + � � �+ n2 + n = 12 + 22 + � � �+ n2| {z } + 1 + 2 + � � �+ n| {z }=1
 6n (n+ 1 ) ( 2n+ 1 ) +
 3
 6n (n+ 1 ) =
 1
 6(n (n+ 1) (2n+ 1) + 3n (n+ 1))
 =1
 6n (n+ 1 ) ( 2n+ 1 + 3 ) =
 1
 6n (n+ 1 ) ( 2n+ 4 ) =
 1
 3n (n+ 1 ) (n+ 2 )
 =1
 3
 �n3 + 3n2 + 2n
 �odnosno
 L =1
 3limn!1
 n3 + 3n2 + 2n
 n3=1
 3
 146) L = limn!1
 1 + a+ a2 + � � �+ an1 + b+ b2 + � � �+ bn Kako je
 1� bn = ( 1� b )�1 + b+ � � �+ bn�2 + bn�1
 �odnosno
 1� an+1 = ( 1� a )�1 + a+ a2 + � � �+ an
 �1� bn+1 = ( 1� b )
 �1 + b+ b2 + � � �+ bn
 �onda za j a j < 1 j b j < 1 imamo
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 L = limn!1
 �1 + a+ a2 + � � �+ an1 + b+ b2 + � � �+ bn
 1� a1� a
 1� b1� b
 �= lim
 n!1
 �1� an+1
 �( 1� b )
 ( 1� bn+1 ) ( 1� a )Kako je j a j < 1 j b j < 1 onda za n!1 ) an+1 ! 0 bn+1 ! 0 pa imamo
 L =( 1� 0 ) ( 1� b )( 1� 0 ) ( 1� a ) =
 1� b1� a
 147) L = limn!1
 1 � 1! + 2 � 2! + � � �+ n � n!(n+ 1)!� 1 Kako je (n+ 1)n! = (n+ 1)!
 1 � 1! + 2 � 2! + � � �+ n � n! = (2� 1) 1! + (3� 1) 2! + � � �+ (n+ 1� 1)n!
 = 2 � 1!� 1! + 3 � 2!� 2! + � � �+ (n+ 1)n!� n!
 = 2! + 3! + � � �+ (n+ 1)!� 1!� 2!� � � � � n!
 = (n+ 1)!� 1 onda imamo
 L = limn!1
 (n+ 1)!� 1(n+ 1)!� 1 = 1
 148) L = limn!1
 1 � 1! + 2 � 2! + � � �+ n � n!(n+ 1 )!
 Kako je (n+ 1 )! = (n+ 1 )n!
 1 � 1! + 2 � 2! + � � �+ n � n! = (n+ 1 )!� 1 onda imamo
 L = limn!1
 (n+ 1)!� 1(n+ 1)!
 = limn!1
 (n+ 1)n!� 1(n+ 1)n!
 = limn!1
 n!
 �(n+ 1 )� 1
 n!
 �n! (n+ 1 )
 = limn!1
 n+ 1
 n+ 1= lim
 n!1
 1 +1
 n
 1 +1
 n
 = 1
 149) L = limn!1
 (n+ 2)! + (n+ 1)!
 (n+ 2)!� (n+ 1)! = limn!1
 (n+ 2) (n+ 1)! + (n+ 1)!
 (n+ 2) (n+ 1)!� (n+ 1)!
 = limn!1
 (n+ 1)! ((n+ 2) + 1)
 (n+ 1)! ((n+ 2)� 1) = limn!1
 n+ 3
 n+ 1= lim
 n!1
 1 +3
 n
 1 +1
 n
 = 1
 150) L = limn!1
 (n+ 2)! + (n+ 1)!
 (n+ 3)!= lim
 n!1
 (n+ 2) (n+ 1)! + (n+ 1)!
 (n+ 3) (n+ 2) (n+ 1)!
 = limn!1
 (n+ 1)! ((n+ 2) + 1)
 (n+ 1)! (n+ 3) (n+ 2)= lim
 n!1
 n+ 3
 (n+ 3) (n+ 2)= lim
 n!1
 1
 n+ 2= 0
 151) L = limn!1
 �2p2 � 4p2 � 8p2 � � � 2n
 p2�
 Kako je
 npam = a
 mn am an = am+n
 1
 21+1
 22+1
 23+ � � �+ 1
 2n= 1� 1
 2nodnosno
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 2p2 � 4p2 � 8p2 � � � 2n
 p2 = 2
 12 � 2
 14 � 2
 18 � � � 2
 12n = 2
 121 +
 122 +
 123 + ���+ 1
 2n = 21�12n
 = 2 � 2�12n =
 2
 212n
 onda imamo
 L = limn!1
 2
 212n
 =2
 1= 2
 152) L = limn!1
 �2
 1
 �1��3
 2
 �2� � ��n+ 1
 n
 �n! 1n
 Ako je niz x1; x2; : : : ; xn; : : : konvergentan xk > 0 k = 1; 2; : : : tada imamo
 limn!1
 (x1; x2; : : : ; xn; : : :)1n = lim
 n!1xn odnosno
 L = limn!1
 �n+ 1
 n
 �n= lim
 n!1
 �1 +
 1
 n
 �n= e
 153) L = limn!1
 12 + 32 + 52 + � � �+ ( 2n� 1 )2
 n3Kako je
 12 + 22 + 32 + � � �+ n2 = 1
 6n (n+ 1 ) ( 2n+ 1 ) odnosno
 12 + 22 + 32 + � � �+ (2n)2 = 1
 62n (2n+ 1) (4n+ 1) onda imamo
 12 + 32 + 52 + � � �+ ( 2n� 1 )2 =
 = 12+22+32+42+52+62+ ���+
 (2n�1)2z }| {�2�n � 1
 2
 ��2+( 2n )2�(22+42+62+ ���+( 2n )2 )
 = 12 + 22 + 32 + � � �+ ( 2n )2 � 22�12 + 22 + 32 + � � �+ n2
 �=1
 3n ( 2n+ 1 ) ( 4n+ 1 )� 4
 6n (n+ 1 ) ( 2n+ 1 )
 =1
 3n (2n+ 1)
 �(4n+ 1)� 2 (n+ 1)
 �=1
 3n (2n+ 1) (2n� 1) = 1
 3n�4n2 � 1
 �pa zamenom dobijamo
 L =1
 3limn!1
 n�4n2 � 1
 �n3
 =1
 3limn!1
 4
 �1� 1
 n2
 �=4
 3
 154) Odredimo graniµcnu vrednost niza fang µciji je op�ti µclan
 an = n
 1� 5
 r1� 1
 n
 !Ako op�ti µclan niza prikaµzemo u obliku
 an = n
 0@1� �1� 1
 n
 � 15
 1A tada primenom binomnog razvoja
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 (1 + t)n= 1 +
 1
 1n t+
 1
 1 � 2 n (n� 1) t2 +
 1
 1 � 2 � 3 n (n� 1) (n� 2) t3 + � � �
 dobijamo
 an = n
 �1�
 �1 +
 1
 5
 �� 1n
 �+1
 2
 1
 5
 �1
 5� 1�1
 n2+ �
 �1
 n2
 ���= n
 �1�
 �1� 1
 5n� 2
 25
 1
 n2+ �
 �1
 n2
 ���= n
 �1
 5n+2
 25
 1
 n2+ �
 �1
 n2
 ��=1
 5+
 2
 25n+ �
 �1
 n
 �pa an !
 1
 5ako n! +1
 155) Odredimo a; b2R za koje je L= limn!1
 npn�pn+a
 pn+1+ b
 pn+2
 �konaµcan broj razliµcit od nule. Kako je
 npn�pn+a
 pn+1+ b
 pn+2
 �= n
 pn
 pn+a
 sn
 �1+
 1
 n
 �+ b
 sn
 �1+
 2
 n
 � !
 =npn
 pn+a
 pn
 r1+
 1
 n+ bpx
 r1+
 2
 n
 !=n2
 0@1+a�1+ 1n
 �12+ b
 �1+
 2
 n
 �12
 1AF=onda primenom binomnog razvoja
 (1 + t)n= 1 +
 1
 1n t+
 1
 1 � 2 n (n� 1) t2 +
 1
 1 � 2 � 3 n (n� 1) (n� 2) t3 + � � �
 dobijamo
 F=n2
 �1+a
 �1+
 1
 2
 1
 n+1
 2
 �� 14
 �1
 n2+�
 �1
 n2
 ��+b
 �1+
 1
 2
 2
 n+1
 2
 �� 14
 �4
 n2+�
 �1
 n2
 ���= n2
 �1 + a
 �1 +
 1
 2n� 1
 8n2+ �
 �1
 n2
 ��+ b
 �1 +
 1
 n� 1
 2n2+ �
 �1
 n2
 ���= n2
 �1 + a+
 a
 2n� a
 8n2+ b+
 b
 n� b
 2n2+ �
 �1
 n2
 ��= n2
 �1 + a+ b+
 a+ 2b
 2n+� a� 4b8n2
 + �
 �1
 n2
 ��= (1 + a+ b)n2 +
 a+ 2b
 2n+
 � a� 4b8
 + � (1)
 Da niz konvergira ili da postoji lim mora da bude 1 + a+ b = 0
 a+2b
 2= 0 ) a+2b = 0 ) a = � 2b Zamenom u prvu jednaµcinu dobijamo
 1� 2b+ b = 0 ) b = 1 ) a = � 2 Za a = � 2 b = 1 imamo
 L = limn!1
 �� (� 2)� 4
 8+ � (1)
 �=2� 48
 = � 14
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 156) Ispitajmo konvergenciju niza an =nn
 7n n!a zatim odredimo lim
 n!1an
 an+1 =(n+ 1)
 n+1
 7n+1 (n+ 1)!=(n+ 1)
 n(n+ 1)
 7n 7n! (n+ 1)=(n+ 1)
 n
 7n 7n!Sada imamo
 limn!1
 an+1an
 = limn!1
 (n+ 1)n
 7n 7n!nn
 7n n!
 = limn!1
 1
 7
 (n+ 1)n
 nn=1
 7limn!1
 �n+ 1
 n
 �n
 =1
 7limn!1
 �1 +
 1
 n
 �n=1
 7e < 1
 pa je an+1 < an za svako n > N odnosno dati niz je monotono opadajuci,bar od nekog prirodnog broja N Kako je an > 0 onda dati niz ima graniµcnuvrednost koja jemanja od svih vrednosti µclanova niza, pa je dati niz ograniµc-en sa donje strane ( limes inferior - ` ). Kako je niz an monoton i ograniµcen,onda je konvergentan, pa postoji graniµcna vrednost x takva da je lim
 n!1an = x
 Za odre�ivanje x moµzemo pisati
 x = limn!1
 an+1 = limn!1
 an| {z }x
 1
 7limn!1
 �1 +
 1
 n
 �n= x
 e
 7odakle je
 x = xe
 7) x� x e
 7= 0 ) x
 �1� e
 7
 �= 0 ) x = 0 ili lim
 n!1
 nn
 7n n!= 0
 157) L = limn!1
 1
 n
 0@�x+ 1
 n
 �2+
 �x+
 2
 n
 �2+
 �x+
 3
 n
 �2+ � � �+
 �x+
 n� 1n
 �21A
 Kako je
 8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:
 1 + 2 + 3 + � � �+ n = 1
 2n (n+ 1 ) odnosno
 1 + 2 + 3 + � � �+ (n� 1 ) = 1
 2(n� 1 )n
 12 + 22 + 32 + � � �+ n2 = 1
 6n (n+ 1 ) ( 2n+ 1 ) odnosno
 12 + 22 + 32 + � � �+ (n� 1)2 = 1
 6(n� 1)n (2n� 1) onda imamo
 L = limn!1
 1n
 �x2+ 2x
 n +1n2+x
 2+ 4xn +
 22
 n2+x2+ 6x
 n +32
 n2+ � � �+x2+ 2(n�1)x
 n + (n�1)2n2
 �= limn!1
 1n
 �(n�1)x2+ 2x
 n +4xn +
 6xn + � � �+
 2(n�1)xn + 12
 n2 +22
 n2 +32
 n2 + � � �+(n�1)2n2
 �= limn!1
 1n
 �(n�1)x2+ 2x
 n (1+2+3+���+(n�1))+1n2
 �12+22+32+���+(n�1)2
 ��= lim
 n!1
 1
 n
 �(n� 1 )x2 + 2x
 n
 1
 2n (n� 1 ) + 1
 n21
 6n (n� 1 ) ( 2n� 1 )
 �
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 = limn!1
 1
 n
 �(n� 1 )x2 + (n� 1 )x+ 1
 6n(n� 1 ) ( 2n� 1 )
 �= lim
 n!1
 �x2 n� x2
 n+xn� xn
 +2n2 � n� 2n+ 1
 6n2
 �= lim
 n!1
 �x2 n+ xn� x2 � x
 n+2n2 � 3n+ 1
 6n2
 �= lim
 n!1
 6x2 n2 + 6xn2 � 6x2 n� 6xn+ 2n2 � 3n+ 16n2
 = limn!1
 �6x2+6x+2
 �n2
 6n2� lim
 n!1
 �6x2+6x+3
 �n
 6n2| {z }0
 + limn!1
 1
 6n2| {z }0
 = x2+x+1
 3
 Napomena! Kako je limx!1
 A
 xn= 0 jer je
 A
 1 = 0 onda se prividne neodre�-
 enosti oblika11 ( kada x!1 ) osloba�amo tako �to brojilac i imenilac pod-
 elimo sa najvecim stepenom, bez obzira da li se on nalazi u brojiocu ili imen-iocu.Delenje svakog µclana brojioca i imenioca sa najvecim stepenom moµze-mo postici i izvlaµcenjem tog stepena ispred zagrade i brojioca i imenioca, �toje prikazano sledecim primerima.
 L = limx!+1
 7x5 + 4x3 + 2x2 + 5x
 9x5 + 3x4 + 3x2 + 7= lim
 x!+1
 7 +4
 x2+2
 x3+5
 x4
 9 +3
 x+3
 x3+7
 x5
 =7
 9
 L = limx!+1
 7x7 + 5x5 + 3x3 + 7x
 9x5 + 3x3 + 2x2 + 7= lim
 x!+1
 7 +5
 x2+3
 x4+7
 x69
 x2+3
 x4+2
 x5+7
 x7
 = + 1
 L = limx!+1
 7x3 + 5x2 + 3x+ 7
 9x6 + 4x3 + 5x2 + 2x= lim
 x!+1
 7
 x3+5
 x4+3
 x5+7
 x6
 9 +4
 x3+5
 x4+2
 x5
 =0
 9= 0
 Dakle, kod odre�ivanja graniµcnih vrednosti prividno neodre�enih oblika11
 ( kada x!1 ) treba u brojiocu i imeniocu �primetiti�samo one µclanove sanajvecim stepenom jer su ostali beznaµcajni za graniµcnu vrednost.
 158) L = limx!1
 xn � 1x� 1 Kako je
 xn � 1 = (x� 1 )�xn�1 + xn�2 + xn�3 + � � �+ 1
 �onda imamo
 L = limx!1
 (x� 1 )�xn�1 + xn�2 + xn�3 + � � �+ 1
 �x� 1
 = limx!1
 �xn�1 + xn�2 + xn�3 + � � �+ 1
 �= 1n�1 + 1n�2 + 1n�3 + � � �+ 1

Page 119
                        

Vukomir M Milinkovic Dalibor M Cosic Knjiga za samostalno pripremanje ispita 119
 = 1 + 1 + 1 + � � �+ 1 = n n - ceo broj
 159) L = limx!0
 ( 1 +mx )n � ( 1 + nx )m
 x2Primenom binomnog razvoja
 ( 1 + b )n= 1+
 1
 1nb+
 1
 1 � 2 n (n� 1 ) b2+
 1
 1 � 2 � 3 n (n� 1 ) (n� 2 ) b3+ � � �+ bn
 dobijamo
 ( 1 +mx )n= 1 + nmx+
 n (n� 1 )2
 m2 x2 + � � �
 ( 1 + nx )m= 1 +mnx+
 m (m� 1 )2
 n2 x2 + � � � odnosno
 L = limx!0
 1+nmx+n (n�1)
 2m2 x2+ � � � �
 �1+mnx+
 m (m�1)2
 n2 x2+ � � ��
 x2
 = limx!0
 �n2m2 x2 � nm2 x2
 2x2� m
 2 n2 x2 �mn2 x22x2
 �=n2m2 � nm2 �m2 n2 +mn2
 2=mn (n�m )
 2m;n 2 N
 160) L = limx!2
 x3 � x2 � 8x+ 12x3 � 8x2 + 20x� 16
 Ako smo zaboravili kako se polinomi rastavljaju na µcinioce, ako je moguce, neuvek, evo jednog naµcina za to. Uzmimo za primer polinom brojioca, odnosno
 x3 � x2 � 8x+ 12Korak 1� Ustanovimo sa kojim je brojevima zadnji slobodni µclan datog polin-oma (12) deljiv bez ostatka. To su brojevi:
 +1; � 1; +2; � 2; +3; � 3; +4; � 4; : : :Korak 2� Ustanovimo koji od ovih brojeva, uvr�ten umesto promenljive (x)daje 0 odnosno x3 � x2 � 8x+ 12 = 0 To, u ovom sluµcaju,nisu brojevi � 1 i 1ali zato jeste broj 2:
 Korak 3� Dati polinom delimo sa promenljivom, ma koja ona bila, minus tajbroj (ma koji on bio), odnosno u na�em sluµcaju sa x� 2�x3 � x2 � 8x+ 12
 �: (x� 2 ) = x2 + x� 6
 �x3 � 2x20 + x2 � 8x+ 12
 �x2 � 2x0� 6x+ 12�� 6x+ 120 + 0
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 Dakle, polinom treceg stepena smo razloµzili na binom (x� 2) i polinom drugog
 stepena�x2 + x� 6
 �odnosno kvadratnu jednaµcinu x2+x�6 = 0 koju moµzemo
 rastaviti na (x� x1) (x� x2) gde su x1 i x2 njeni koreni, ili re�enja.
 x1;2 =� b�
 pb2 � 4ac2a
 ili x1;2 =�1�
 p1 + 24
 2) x1 = 2 x2 = � 3
 Sada imamo x3 � x2 � 8x+ 12 = (x� 2) (x� 2) (x+ 3)
 Sliµcno dobijamo x3 � 8x2 + 20x� 16 = (x� 2) (x� 2) (x� 4) odnosno
 L = limx!2
 (x� 2) (x� 2) (x+ 3)(x� 2) (x� 2) (x� 4) = lim
 x!2
 x+ 3
 x� 4 = �5
 2
 Uradimo isti zadatak na sledeci naµcin!
 Ako je x = t+ 2 tada za x! 2 ) t! 0 pa imamo
 L = limt!0
 (t+ 2)3 � (t+ 2)2 � 8 (t+ 2) + 12
 (t+ 2)3 � 8 (t+ 2)2 + 20 (t+ 2)� 16
 = � � � = limt!0
 t3 + 5t2
 t3 � 2t2
 = limt!0
 t2 (t+ 5)
 t2 (t� 2) = �5
 2
 Napomena! Primetimo da seprividne neodre�enosti oblika0
 0kada t! 0
 osloba�amo tako �to brojilac i imenilac podelimo sa najmanjim stepenom,bez obzira da li se on nalazio u brojiocu ili imeniocu. Naravno, podelu svakogµclana brojioca i imenioca sa najmanjim stepenom moµzemo postici i izvlaµce-njem tog stepena ispred zagrade i brojioca i imenioca.
 161) L = limx!0
 x3 + 5x2
 x3 � 2x2 = limx!0
 x2 (x+ 5 )
 x2 (x� 2 ) = �5
 2limx!2
 x+ 3
 x� 4 = �5
 2
 Za rastucu eksponencijalnu funkciju ex i opadajucu eksponencijalnu funkciju
 e x− e xy
 x1 201−2−
 e1
 1
 2
 ee�x imamo
 limx!+1
 ex = +1
 limx!�1
 ex = 0
 limx!+1
 e�x = 0
 limx!�1
 e�x = +1
 162) Odredimo
 8><>:a) lim
 x!+1shx lim
 x!�1shx b) lim
 x!+1chx lim
 x!�1chx
 c) limx!+1
 thx limx!�1
 thx d) limx!+1
 cthx limx!�1
 cthx
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 sh x
 1x
 y
 0
 1
 2
 1−
 1−
 2−
 1x
 y
 0
 1
 2
 1−
 1−
 2−
 xch
 1x
 y
 0
 1
 1−
 1−1
 x
 y
 0
 1
 2
 1−
 1−
 2−
 th x
 cth x
 a) limx!+1
 shx = limx!+1
 ex � e�x2
 =1
 2
 �lim
 x!+1ex| {z }
 +1
 � limx!+1
 e�x| {z }0
 �= + 1
 Kako je shx neparna funkcija sh (�x) = � shx onda imamo
 limx!�1
 shx = �1 ili limx!�1
 shx =1
 2
 �lim
 x!�1ex| {z }
 0
 � limx!�1
 e�x| {z }+1
 �= � 1
 b) limx!+1
 chx = limx!+1
 ex + e�x
 2=1
 2
 �lim
 x!+1ex| {z }
 +1
 + limx!+1
 e�x| {z }0
 �= + 1
 Kako je chx parna funkcija ch (�x) = chx onda imamo
 limx!�1
 chx = + 1 ili limx!�1
 chx =1
 2
 �lim
 x!�1ex| {z }
 0
 + limx!�1
 e�x| {z }+1
 �= + 1
 c) limx!+1
 thx = limx!+1
 shx
 chx= lim
 x!+1
 ex � e�x2
 ex + e�x
 2
 = limx!+1
 ex � e�xex + e�x
 Kako je (ex � e�x ) : (ex + e�x ) = 1� 2 e�x
 ex + e�xonda imamo
 limx!+1
 thx = limx!+1
 �1� 2 e�x
 ex + e�x
 �= 1� 2
 limx!+1
 e�x
 limx!+1
 ex + limx!+1
 e�x
 = 1� 2 0
 +1+ 0= 1
 Kako je thx neparna funkcija th (�x) = � thx onda imamo

Page 122
                        

Vukomir M Milinkovic Dalibor M Cosic Knjiga za samostalno pripremanje ispita 122
 limx!�1
 thx = � 1 odnosno limx!�1
 thx = limx!�1
 �1� 2 e�x
 ex + e�x
 �=
 = 1� 2lim
 x!�1e�x
 limx!�1
 ex + limx!�1
 e�x= 1� 2 +1
 0 + (+1) = 1� 2 � 1 = � 1
 Uvek je jthxj < 1
 d) limx!+1
 cthx = limx!+1
 chx
 shx= lim
 x!+1
 ex + e�x
 2ex � e�x
 2
 = limx!+1
 ex + e�x
 ex � e�x
 Kako je (ex + e�x ) : (ex � e�x ) = 1 + 2 e�x
 ex � e�x onda imamo
 limx!+1
 cthx = limx!+1
 �1 + 2
 e�x
 ex � e�x
 �= 1 + 2
 limx!+1
 e�x
 limx!+1
 ex � limx!+1
 e�x
 = 1 + 20
 +1� 0 = 1
 Kako je cthx neparna funkcija cth (�x) = � cthx onda imamo
 limx!�1
 cthx = � 1 odnosno limx!�1
 cthx = limx!�1
 �1 + 2
 e�x
 ex � e�x
 �=
 = 1 + 2lim
 x!�1e�x
 limx!�1
 ex � limx!�1
 e�x= 1 + 2
 +10� (+1) = 1 + 2 (� 1) = � 1
 Uvek je jcthxj > 1
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 Izuzetno vaµzno << limx!0
 sin x
 x= 1 >> Izuzetno vaµzno
 Ako posmatramo deo kruga u prvomkvadrantu i tri karakteristiµcne povr�ine
 1� trougao � OAB
 2� kruµzni iseµcak OAB
 3� trougao � OAC
 onda vidimo da je trougao � OAB manjiod kruµznog iseµcka OAB a ovaj manji odtrougla � OAC odnosno,
 P (� OAB) < P (OAB) < P (� OAC)
 rx
 r
 A
 B C
 0
 1� Povr�ina trougla � OAB iznosi
 P (� OAB) =r a
 2Kako je
 a
 r= sinx )
 a = r sinx onda imamo P (� OAB) =r2 sinx
 2rx
 r
 A
 B
 0a a
 2� Povr�ina iseµcka OAB Povr�ina kruga je
 r2� Povr�ina kruµznog iseµcka sa uglom x
 manja jex
 2�puta ili P (OAB) =
 x
 2�r2� =
 r2 x
 2rx
 r
 A
 B
 0
 3� Povr�ina trougla � OAC iznosi
 P (� OAC) =r a
 2Kako je
 a
 r= tg x )
 a = r tg x onda imamo P (� OAC) =r2 tg x
 2rx
 r
 A
 C
 0
 a
 Dakle,r2 sin x
 2<r2 x
 2<r2 tg x
 2odnosno sin x < x < tg x Delenjem
 sa sin x imamo 1 <x
 sin x<
 1
 cos xili 1 >
 sin x
 x> cos x odakle je
 1 > limx!0
 sin x
 x> lim
 x!0cos x| {z }!1
 ili 1 > limx!0
 sin x
 x> 1 ) lim
 x!0
 sin x
 x= 1
 Sliµcno dobijamo 1 < limx!0
 x
 sin x< lim
 x!0
 1
 cos x| {z }!1
 ) limx!0
 x
 sin x= 1
 Ne zaboravimo
 ��� limx!0
 sin x
 x= 1 lim
 x!0
 x
 sin x= 1 Ove formule su sastavni deo veceg
 broja zadataka u matematici, �zici, mehanici, elektrotehnici...
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 2π 3ππ− π2π−3π− 0
 1
 1−
 xxsin xsin
 y
 x
 Upore�ivanjem funkcijasinx
 xi sinx nece biti te�ko da primetimo sve njihove
 sliµcnosti ali i razlike. Dakle, funkcijasinx
 xima prekid u taµcki x = 0 Kako je
 sin (�x)�x =
 � sin x�x =
 sin x
 xonda lim
 x!0
 sin x
 x= 1 vaµzi i za x < 0
 163) limx!0
 j sin x jx
 Kako je j sinx j =(� sin x za x < 0 odnosno
 sinx za x > 0 onda imamo
 Leva graniµcna vrednost limx!0�
 j sin x jx
 = limx!0
 � sinxx
 = � limx!0
 sinx
 x= � 1
 Desna graniµcna vrednost limx!0+
 j sin x jx
 = limx!0
 sinx
 x= 1
 π−2π−3π−0 2π 3ππ
 1+
 1−
 =xsin 1+limx 0→ + x
 =xsin 1limx 0→ x−
 −
 x
 y
 Kako su leva i desna graniµcna vrednost razliµcite, onda funkcijaj sin x jx
 nema graniµcnu vrednost u taµcki x = 0 �to se vidi i na prethodnoj slici.
 164) Kako je jx j =(�x; x 6 0x; x > 0 onda imamo
 L = limx!0�
 sinx
 jx j = limx!0�
 sinx
 �x = � limx!0�
 sinx
 x= � 1
 L = limx!0+
 sinx
 jx j = limx!0+
 sinx
 x= lim
 x!0�
 sinx
 x= +1
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 2π 3ππ− π2π−3π−x
 0
 1+
 1−
 y=xsin 1+lim
 x 0→ + x
 x =sin 1limx 0→ x−
 −
 Kako je limx!0�
 sinx
 jx j 6= limx!0+
 sinx
 jx j onda graniµcna vrednost L = limx!0
 sinx
 jx jne postoji !Primetimo da limes ili graniµcna vrednost funkcije u nekoj taµcki nezavisi od vrednosti funkcije u toj taµcki vec zavisi od vrednosti funk-cije u okolini te taµcke.Ako se vratimo nekoliko redova (ne strana ) �unazad�, videcemo za�to je
 sinx < x < tg x odakle delenjem sa tg x dobijamo
 cosx <x
 tg x< 1 odnosno
 1
 cosx>tg x
 x> 1 pa imamo
 limx!0
 cosx < limx!0
 x
 tg x< 1 ) 1 < lim
 x!0
 x
 tg x< 1 ) lim
 x!0
 x
 tg x= 1
 limx!0
 1
 cosx> lim
 x!0
 tg x
 x> 1 ) 1 > lim
 x!0
 tg x
 x> 1 ) lim
 x!0
 tg x
 x= 1
 Savr�eno zapamtimo limx!0
 x
 tg x= 1 lim
 x!0
 tg x
 x= 1
 Vaµzno! Izuzetno Vaµzno!! Ekstremno Vaµzno!!!165) Odredimo graniµcnu vrednost povr�ine pravilnog mnogougla upisanog ukruµznicu polupreµcnika r ako broj stranica mnogougla (n) teµzi beskonaµcnosti
 A B
 r
 0
 ha
 2α
 2α
 Ako mnogougao ima n stranica, tada je � =2�
 n
 Kako je
 8><>:a
 r= sin
 �
 2= sin
 �
 n) a = r sin
 �
 n
 h
 r= cos
 �
 2= cos
 �
 n) h = r cos
 �
 n
 onda povr�ina trougla OAB iznosi
 P4 = a � h = r2 sin �ncos
 �
 n= r2
 1
 22 sin
 �
 ncos
 �
 n
 =r2
 2sin
 2�
 npa je povr�ina mnogougla P = n
 r2
 2sin
 2�
 nAko broj stranica
 mnogougla n!1 tada njegova povr�ina iznosi
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 P = limn!1
 nr2
 2sin
 2�
 n= r2 lim
 n!1
 sin2�
 n2�
 n
 � Ako je2�
 n= t tada za
 n!1 ) t! 0 pa imamo P = r2 � limt!0
 sin t
 t= r2 � Poznato !
 Napomena ! Kako je limx!0
 sinx
 x= lim
 x!0
 x
 sinx= 1 onda po de�niciji graniµcne
 vrednosti za svaki nula niz an vaµzi limn!1
 sin anan
 = limn!1
 ansin an
 = 1
 Kako je2�
 nnula niz
 �limn!1
 2�
 n= 0
 �onda imamo lim
 n!1
 sin2�
 n2�
 n
 = 1
 pa je uvo�enje smene (oµcigledno ) bilo nepotrebno !
 166) Duµz a podeljena je na n jednakih delova i nad svakim od njih konst-ruisan je krug. Odredimo zbir obima (On) i povr�ina (Pn) svih krugova azatim odredimo zbir svih obima i povr�ina, ako se duµz a podeli na beskon-aµcno jednakih delova.Ako duµz a podelimo na n jednakih delova, tada polupreµcnik svakog krugakonstruisanog nad tim delovima iznosi
 r =a
 n� 12=a
 2n
 pa je zbir obima svih krugova konstruisanih nad tim delovima
 On = nR� = n 2r � = n � 2a
 2n� = a � dok je povr�ina svih tih n krugova
 Pn = n r2 � = n
 a2
 4n2� =
 a2 �
 4n
 Ako duµz podelimo na beskonaµcno jednakih delova, tada zbir obima i po-vr�ina svih krugova konstruisanih nad tim delovima, iznosi
 limn!1
 On = limn!1
 a � = a � odnosno limn!1
 Pn = limn!1
 a2 �
 4n= 0
 pa nije te�ko zakljuµciti �ta se doga�a sa povr�inom svih krugova, ako se duµzdeli na vi�e jednakih delova.
 Izuzetno vaµzno << L = limx!0
 ax � 1x
 >> Izuzetno vaµznoAko je ax � 1 = t tada imamo ax = 1 + t ) ln ax = ln (1 + t) )
 x ln a = ln (1 + t) ) x =ln (1 + t)
 ln akada za x! 0 ) t! 0 odnosno
 L = limt!0
 t
 ln (1 + t)
 ln a
 = limt!0
 ln a1
 tln (1 + t)
 = limt!0
 ln a
 ln (1 + t)1t
 =ln a
 limt!0
 ln (1 + t)1t
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 =ln a
 ln limt!0
 (1 + t)1t| {z }
 e
 =ln a
 ln e=ln a
 1= ln a
 Za a = e ) limx!0
 ex � 1x
 = ln e = 1x
 y
 101−2−
 1 x1−xe
 167) Kako je sin 2� = 2 sin� cos� )
 8><>:cos� =
 sin 2�
 2 sin�
 sin� cos� =1
 2sin 2� odnosno
 cos a =sin 2a
 2 sin acos
 a
 2=sin 2
 a
 2
 2 sina
 2
 =sin a
 2 sina
 2
 cosa
 4=sin 2
 a
 4
 2 sina
 4
 =sin
 a
 2
 2 sina
 4
 ; : : :
 cosa
 2n=sin 2
 a
 2n
 2 sina
 2n
 =sin
 a
 2n�1
 2 sina
 2n
 onda imamo
 limn!1
 �cos a cos
 a
 2cos
 a
 22� � � cos a
 2n�2cos
 a
 2n�1cos
 a
 2n
 �= lim
 n!1
 0@cos a cos a2cos
 a
 22� � � cos a
 2n�2cos
 a
 2n�1
 sina
 2n�1
 2 sina
 2n
 1A= lim
 n!1
 0@cos a cos a2cos
 a
 22� � � cos a
 2n�2
 sin 2a
 2n�1
 2 � 2 sin a2n
 1A= lim
 n!1
 0@cos a cos a2cos
 a
 22� � �cos
 a
 2n�2sin
 a
 2n�2
 22 sina
 2n
 1A= lim
 n!1
 0@cos a cos a2cos
 a
 22� � �
 sin 2a
 2n�2
 2 � 22 sin a2n
 1A= lim
 n!1
 0@cos a cos a2cos
 a
 22� � �sin
 a
 2n�3
 23 sina
 2n
 1A = � � � =
 = limn!1
 0@cos a cos a2cos
 a
 22
 sina
 2n
 2n�2 sina
 2n
 1A = limn!1
 0@cos a cos a2
 sin 2a
 22
 2 � 2n�2 sin a2n
 1A= lim
 n!1
 0@cos a cos a2
 sina
 2
 2n�1 sina
 2n
 1A = limn!1
 0@cos a sin 2a
 2
 2 � 2n�1 sin a2n
 1A
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 = limn!1
 cos a sin a
 2n sina
 2n
 = limn!1
 sin 2a
 2 � 2n sin a2n
 = limn!1
 0@aa
 sin 2a
 2 � 2n sin a2n
 1A
 = limn!1
 0@ sin 2a2a
 a
 2n
 sina
 2n
 1A =sin 2a
 2a� limn!1
 a
 2n
 sina
 2n
 =sin 2a
 2a� 1 = sin 2a
 2a
 168) Pokaµzimo za�to je limn!1
 �cos
 x
 2cos
 x
 22� � � cos x
 2n�1cos
 x
 2n
 �=sinx
 x
 gde x 2 R n 2 N Kako je am a�n = am�n 2 sin� cos� = sin 2� odnosno
 2 sinx
 2ncos
 x
 2n= sin 2
 x
 2n= sin
 x2n
 2
 = sinx
 2n � 2�1 = sinx
 2n�1
 2 sinx
 2n�1cos
 x
 2n�1= sin 2
 x
 2n�1= sin
 x
 2n�1
 2
 = sinx
 2n�1 � 2�1 = sinx
 2n�2
 2 sinx
 22cos
 x
 22= sin 2
 x
 22= sin
 x
 22
 2
 = sinx
 22 � 2�1 = sinx
 2
 2 sinx
 2cos
 x
 2= sin 2
 x
 2= sin
 x2
 2
 = sinx onda imamo
 �cos
 x
 2cos
 x
 22� � � cos x
 2n�1cos
 x
 2n
 � 2 sin x2n
 2 sinx
 2n
 = cosx
 2cos
 x
 22� � � cos x
 2n�1
 z }| {2 sin
 x
 2ncos
 x
 2n
 2 sinx
 2n
 = cosx
 2cos
 x
 22� � � cos x
 2n�1
 sinx
 2n�1
 2 sinx
 2n
 = cosx
 2cos
 x
 22� � �cos
 x
 2n�1sin
 x
 2n�1
 2 sinx
 2n
 � 22= cos
 x
 2cos
 x
 22� � �2 sin
 x
 2n�1cos
 x
 2n�1
 22 sinx
 2n
 = cosx
 2cos
 x
 22� � �
 sinx
 2n�2
 22 sinx
 2n
 = � � � = cos x2
 cosx
 22sin
 x
 22
 2n�2 sinx
 2n
 � 22
 = cosx
 2
 2 sinx
 22cos
 x
 22
 2 � 2n�2 sin x2n
 = cosx
 2
 sinx
 2
 2n�1 sinx
 22
 � 22=
 2 sinx
 2cos
 x
 2
 2 � 2n�1 sin x2n
 =1
 2nsinx
 sinx
 2n
 =x
 2n
 sinx
 x
 sinx
 2n
 =
 x
 2n
 sinx
 2n
 � sinxx
 odnosno
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 limn!1
 �cos
 x
 2cos
 x
 22� � � cos x
 2n�1cos
 x
 2n
 �= lim
 n!1
 x
 2n
 sinx
 2n
 � sinxx
 =sinx
 x
 Jednaµcina y = x de�ni�e simetralu ili bisektrisu prvog i treceg kvadranta
 xy
 −= xy=
 y
 3− 2− 1− 0 1 2 3
 1
 2
 3
 x
 a jednaµcina y = �x de�ni�e simetraludrugog i µcetvrtog kvadranta.Me�utim, jednaµcina de�ni�e dve polu-
 prave ili y = jx j =��x; x 6 0x; x > 0
 Dakle, jedna jednaµcina y = jx j de�ni�e�jednu� liniju sastavljenu od �dve�
 poznate linije koje imaju svoje jednaµcine? U koordinatnom poµcetku ( 0; 0 ) linijanaglo �menja�(lomi) svoj pravac, pa zato tu taµcku nazivamo prelomnom ta-µckom krive y = jx j. Zbog �problema�sa koordinatnim poµcetkom, za funkcijuy = jx j kaµzemo da je nenegativna.Simbol [x ] oznaµcava najveci ceo broj koji nije veci od x odnosno najveciceo broj koji je manji ili jednak x �to je prikazano slikom i primerima.
 y
 1 2 3 401−2−3−4−
 1
 2
 3
 1−
 2−
 3−
 4−
 x
 Za 0 6 x < 1 [x ] = 0
 Za 1 6 x < 2 [x ] = 1
 Za 2 6 x < 3 [x ] = 2
 Za 3 6 x < 4 [x ] = 3� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �Za � 1 6 x < 0 [x ] = � 1
 Za � 2 6 x < � 1 [x ] = � 2
 Za � 3 6 x < � 2 [x ] = � 3
 Za � 4 6 x < � 3 [x ] = � 4� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
 y
 1
 2
 3
 1−
 2−
 3−
 4−
 x1−2−3−4−1 2 3 40
 Za x 2 [ 0; 1 ) [x ] = 0
 Za x 2 [ 1; 2 ) [x ] = 1
 Za x 2 [ 2; 3 ) [x ] = 2
 Za x 2 [ 3; 4 ) [x ] = 3� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �Za x 2 [� 1; 0 ) [x ] = � 1
 Za x 2 [� 2;� 1 ) [x ] = � 2
 Za x 2 [� 3;� 2 ) [x ] = � 3
 Za x 2 [� 4;� 3 ) [x ] = � 4Funkcija y = [x ] se sastoji od beskonaµcno mnogo delova i taµcaka prekidnosti.
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 N- ti izvod funkcije169) Odredimo n - ti izvod funkcije f (x) = ex
 f (x) = ex f 0 (x) = ex f 00 (x) = ex f 000 (x) = ex : : : f (n) (x) = ex
 170) Odredimo n - ti izvod funkcije f (x) = e7x
 f (x) = e7x
 f 0 (x) = e7x � 7 = 7 e7x
 f 00 (x) = 7 e7x � 7 = 72 e7x
 f 000 (x) = 72 e7x � 7 = 73 e7x...
 f (n) (x) = 7n e7x
 171) Odredimo n - ti izvod funkcije f (x) = e�7x
 f (x) = e�7x
 f 0 (x) = e�7x (� 7) = (� 7)1 e�7x
 f 00 (x) = � 7e�7x (� 7) = (� 7)2 e�7x
 f 000 (x) = (� 7)2 e�7x (� 7) = (� 7)3 e�7x...
 f (n) (x) = (� 7)n e�7x
 172) Odredimo n - ti izvod funkcije f (x) = x ex
 f (x) = x ex
 f 0 (x) = 1 ex + x ex = (x+ 1 ) ex
 f 00 (x) = 1 ex + (x+ 1 ) ex = (x+ 2 ) ex
 f 000 (x) = 1 ex + (x+ 2 ) ex = (x+ 3 ) ex
 ...f (n) (x) = (x+ n ) ex
 173) Odredimo n - ti izvod funkcije f (x) = xn
 f (x) = xn
 f 0 (x) = nxn�1
 f 00 (x) = n (n� 1 )x(n�1)�1 = n (n� 1 )xn�2
 f 000 (x) = n (n� 1 ) (n� 2 )x(n�2)�1 = n (n� 1 ) (n� 2 )xn�3...
 f (n) (x) = n (n� 1 ) (n� 2 ) � � � 3 � 2 � 1 � xn�n = 1 � 2 � 3 � � �n = n!
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 174) Odredimo n - ti izvod funkcije f (x) = ax a > 0
 f (x) = ax
 f 0 (x) = ax ln a
 f 00 (x) = ax ln a ln a = ax ( ln a )2
 f 000 (x) = ax ln a ( ln a )2= ax ( ln a )
 3
 ...f (n) (x) = ax ( ln a )
 n
 175) Odredimo n - ti izvod funkcije f (x) = lnx
 f (x) = lnx f 0 (x) =1
 xf 00 (x) = � 1
 x2f 000 (x) =
 2
 x3f (IV ) (x) = � 6
 x4
 f (n) (x) = (� 1)n�1 (n� 1 )!xn
 176) Odredimo n - ti izvod funkcije f (x) = ln (1 + x)
 f (x) = ln (1 + x)
 f 0 (x) =1
 1 + x
 f 00 (x) =� 1
 (1 + x)2 = �
 1
 (1 + x)2 = (� 1)
 1 (2� 1)!(1 + x)
 2
 f 000 (x) = � � 2 (1 + x)(1 + x)
 4 =2
 (1 + x)3 = (� 1)
 3�1 (3� 1)!(1 + x)
 3
 f (IV ) (x) =� 2 � 3 (1 + x)2
 (1 + x)6 = � 6
 (1 + x)4 = (� 1)
 4�1 (4� 1)!(1 + x)
 4
 f (V ) (x) = � � 6 � 4 (1 + x)3
 (1 + x)8 =
 24
 (1 + x)5 = (� 1)
 5�1 (5� 1)!(1 + x)
 5...
 f (n) (x) = (� 1)n�1 (n� 1)!(1 + x)
 n
 177) Odredimo n - ti izvod funkcije f (x) = ln�x2 + 5x+ 6
 �Kako je
 �x2 + 5x+ 6
 �= (x+ 2) (x+ 3) odnosno
 f (x) = ln��x+ 2
 � �x+ 3
 ��= ln (x+ 2) + ln (x+ 3) onda imamo
 f 0 (x) =1
 x+ 2+
 1
 x+ 3
 f 00 (x) =�1
 (x+ 2)2 +
 �1(x+ 3)
 2 = �
 1
 (x+ 2)2 +
 1
 (x+ 3)2
 !
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 f 000 (x) = � � 2 (x+ 2)(x+ 2)
 4 +� 2 (x+ 3)(x+ 3)
 4
 != 2
 1
 (x+ 2)3 +
 1
 (x+ 3)3
 !
 f (IV ) (x) = 2
 � 3 (x+ 2)2
 (x+ 2)6 +
 � 3 (x+ 3)2
 (x+ 3)6
 != � 6
 1
 (x+ 2)4 +
 1
 (x+ 3)4
 !
 f (V ) (x) = � 6 � 4 (x+ 2)3
 (x+ 2)8 +
 � 4 (x+ 3)3
 (x+ 3)8
 != 24
 1
 (x+ 2)5 +
 1
 (x+ 3)5
 !...
 f (n) (x) = (� 1)n�1 (n� 1) !�
 1
 (x+ 2)n +
 1
 (x+ 3)n
 �178) Odredimo n - ti izvod funkcije f (x) =
 1
 1 + x
 f (x) =1
 1 + x
 f 0 (x) =0 ( 1 + x )� 1 � 1
 ( 1 + x )2 = � 1
 ( 1 + x )2
 f 00 (x) = � 0 ( 1 + x )2 � 1 � 2 ( 1 + x )( 1 + x )
 4 =1 � 2
 ( 1 + x )3
 f 000 (x) =0 ( 1 + x )
 3 � 1 � 2 � 3 ( 1 + x )2
 ( 1 + x )6 = � 1 � 2 � 3
 ( 1 + x )4
 f (IV ) (x) = � 0 ( 1 + x )4 � 1 � 2 � 3 � 4 ( 1 + x )3
 ( 1 + x )8 =
 1 � 2 � 3 � 4( 1 + x )
 5
 ...
 f (n) (x) = (� 1)n 1 � 2 � 3 � 4 � � �n( 1 + x )
 n+1 =(� 1)n n!( 1 + x )
 n+1
 179) Odredimo n - ti izvod funkcije f (x) =1� x1 + x
 f 0(x)=�1 (1+x)� (1�x)
 (1 + x)2 =
 � 1�x�1+x(1 + x)
 2 =�2 1
 (1+x)2 =(�1)
 12
 1!
 (1+x)1+1
 f 00 (x) = � 2 � 2 (1 + x)(1 + x)
 4 = 22
 (1 + x)3 = (� 1)
 22
 2 !
 (1 + x)2+1
 f 000 (x) = 2� 2 � 3 (1 + x)2
 (1 + x)6 = � 2 6
 (1 + x)4 = (� 1)
 32
 3 !
 (1 + x)3+1
 f (IV ) (x) = � 2 � 6 � 4 (1 + x)3
 (1 + x)8 = 2
 24
 (1 + x)5 = (� 1)
 42
 4 !
 (1 + x)4+1
 ...
 f (n) (x) = (� 1)n 2 n !
 (1 + x)n+1
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 180) Odredimo n - ti izvod funkcije f (x) =1
 x+ aa zatim primenom do-
 bijenog rezultata odredomo n - ti izvod funkcije f (x) =1
 x3 � 2x2 � x+ 2
 f (x) =1
 x+ a
 f 0 (x) =� 1
 (x+ a)2 = �
 1
 (x+ a)2 = �
 1!
 (x+ a)1+1
 f 00 (x) = � � 2 (x+ a)(x+ a)
 4 =2
 (x+ a)3 =
 2!
 (x+ a)2+1
 f 000 (x) =� 2 � 3 (x+ a)2
 (x+ a)6 = � 6
 (x+ a)4 = �
 3!
 (x+ a)3+1
 f (IV ) (x) = � � 6 � 4 (x+ a)3
 (x+ a)8 =
 24
 (x+ a)5 =
 4!
 (x+ a)4+1
 ...
 f (n) (x) = (� 1)n n!
 (x+ a)n+1 ili
 �1
 x+ a
 �(n)= (� 1)n n!
 (x+ a)n+1
 Kako je x3 � 2x2 � x+ 2 = (x� 1) (x+ 1) (x� 2) odnosno1
 x3 � 2x2 � x+ 2 =1
 (x� 1) (x+ 1) (x� 2) �A
 x� 1 +B
 x+ 1+
 C
 x� 2
 =A (x+ 1) (x� 2) +B (x� 1) (x� 2) + C (x� 1) (x+ 1)
 (x� 1) (x+ 1) (x� 2)
 =A�x2 + x� 2x� 2
 �+B
 �x2 � x� 2x+ 2
 �+ C
 �x2 � 1
 �(x� 1) (x+ 1) (x� 2)
 =Ax2 �Ax� 2A+Bx2 � 3Bx+ 2B + Cx2 � C
 (x� 1) (x+ 1) (x� 2)
 =(A+B + C )x2 + (�A� 3B )x+ (� 2A+ 2B � C )
 (x� 1) (x+ 1) (x� 2)
 A + B + C = 0
 �A � 3B = 0
 � 2A + 2B � C = 1
 9>=>;A= � 12 ; B= 1
 6; C=
 1
 3onda zamenom dobijamo
 f (x) =1
 x3 � 2x2 � x+ 2 = �1
 2
 1
 x� 1 +1
 6
 1
 x+ 1+1
 3
 1
 x� 2 odnosno
 f (n) (x) = � 12
 �1
 x� 1
 �(n)+1
 6
 �1
 x+ 1
 �(n)+1
 3
 �1
 x� 2
 �(n)= � 1
 2(� 1)n n!
 (x� 1)n+1+1
 6(� 1)n n!
 (x+ 1)n+1 +
 1
 3(� 1)n n!
 (x� 2)n+1
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 181) Odredimo n - ti izvod funkcije f (x) = sinx
 f (x) = sinx f 0 (x) = cosx f 00 (x) = � sinx f 000 (x) = � cosx
 f (IV ) (x) = sinx : : : f (n) (x) = sin�x+ n
 �
 2
 �n 2 N x 2 R
 182) Odredimo n - ti izvod funkcije f (x) = cosx
 f (x) = cosx f 0 (x) = � sinx f 00 (x) = � cosx f 000 (x) = sinx
 f (IV ) (x) = cosx : : : f (n) (x) = cos�x+ n
 �
 2
 �n 2 N x 2 R
 183) Odredimo n - ti izvod funkcije f (x) = sin ax Kako je
 cos� = sin��+
 �
 2
 �cos��+
 �
 2
 �= sin
 ���+
 �
 2
 �+�
 2
 �= sin
 ��+ 2
 �
 2
 �onda imamo
 f 0 (x) = cos ax � a = a cos ax = a sin�ax+
 �
 2
 �f 00 (x) = a cos
 �ax+
 �
 2
 �a = a2 cos
 �ax+
 �
 2
 �= a2 sin
 �ax+ 2
 �
 2
 �f 000 (x) = a2 cos
 �ax+ 2
 �
 2
 �a = a3 cos
 �ax+ 2
 �
 2
 �= a3 sin
 �ax+ 3
 �
 2
 �...
 f (n) (x) = an sin�ax+ n
 �
 2
 �Ponovnim diferenciranjem dobijamo
 f (n+1) (x) = an cos�ax+ n
 �
 2
 �a = an+1 sin
 �ax+
 �n+ 1
 � �2
 �a to je pretho-
 dna jednaµcina gde je n zamenjeno sa n+ 1
 184) Odredimo n - ti izvod funkcije f (x) = cos ax Kako je
 sin� = � cos��+
 �
 2
 �) � sin� = cos
 ��+
 �
 2
 �sin��+
 �
 2
 �=�cos
 ���+
 �
 2
 �+�
 2
 �=�cos
 ��+2
 �
 2
 �)� sin
 ��+
 �
 2
 �=cos
 ��+2
 �
 2
 �onda imamo
 f 0 (x) = � sin ax � a = � a sin ax = a cos�ax+
 �
 2
 �f 00 (x) = a
 �� sin
 �ax+
 �
 2
 �a�= � a2 sin
 �ax+
 �
 2
 �= a2 cos
 �ax+ 2
 �
 2
 �...
 f (n) (x) = an cos�ax+ n
 �
 2
 �Ponovnim diferenciranjem dobijamo
 f (n+1) (x) = an�� sin
 �ax+ n
 �
 2
 �a�= � an+1 sin
 �ax+ n
 �
 2
 �= an+1 cos
 �ax+
 �n+ 1
 � �2
 �a to je prethodna jednaµcina gde je n
 zamenjeno sa n+ 1
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 185) Odredimo n - ti izvod funkcije f (x) = sin2 x
 Prema re�enju prethodnog zadatka imamo y= cos ax) y(n)=an cos�ax+n
 �
 2
 �Kako je f (x) =
 1� cos 2x2
 =1
 2� 12cos 2x onda zamenom a = 2 dobijamo
 f (n) (x) = � 122n cos
 �2x+ n
 �
 2
 �= 2n�1 cos
 �2x+ n
 �
 2� �2
 �= 2n�1 cos
 �2x+
 �n� 1
 � �2
 �186) Odredimo n - ti izvod funkcije f (x) = cos2 x
 Prema re�enju prethodnog zadatka imamo y= cos ax) y(n)=an cos�ax+n
 �
 2
 �Kako je f (x) =
 1 + cos 2x
 2=1
 2+1
 2cos 2x onda zamenom a = 2 dobijamo
 f (n) (x) =1
 22n cos
 �2x+ n
 �
 2
 �= 2n�1 cos
 �2x+ n
 �
 2
 �187) Odredimo n - ti izvod funkcije f (x) = (a� bx)n
 f (x) = (a� bx)n
 f 0 (x) = n (a� bx)n�1 (� b) = � bn (a� bx)n�1
 f 00 (x) = � bn (n� 1) (a� bx)n�2 (� b) = b2n (n� 1) (a� bx)n�2
 f 000 (x) = b2n (n�1)(n�2)(a� bx)n�3 (� b) =� b3n (n�1)(n�2)(a� bx)n�3
 f IV(x)=�b3n(n�1)(n�2)(n�3)(a�bx)n�4(�b)=b4n(n�1)(n�2)(n�3)(a�bx)n�4...
 f (n) (x) = (� b)n n (n� 1) (n� 2) (n� 3) � � � (a� bx)n�n = (� b)n n!
 188) Odredimo n - ti izvod funkcije f (x) = (ax+ b)n
 f (x) = (ax+ b)n
 f 0 (x) = n (ax+ b)n�1
 a = an (ax+ b)n�1
 f 00 (x) = an (n� 1) (ax+ b)n�2 a = a2n (n� 1) (ax+ b)n�2
 f 000 (x) = a2n (n� 1) (n� 2) (ax+ b)n�3 a = a3n (n� 1) (n� 2) (ax+ b)n�3
 f IV (x)=a3n(n�1)(n�2)(n�3)(ax+b)n�4a=a4n(n�1)(n�2)(n�3)(ax+b)n�4...
 f (n) (x) = ann (n� 1) (n� 2) (n� 3) � � � (ax+ b)n�n = ann!
 189) Odredimo f (n) (x) n 2 N ako je f (x) = (2x+ 1) (x� 1)�1 (x+ 2)�1
 f (x) =2x+ 1
 (x� 1) (x+ 2) �A
 x� 1 +B
 x+ 2=A (x+ 2) +B (x� 1)(x� 1) (x+ 2)
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 =Ax+ 2A+Bx�B(x� 1) (x+ 2) =
 (A+B )x+ (2A�B )(x� 1) (x+ 2)
 A + B = 22A � B = 1
 �3A = 3 ) A = 1 ) B = 1 ) f (x) =
 1
 x� 1 +1
 x+ 2
 Ako je1
 x� 1 = u1
 x+ 2= v tada imamo
 u0 = � 1
 (x� 1)2u00 = � � 2 (x� 1)
 (x� 1)4= 2
 1
 (x� 1)3
 u000 = 2� 3 (x� 1)2
 (x� 1)6= � 6 1
 (x� 1)4u(n) = (� 1)n n! 1
 (x� 1)n+1
 v0 = � 1
 (x+ 2)2 v00 = � � 2 (x+ 2)
 (x+ 2)4 = 2
 1
 (x+ 2)3
 v000 = 2� 3 (x+ 2)2
 (x+ 2)6 = � 6 1
 (x+ 2)4 v(n) = (� 1)n n! 1
 (x+ 2)n+1 odnosno
 f (n) (x) = (� 1)n n!
 1
 (x� 1)n+1+
 1
 (x+ 2)n+1
 !
 190) Odredimo n - ti izvod ako je f (x) = lnp1� x2
 f (x) = lnp1� x2 = ln
 �1� x2
 � 12 =
 1
 2ln�1� x2
 �=1
 2ln (1� x) (1 + x)
 =1
 2
 �ln�1� x
 �+ ln
 �1 + x
 ��f 0 (x) =
 1
 2
 �� 11� x +
 1
 1 + x
 �=1
 2
 �� 1
 1� x +1
 1 + x
 �
 f 00 (x) =1
 2
 � � (� 1)(1� x)2
 +� 1
 (1 + x)2
 !=1
 2
 � 1
 (1� x)2� 1
 (1 + x)2
 !
 f 000 (x) =1
 2
 � � 2 (1� x) (� 1)
 (1� x)4� � 2 (1 + x)
 (1 + x)4
 !=1
 2
 � 2
 (1� x)3+
 2
 (1 + x)3
 !
 f (IV )(x)=1
 2
 � �2 �3(1�x)
 2(�1)
 (1� x)6+�2 �3(1+x)2
 (1 + x)6
 !=1
 2
 � 6
 (1�x)4� 6
 (1+x)4
 !...
 f (n) (x) =1
 2
 �� (n� 1)!(1� x)n + (� 1)
 n�1 (n� 1)!(1 + x)
 n
 �
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 191) Odredimo n - ti izvod funkcije f (x) =ax+ b
 cx+ d
 ax+ b
 cx+ d=c
 c
 ax+ b
 cx+ d=1
 c
 acx+ bc
 cx+ d=1
 c
 acx+ ad� ad+ bccx+ d
 =1
 c
 acx+ ad+ bc� adcx+ d
 =1
 c
 �acx+ ad
 cx+ d+bc� adcx+ d
 �=a
 c
 cx+ d
 cx+ d+1
 c
 bc� adcx+ d
 =a
 c+1
 c
 bc� adcx+ d
 =a
 c+bc� adc| {z }
 konstanta
 1
 cx+ d
 Kako je izvod konstantea
 c= 0 onda imamo
 f (n) (x) =bc� adc
 �1
 cx+ d
 �(n)Ako je f (t) = ta tada imamo
 f 0 (t) = a ta�1 f 00 (t) = a (a� 1) ta�2 Ako pretpostavimo da je
 f (n) (t) = a (a� 1) � � � (a� n+ 1) ta�n tada za n+ 1 imamo
 f (n+1) (t) = a (a� 1) � � � (a� n+ 1) (a� n) ta�n�1 pa je pretpostavka taµcna
 f (n) (x) =bc� adc
 �(cx+ d)
 �1�(n)
 =bc� adc
 (� 1) (� 2) � � � (� 1� n+ 1) cn�(cx+ d)
 �1�n+1
 =bc� adc
 (� 1)n n! cn (cx+ d)�n�1
 = (� 1)n n! (b c� ad) cn�1 (cx+ d)�n�1
 Lajbnicova formulaZa izvod proizvoda funkcija u = u (x) i v = v (x) vaµzi formula
 (u v)0= u0 v + u v0 Iz ove formule redom dobijamo
 (u v)00= u00 v + u0 v0 + u0 v0 + u v00 = u00 v + 2u0 v0 + u v00
 (u v)000= u000 v + u00 v0 + 2 (u00 v0 + u0 v00 ) + u0 v00 + u v000
 = u000 v + 3u00 v0 + 3u0 v00 + u v000
 (u v)(IV )
 = u(IV ) v+u000 v0+3 (u000 v0+u00 v00 )+3 (u00 v00+u0 v000 )+u0 v000+u v(IV )
 = u(IV ) v + 4u000 v0 + 6u00 v00 + 4u0 v000 + u v(IV )
 (u v)(V )
 = u(V ) v + u(IV ) v0 + 4�u(IV ) v0 + u000 v00
 �+ 6 (u000 v00 + u00 v000 )+
 +4�u00 v000 + u0 v(IV )
 �+ u0 v(IV ) + u v(V )
 = u(V ) v + 5u(IV ) v0 + 10u000v00 + 10u00v000 + 5u0v(IV ) + u v(V )
 Primenom binomnog razvoja dobijamo
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 (u+ v)1= u1 + v1
 (u+ v)2= u2 + 2uv + v2
 (u+ v)3= u3 + 3u2 v + 3uv2 + v3
 (u+ v)4= u4 + 4u3 v + 6u2 v2 + 4uv3 + v4
 (u+ v)5= u5 + 5u4 v + 10u3 v2 + 10u2 v3 + 5uv4 + v5
 ...(u+ v)
 n= un+
 �n
 1
 �un�1v+
 �n
 2
 �un�2v2+ � � �+
 �n
 2
 �u2vn�2+
 �n
 1
 �uvn�1+ vn
 gde je�n
 1
 �=n
 1=n
 1!
 �n
 2
 �=n (n� 1)1 � 2 =
 n (n� 1)2!�
 n
 3
 �=n (n� 1) (n� 2)
 1 � 2 � 3 =n (n� 1) (n� 2)
 3!�n
 4
 �=n (n� 1) (n� 2) (n� 3)
 1 � 2 � 3 � 4 =n (n� 1) (n� 2) (n� 3)
 4!�n
 k
 �=n (n� 1) (n� 2) (n� 3) � � �
 �n�
 �k � 1
 ��k!
 Koe�cijenti u formulama
 (u v)00
 (u v)000
 (u v)(IV ) ili (u v)(V )
 isti su kao i koe�cijenti u binomnoj formuli za
 (u+ v)2
 (u+ v)3
 (u+ v)4 ili (u+ v)5 Zato moµzemo pisati
 (u v)(n)=
 = u(n)v+
 �n
 1
 �u(n�1)v0+
 �n
 2
 �u(n�2)v00+ � � �+
 �n
 2
 �u00v(n�2)+
 �n
 1
 �u0v(n�1)+uv(n)
 =
 nXk=0
 �n
 k
 �u(n�k) v(k) odnosno (u v)
 (n)=
 nXk=0
 �n
 k
 �u(n�k) v(k) n 2 N ili
 y(n) = (u v)(n)= (u+ v)
 n
 �� (u v)(n)=
 nXk=0
 �n
 k
 �u(n�k) v(k) n 2 N Lajbnicova formula
 Zanimljivu i korisnu povezanost simbolizma algebarskog i diferencijalnograµcuna primetio je G. W. Leibniz 1695. god.
 192) Odredimo n - ti izvod funkcije y = xn ex n 2 N
 Primenom Lajbnicove formule (u v)(n) =nXk=0
 �n
 k
 �u(n�k) v(k) dobijamo
 y(n) = (xn ex )(n)=
 nXk=0
 �n
 k
 �(xn )
 (n�k)(ex )
 k Kako je
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 (ex )0= ex (ex )
 00= ex (ex )
 000= ex : : : (ex )
 k= ex odnosno
 (xn )0= nxn�1
 (xn )00= n (n� 1)xn�2
 (xn )000= n (n� 1) (n� 2)xn�3
 (xn )(IV )
 = n (n� 1) (n� 2) (n� 3)xn�4
 (xn )(V )
 = n (n� 1) (n� 2) (n� 3) (n� 4)xn�5...
 (xn )(n�k)
 = n (n� 1) (n� 2) (n� 3) (n� 4) � � ��n�
 �n� k
 �+ 1�xn�(n�k)
 = n (n� 1) (n� 2) (n� 3) (n� 4) � � � (k + 1)xk
 onda zamenom dobijamo
 y(n) =nXk=0
 �n
 k
 �n (n� 1) (n� 2) (n� 3) (n� 4) � � � (k + 1)xkex
 = exnXk=0
 �n
 k
 �n (n� 1) (n� 2) (n� 3) (n� 4) � � � (k + 1)xk
 193) Odredimo konstante a; b; c tako da vaµzi
 f (x) =p1 + x2 = ax+ b+
 c
 x+ �
 �1
 x
 �x! �1
 Napomena! Simbol � je Peanova oznaka za beskonaµcno malu veliµcinu µciji
 je red veci od1
 x
 Ako x! �1 tada primenom binomnog razvoja
 (1 + t)n= 1 +
 1
 1n t+
 1
 1 � 2 n (n� 1) t2 +
 1
 1 � 2 � 3 n (n� 1) (n� 2) t3 + � � �
 dobijamo
 f (x) =p1+ x2 =
 px2+ 1 =
 sx2�1+
 1
 x2
 �= jxj
 r1+
 1
 x2= �x
 �1+
 1
 x2
 �12
 = �x�1 +
 1
 2
 1
 x2+ �
 �1
 x2
 ��= �x� 1
 2
 1
 x+ �
 �1
 x
 �pa je
 a = � 1; b = 0; c = � 12
 194) Odredimo a i b tako da budepx2 + x� 1 t ax+ b ako x! �1
 Kako x! �1 onda prema formuli jxj =(�x; x 6 0x; x > 0 imamo
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 px2+x�1 =
 sx2�1+
 1
 x� 1
 x2
 �= jxj
 s1+
 �1
 x� 1
 x2
 �=�x
 �1+
 �1
 x� 1
 x2
 ��12
 Primenom binomnog razvoja
 (1 + t)n= 1 +
 1
 1n t+
 1
 1 � 2 n (n� 1) t2 +
 1
 1 � 2 � 3 n (n� 1) (n� 2) t3 + � � �
 dobijamopx2+x�1 = �x
 �1 +
 1
 2
 �1
 x� 1
 x2
 �+ �
 �1
 x2
 ��= �x� 1
 2+�
 �1
 x
 �t �x� 1
 2
 odakle je a = � 1; b = � 12
 195) Ako n! +1 odredimo vrednosti realnih parametara a; b; c za koje je
 a 3pn3 + n2 + n+ 1 + b
 pn2 + 1 +
 c
 n= �
 �1
 n2
 �
 Kako n! +1 onda prema formuli jnj =(�n; n 6 0n; n > 0
 i binomnom razvoju
 (1 + t)n= 1 +
 1
 1n t+
 1
 1 � 2 n (n� 1) t2 +
 1
 1 � 2 � 3 n (n� 1) (n� 2) t3 + � � �
 dobijamo
 a 3pn3 + n2 + n+ 1 + b
 pn2 + 1 +
 c
 n=
 = a 3
 sn3�1 +
 1
 n+1
 n2+1
 n3
 �+ b
 sn2�1 +
 1
 n2
 �+c
 n
 = a jnj 3
 r1 +
 1
 n+1
 n2+1
 n3+ b jnj
 r1 +
 1
 n2+c
 n
 = an
 �1 +
 �1
 n+1
 n2+1
 n3
 �� 13+ bn
 �1 +
 1
 n3
 � 12+c
 n
 = an
 1 +
 1
 3
 �1
 n+1
 n2+1
 n3
 �+1
 2
 1
 3
 �1
 3� 1��
 1
 n+1
 n2+1
 n3
 �2+ �
 �1
 n3
 �!+
 + bn
 �1 +
 1
 2
 1
 n2+1
 2
 1
 2
 �1
 2� 1�1
 n4| {z }otpada, >n3
 + �
 �1
 n4
 ��+c
 n
 = an
 1 +
 1
 3
 �1
 n+1
 n2+1
 n3
 �� 19
 �1
 n+1
 n2+1
 n3
 �2+ �
 �1
 n3
 �!+
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 + bn
 �1 +
 1
 2n2+ �
 �1
 n4
 ��+c
 n
 = an
 �1 +
 1
 3n+
 1
 3n2+
 1
 3n3� 19
 �1
 n2+2
 n3+3
 n4+2
 n5+1
 n6| {z }otpada, >n3
 �+ �
 �1
 n6
 ��
 + bn
 �1 +
 1
 2n2+ �
 �1
 n4
 ��+c
 n
 = an
 �1+
 1
 3n+
 1
 3n2+
 1
 3n3� 1
 9n2� 2
 9n3+�
 �1
 n3
 ��+bn
 �1+
 1
 2n2+�
 �1
 n4
 ��+c
 n
 = an
 �1 +
 1
 3n+
 2
 9n2+
 1
 9n3+ �
 �1
 n3
 ��+ bn
 �1 +
 1
 2n2+ �
 �1
 n4
 ��+c
 n
 = an+a
 3+2a
 9n+
 a
 9n2+ �
 �1
 n2
 �+ bn+
 b
 2n+ �
 �1
 n3
 �+c
 n
 = (a+ b)n+a
 3+
 �2a
 9+b
 2+ c
 �1
 n+
 a
 9n2+ �
 �1
 n2
 �Ako je a = 0; b = 0; c = 0 tada vaµzi jednakost
 a 3pn3 + n2 + n+ 1 + b
 pn2 + 1 +
 c
 n= �
 �1
 n2
 �
 196) Pokaµzimo da se funkcija y =1
 1 + x� ex cosx
 za x! 0 moµze napisati u obliku
 y = ax+ bx2 + cx3 + ��x3�i zatim odredimo konstante a; b; c Kako je
 y =1
 1 + x� ex cosx y(0) = 0
 y0 = � 1
 ( 1 + x )2 � ex ( cosx� sinx ) y0(0) = � 2
 y00 =2
 ( 1 + x )3 + 2e
 x sinx y00(0) = 2
 y000 = � 6
 ( 1 + x )4 + 2e
 x ( sinx+ cosx ) y000(0) = � 4 onda imamo
 y = 0� 2
 1!x+
 2
 2!x2 � 4
 3!x3 + �(x3) = � 2x+ x2 � 2
 3x3 + �(x3)
 Kako je y = ax+ bx2 + cx3 + �(x3) onda imamo a = � 2; b = 1; c = � 23
 Napomena: Uradimo isti zadatak sledecim postupkom
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 y =1
 1 + x� ex cosx = ( 1 + x )�1 � ex cosx Kako je
 ( 1 + x )�= 1 + �x+
 � (�� 1 )2!
 x2 +� (�� 1 ) (�� 2 )
 3!x3 + �(x3)
 et = 1 + t+t2
 2+t3
 6+ � � � ; cos t = 1� t
 2
 2+t4
 24� � � � onda imamo
 y = 1� x+ x2 � x3 ��1 + x+
 x2
 2+x3
 6
 ��1� x
 2
 2
 �= � � � = � 2x+ x2 � 2
 3x3 + �(x3) odnosno a = � 2; b = 1; c = � 2
 3
 197) Dokaµzimo da se funkcija f(x) = (x+ 1 )sin x �
 �x2 + 1
 �cos xza x! 0 moµze prikazati u obliku
 f(x) = ax3 + bx4 + �(x4) pa odredimo a i b Kako je
 (x+ 1 )sin x
 = eln( x+1 )sin x
 = esin x ln( x+1 )�x2 + 1
 �cos x= eln( x
 2+1 )cos x = ecos x ln( x2+1 ) odnosno
 sinx = x� x3
 3!+ �(x3); cosx = 1� x
 2
 2!+ �(x2); ex = 1+ x+
 x2
 2+x3
 3!+ �(x3)
 ln (x+ 1 ) = x� x2
 2+x3
 3+ �(x3) Odredimo Maklorenov razvoj za
 g(x) = ln�x2 + 1
 �Kako je
 g(x) = ln�x2+1
 �g0(x)=
 2x
 x2+1g00(x)=
 2� 2x2
 (x2+1)2 g000(x)=
 � 12x+ 4x3
 (x2 + 1)3
 g(IV )(x) =�12x4 + 72x2 � 12
 (x2 + 1 )4
 g(0) = 0 g0(0) = 0 g00(0) = 2 g000(0) = 0 g(IV )(0) = � 12 onda imamo
 ln�x2 + 1
 �= 0+
 0
 1!x+
 2
 2!x2+
 0
 3!x3� 12
 4!x4+�(x4) = x2� x
 4
 2+�(x4) Kako je
 sinx ln (x+ 1 ) =
 �x� x
 3
 6
 ��x� x
 2
 2+x3
 3
 �= � � � = x2 � x
 3
 2+x4
 6+ �(x4)
 cosx ln�x2 + 1
 �=
 �1� x
 2
 2+x4
 24
 ��x2 � x
 4
 2
 �= � � � = x2 � x4 + �(x4)
 onda imamo
 f(x) = esin x ln(x+1 ) � ecos x ln(x2+1 ) = 1 + x2 � x3
 2+x4
 6� 1� x2 + x4 + �(x4)
 = � 12x3 +
 7
 6x4 + �(x4) odnosno
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 f(x) = ax3 + bx4 + �(x4) ) a = � 1
 2; b =
 7
 6
 198) Dokaµzimo da se funkcija f(x) = sin ( ex � 1 ) + ln ( 1 + sinx )1� x
 za x! 0 moµze prikazati u obliku
 f(x) = ax+ x2 + bx3 + �(x3) i odredimo a i b Kako je
 ex = 1 + x+x2
 2+x3
 6+ �(x3)
 ex � 1 = x+ x2
 2+x3
 6+ �(x3) sinx = x� x
 3
 3!+ �(x3) odnosno
 sin ( ex � 1 ) = x+ x2
 2+x3
 6� x
 3
 6+ �(x3) = x+
 x2
 2+ �(x3) zatim
 ln ( 1 + x ) = x� x2
 2+x3
 3+ �(x3) odnosno
 ln ( 1 + sinx ) = x� x3
 6� x
 2
 2+x3
 3+ �(x3) = x� x
 2
 2+x3
 6+ �(x3)
 Odredimo Maklorenov razvoj i za g(x) =1
 1� x Kako je
 g(x) =1
 1� x g0(x) =1
 (1� x)2g00(x) =
 2
 (1� x)3g000(x) =
 6
 (1� x)4
 g(0) = 1 g0(0) = 1 g00(0) = 2 g000(0) = 6 onda imamo
 g(x) = 1 +1
 1!x+
 2
 2!x2 +
 6
 3!x3 + �(x3) = 1 + x+ x2 + x3 + �(x3) odnosno
 f(x) = sin ( ex � 1 ) + ln ( 1 + sinx )1� x = � � � = 2x+ x2 + 2
 3x3 + �(x3)
 gde je a = 2; b =2
 3
 199) Pokaµzimo da se funkcija f(x) = 1� cos ( ex � 1 )+ ln ( cosx )1� x za x! 0
 moµze prikazati u obliku
 f(x) = ax4 + bx5 + �(x5) i zatim odredimo a i b Kako je
 ex = 1 + x+x2
 2+x3
 6+x4
 24+x5
 120+ �(x5) odnosno
 ex � 1 = x+ x2
 2+x3
 6+x4
 24+x5
 120+ �(x5) cosx = 1� x
 2
 2+x4
 24+ �(x4) ili
 cos ( ex � 1 ) = 1� 12
 �x+
 x2
 2+x3
 6+x4
 24
 �2+1
 24
 �x+
 x2
 2
 �4= 1� 1
 2
 �x2 +
 x4
 4+ x3 +
 x4
 3+x5
 12+x5
 6
 �+1
 24
 �x4 + 2x5
 �

Page 144
                        

Vukomir M Milinkovic Dalibor M Cosic Knjiga za samostalno pripremanje ispita 144
 = � � � = 1� x2
 2� x
 3
 2� x
 4
 4� x
 5
 24+ �(x5)
 ln ( cosx ) = ln ( 1 + ( cosx� 1 )) = � x2
 2+x4
 24� 12
 �� x
 2
 2+x4
 24
 �2= � x
 2
 2+x4
 24� 12
 �x4
 4
 �+ �(x4) = � x
 4
 12� x
 2
 2+ �(x4)
 1
 1� x = 1 + x+ x2 + x3 + x4 + x5 + �(x5) onda imamo
 f(x) = 1�1+ x2
 2+x3
 2+x4
 4+x5
 24+�1 + x+ x2 + x3 + x4 + x5
 ��� x
 4
 12� x
 2
 2
 �= � � � = � 1
 3x4 � 13
 24x5 + �(x5) gde su a = � 1
 3; b = � 13
 24
 200) Pokaµzimo da se f(x) =3
 4
 x3p1 + x sinx�
 pcosx
 �r
 1
 1� x ln (1 + x)
 za x! 0 moµze prikazati u obliku
 f(x) = ax2 + bx3 + �(x3) i zatim odredimo a i b Kako je
 (1 + x)�= 1 + � x+
 � (�� 1)2!
 x2 +� (�� 1) (�� 2)
 3!x3 + �(x3)
 sinx = x� x3
 3!+ �(x3) cosx = 1� x
 2
 2!+x4
 4!+ �(x4)
 ln (1 + x) = x� x2
 2+x3
 3+ �(x3) onda imamor
 1
 1� x = ( 1� x )� 12 = ( 1 + (�x ))�
 12 = 1 +
 1
 2x+
 3
 8x2 +
 5
 16x3 + �(x3)
 p1 + x = ( 1 + x )
 12 = 1 +
 1
 2x� 1
 8x2 +
 1
 16x3 + �(x3) odnosno
 p1 + x sinx = 1 +
 1
 2
 �x� x
 3
 6
 �x = 1 +
 x2
 2� x
 4
 12+ �(x4)
 pcosx=
 p1+cosx�1 =(1+(cosx�1))
 12 =1+
 1
 2
 �� x
 2
 2+x4
 24
 �=1� x
 2
 4+�(x2)
 f(x) =3
 4
 x3p1 + x sinx�
 pcosx
 �r
 1
 1� x ln ( 1 + x )
 =3
 4
 x3
 1 +x2
 2� 1 + x
 2
 4+ �(x2)
 ��1 +
 x
 2+3
 8x2 +
 5
 16x3��x� x
 2
 2+x3
 3
 �
 =3
 4
 x3
 3
 4x2 + �(x2)
 ��x� x
 2
 2+x3
 3+x2
 2� x
 3
 4+3
 8x3 + �
 �x3��
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 = � � � = � 1124x3 + �(x3) gde su a = 0; b = � 11
 24
 Nizovi Nizovi Nizovi NizoviKo�ijev kriterijum konvergencijeNiz realnih brojeva fanga1; a2; a3; : : : ; an je konvergentan niz ako za svaki realan broj " > 0 postojiprirodan broj p > 0 koji zavisi od "; takav da vaµzi n+ p > n > p odnosno
 jan+p � an j < " gde je
 8<: n+ p veci broj n 2 N p 2 Nn manji broj" realan broj " > 0
 Za svaki konvergentan niz fang n 2 N kaµzemo da je Ko�ijev.Za niz fang kaµzemo da je Ko�ijev ako je
 limm!+1n!+1
 jxm � xn j = 0 gde m i n teµze +1 nezavisno jedan od drugog.
 Banahov stavNiz racionalnih brojeva a1; a2; : : : ; an; : : :
 je skup racionalnih brojeva i µclanova niza gde je svaki oznaµcen jednim priro-dnim brojem koji odre�uje njegovo mesto ili poloµzaj u nizu.Niz je beskonaµcan ako iza svakog µclana postoji novi µclan.Niz je odre�en ako postoji bilo kakvo pravilo koje svakom prirodnom brojun dodeljuje jedan µclan niza an
 Neka su data dva beskonaµcna niza racionalnih brojeva
 (a1; a2; : : : ; an
 b1; b2; : : : ; bnkoji imaju sledece osobine:
 1� Kada n raste tada
 (niz (an ) ne pada a1 6 a2 6 � � � 6 an 6 an+1 6 � � �niz (bn ) ne raste b1 > b2 > � � � > bn > bn+1 > � � �
 Dakle, dva ili vi�e µclanova niza mogu biti jednaki ili eventualno svi µclanoviniza mogu biti jednaki.
 2� Ni jedan µclan niza (an ) nije veci od bilo kog µclana niza (bn ) istog indeksa
 an 6 bn n = 1; 2; 3; : : :
 3� Razlika dva µclana zadatih nizova istog indeksa n bn� an moµze postatipo volji mala, odnosnolim
 n!+1(bn � an ) = 0
 Ako dva niza zadovoljavaju prethodne uslove, tada postoji jedan realan broj A
 odre�en sa ta dva niza tako da ni jedan µclan niza
 ((an) nije veci od A an 6 A(bn) nije manji od A bn > A
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 Broj A; jednoznaµcno odre�en sa ta dva niza oznaµcimo sa A = (an; bn )Ako µclanove zadatih nizova prikaµzemo na brojnoj pravoj, tada nizu brojevaodgovara niz taµcaka.
 1b2bbn1a an2a
 bn an−
 Taµcke niza
 ((an ) µcine rastuci niz taµcaka(bn ) µcine padajuci niz taµcaka
 gde dve ili vi�e taµcaka istog niza mogu zauzeti poloµzaj u istoj taµcki. Svakataµcka an zauzima poloµzaj levo od svake taµcke bn Duµzine intervala
 b1 � a1; b2 � a2; : : : ; bn � an; : : :teµze nuli ako n raste ka beskonaµcnosti, odnosno ako n!1 tada se duµzinetih intervala �steµzu�u jednu jednoznaµcno odre�enu taµcku A Kako se intervalibn�an za n!1 steµzu na taµcku A koja se nalazi u svakom od tih intervala ili
 na njihovim krajevima, onda ni jedan µclan
 (an ne prelazi desno od taµcke Abn ne prelazi levo od taµcke A
 Kako je limn!1
 (bn � an ) = 0 ) limn!1
 jA� an j = 0 limn!1
 jA� bn j = 0
 onda je A zajedniµcka graniµcna vrednost nizova (an ) i (bn ) odnosnoA = lim
 n!1an = lim
 n!1bn
 201) Dokaµzimo da postoji beskonaµcno mnogo prirodnih brojeva n za koje je
 (1) cos�
 7� cos 2�
 7+ cos
 3�
 7� � � �+ (� 1)n�1 cos n�
 7=1
 2
 Neka je S = cos�
 7� cos 2�
 7+ cos
 3�
 7Imamo trigonometrijske jednakosti
 (2) sin2�
 7= 2 sin
 �
 7cos
 �
 7
 (3) sin3�
 7� sin �
 7= 2 sin
 �
 7cos
 2�
 7
 (4) sin4�
 7� sin 2�
 7= 2 sin
 �
 7cos
 3�
 7
 Ako (3) pomnoµzimo sa � 1 a jednakosti (2) (3) i (4) saberemo, tada imamo
 (5) sin�
 7+ sin
 4�
 7� sin 3�
 7= 2 sin
 �
 7
 �cos
 �
 7� cos 2�
 7+ cos
 3�
 7
 �Kako je
 sin3�
 7= sin
 �� � 4�
 7
 �= sin
 4�
 7onda skracivanjem jednakosti (5) sa sin
 �
 7
 dobijamo S =1
 2Sabiranjem prva tri µclana zbira (1) dobijamo
 1
 2Ako u zbir
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 (6) 1� z+ z2� z3+ z4� z5+ z6= 1+ z7
 1 + zstavimo z = ei
 �7 tada ovaj zbir iznosi
 1 +�ei�7
 �71 + ei
 �7
 =1 + ei�
 1 + ei�7
 =1� 11 + ei
 �7
 = 0
 Mnoµzenjem leve i desne strane jednakosti (6) sa zk dobijamo(7) zk � zk+1 + zk+2 � zk+3 + zk+4 � zk+5 + zk+6 = 0 jer je desna strana je-
 dnaka nuli za z = ei�7 Iz jednakosti (7) izjednaµcavanjem realnog dela sa
 nulom, dobijamo
 cosk�
 7� cos (k + 1)�
 7+ cos
 (k + 2)�
 7� cos (k + 3)�
 7+
 + cos(k + 4)�
 7� cos (k + 5)�
 7+ cos
 (k + 6)�
 7= 0
 pa zakljuµcujemo da je zbir 7 uzastopnih µclanova zbira (1) (na bilo kom mestu)
 jednak nuli. Vec smo videli da zbir prva tri µclana iznosi1
 2Ako tom zbiru do-
 damo jo�7 µclanova, tada dodajemo nulu, pa je zbir ponovo1
 2Ako dodamo
 jo�7 µclanova, ponovo je zbir1
 2i tako redom.Dakle, jednakost (1) je taµcna za
 n = 3; 10; 17; : : : odnosno uop�te za n = 3+7k k = 0; 1; 2; : : : Time je dokazzavr�en!
 202) Niz je de�nisan sa x0 = 1 xn+1 =1
 3(xn + sinxn ) n = 0; 1; 2; : : :
 Ispitajmo da li je niz konvergentan.Odredimo bar jedno m tako da je jxn j < 0:003 za svako n > m
 Za funkciju g (x) =1
 3(x+ sinx) imamo g0 (x) =
 1
 3(1 + cosx)| {z }
 62
 Kako je
 � 1 6 cosx 6 1 onda za svako x imamo 0 6 g0 (x) 6 2
 3pa niz konvergira
 Iz jednakosti xn=1
 3(xn�1+ sinxn�1) dobijamo jxn j6
 1
 3
 �jxn�1 j+ jsinxn�1 j
 �Kako je jsinxn�1 j 6 jxn�1 j onda imamo jxn j 6
 2
 3jxn�1 j odnosno
 jxn j 6�2
 3
 �n� jx0 j =
 �2
 3
 �nPrema uslovu zadatka jxn j < 0:003 imamo�
 2
 3
 �n< 0:003 ) ln
 �2
 3
 �n< ln (0:003) ) n ln
 2
 3< ln (0:003) ) n <
 ln (0:003)
 ln2
 3= 14:3 : : :
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 203) Dokaµzimo da je niz
 xn = 1 +1
 2+ � � �+ 1
 nn = 1; 2; : : : divergentan a niz
 yn = 1 +1
 2+ � � �+ 1
 n� lnn n = 1; 2; : : : konvergentan.
 f ( )xy=y
 a1 a2 a3 an1 2 3 4 n x0
 Pogledajmo niz xn = x1 + x2 + � � �+ xngde je an = f (n) a x 7! f (x) pozitivnaopadajuca funkcija. Prema slici imamo
 xn = a1 � 1 + a2 � 1 + � � �+ an � 1 >n+1Z1
 f (x) dx
 gde je f (x) =1
 xodnosno
 xn >
 n+1Z1
 1
 xdx = lnx
 ����n+11
 = ln (n+ 1)� ln 1|{z}0
 = ln (n+ 1)! +1 ako n! +1
 Dati niz divergira. Za upisane pravougaonike vaµzi nejednakost
 a2 + a3 + � � �+ an <nZ1
 f (x) dx gde je f (x) =1
 xodnosno
 1
 2+1
 3+ � � �+ 1
 n<
 nZ1
 f (x) dx =
 nZ1
 1
 xdx = lnx
 ����n1
 = lnn� ln 1 = lnn ili
 yn = 1 +1
 2+1
 3+ � � �+ 1
 n< lnn+ 1 odakle je
 yn = 1 +1
 2+1
 3+ � � �+ 1
 n� lnn < 1 Niz (yn ) je ograniµcen
 Dokaµzimo da niz monotono opada. Kako je
 ln (1� t ) = � t� t2
 2� t
 3
 3+ �
 �t3�odnosno
 yn+1 � yn =1
 n+ 1� ln (n+ 1)�
 �1
 n� lnn
 �=
 1
 n+ 1� ln (n+ 1)� 1
 n+ lnn
 =1
 n+ 1� 1
 n+ ln
 n
 n+ 1=
 1
 n+ 1� 1
 n+ ln
 �1� 1
 n+ 1
 �
 =1
 n+ 1� 1
 n+
 � 1
 n+ 1� 1
 2 (n+ 1)2 + �
 �1
 n2
 �!
 =1
 2 (n+1)2 �
 1
 n+ �
 �1
 n2
 �=n� 2 (n+ 1)2
 2n (n+ 1)2 =
 n� 2�n2 + 2n+ 1
 �2n (n+ 1)
 2
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 =n� 2n2 � 2n� 12n (n+ 1)
 2 = � 2n2 + n+ 1
 2n (n+ 1)2 < 0 onda imamo
 yn+1 � yn < 0 ) yn+1 < yn pa niz (yn ) monotono opada i konvergira
 204) U potencijalni red razvijmo I =1Z0
 xx dx Kako je xx= eln xx
 = ex ln x
 et = 1 +1
 1!t+
 1
 2!t2 +
 1
 3!t3 + � � � =
 +1Xn=0
 1
 n!tn onda zamenom dobijamo
 xx = ex ln x = 1 + x lnx+1
 2!x2 ln2 x+
 1
 3!x3 ln3 x+ � � � =
 +1Xn=0
 1
 n!xn lnn x
 Re�imo integral
 In =
 1Z0
 xn lnn x dx Ako je lnn x= u ) du= n lnn�1 x1
 xdx= n
 1
 xlnn�1 x dx
 xn dx = dv ) v =
 Zxn dx =
 xn+1
 n+ 1tada parcijalnom integracijom dobijamo
 In = lnn x
 xn+1
 n+ 1
 ����10| {z }
 F
 � n
 n+ 1
 1Z0
 xn lnn�1 x dx
 Kako je ln 1 = 0 limx!0
 x lnx = limx!0
 lnx1
 x
 L:P:== lim
 x!0
 1
 x
 � 1
 x2
 = limx!0
 (�x) = 0
 onda vrednost oznaµcena sa F iznosi 0 pa imamo In = � n
 n+ 1
 1Z0
 xn lnn�1 x
 dx
 Ako je lnn�1 x = u ) du = (n� 1) lnn�2 x 1xdx = (n� 1) 1
 xlnn�2 x dx
 xn dx = dv ) v =xn+1
 n+ 1tada parcijalnom integracijom dobijamo
 In=�n
 n+1
 lnn�1 x
 xn+1
 n+1
 ����10| {z }
 0
 � n�1n+1
 1Z0
 xn lnn�2 x dx
 !=n (n�1)(n+1)
 2
 1Z0
 xn lnn�2 x dx
 Ponavljanjem postupka dobijamo
 In = �n (n� 1) (n� 2)
 (n+ 1)3
 1Z0
 xn lnn�3 x dx
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 =n (n� 1) (n� 2) (n� 3)
 (n+ 1)4
 1Z0
 xn lnn�4 x dx = � � � =
 = (� 1)n n (n� 1) (n� 2) (n� 3) � � � 2 � 1(n+ 1)
 n
 1Z0
 xn dx Kako je
 1Z0
 xn dx =xn+1
 n+ 1
 ����10
 =1
 n+ 1onda zamenom dobijamo
 In = (� 1)nn!
 (n+ 1)n
 1
 n+ 1= (� 1)n n!
 (n+ 1)n+1 odnosno
 I =
 1Z0
 xx dx =
 1Z0
 +1Xn=0
 1
 n!xn lnn x dx =
 +1Xn=0
 1
 n!(� 1)n n!
 (n+ 1)n+1
 =
 +1Xn=0
 (� 1)n 1
 (n+ 1)n+1 = 1�
 1
 22+1
 33� 1
 44+1
 55� 1
 66+1
 77� � � �+
 205) Dokaµzimo da jednaµcina x3 � x� 1 = 0 ima jedinstveno re�enje na Ri pokaµzimo dobijanje tog re�enja metodom iteracije.
 y = x1+
 x
 y
 10
 y = x31
 2
 Ako jednaµcinu prikaµzemo u obliku x3= x+1) x= 3px+1
 tada sa slike vidimo da postoji jedan presek gra�ka funkcijay = x3 y = x+ 1 gde je apscisa preseka veca od 1Ako formiramo iterativni postupak xn+1= 3
 pxn+1 gde je
 d
 dx
 �3pxn + 1
 �=1
 3(x+ 1)
 � 23 =1
 3 3px+ 1
 < 1 x > 0
 tada vidimo da niz konvergira jer jed
 dx
 �3pxn+ 1
 �vece
 od nule i manje od jedan.
 206) Dokaµzimo da jednaµcina arc tg 2x�3x+15 = 0 ima jedinstveno re�enjena R i pokaµzimo dobijanje tog re�enja metodom iteracije.
 y = x5−
 arc tg31 x2
 2 4 60
 6π
 y
 x
 Ako jednaµcinu prikaµzemo u obliku
 arc tg 2x = 3x� 15 ) 1
 3arc tg 2x = x� 5 ) x =
 1
 3arc tg 2x+ 5
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 tada sa slike vidimo da postoji jedan presek gra�ka funkcija
 1
 3arc tg 2x+ 5 y = x� 5 gde je apscisa preseka veca od 1
 Ako formiramo iterativni postupak xn+1 =1
 3arc tg xn + 5 za koji je
 d
 dx
 �1
 3arc tg 2x+ 5
 �=1
 3
 2
 1 + 4x2=2
 3
 1
 1 + 4x2< 1 x > 0 tada vidimo da
 niz konvergira jer jed
 dx
 �1
 3arc tg 2x+ 5
 �vece od nule i manje od jedan.
 207) U zavisnosti od parametra a > 0 ispitajmo konvergenciju i odredimograniµcnu vrednost niza fxng de�nisanog sa
 x0 = a xn = xn�1 � ax2n�1 n = 1; 2; : : :
 Za a = 0 svi µclanovi niza iznose 0
 Za a = 1 ) x1 = x0 = 1 x2 = x1 � 1x21 = x1 (1� x1 )| {z }0
 = 0
 Ako niz ima graniµcnu vrednost x tada je
 x = x� ax2 ) 0 = �ax2 ) x = 0 Prema rezultatu jednaµcine
 xn� xn�1 = xn�1� ax2n�1� xn�1 = � ax2n�1 vidimo da niz opada za a > 0
 Prema jednaµcini x2 = a� a2= a (1� a) imamo:Za 0 < a < 1 ) 0 < x2 < 1 ili preciznije 0 < x2 <
 1
 4
 Za a > 1 ) x2 < 0 ) svi µclanovi niza su negativni i niz divergira.
 Dakle, za 0 6 a 6 1 dati niz konvergira.
 208) Niz je de�nisan sa x1 = 1 xn+1 =3xn + 1
 2xn + 4n = 1; 2; : : :
 Primenom Banahovog stava dokaµzimo da niz ima graniµcnu vrednost.Odmah vidimo da je xn > 0 n 2 N Iz jednakosti
 xn+1�xn =3xn+1
 2xn+4� 3xn�1+12xn�1+4
 =(3xn+1)(2xn�1+4)� (2xn+4)(3xn�1+1)
 (2xn + 4) (2xn�1 + 4)
 =6xn xn�1 + 2xn�1 + 12xn + 4� (6xn xn�1 + 12xn�1 + 2xn + 4)
 (2xn + 4) (2xn�1 + 4)
 =�10xn�1 + 10xn
 (2xn + 4) (2xn�1 + 4)=
 10�2xn|{z}>0
 + 4� �2xn�1| {z }>0
 + 4� (xn � xn�1 )
 dobijamo
 jxn+1 � xn j 65
 8jxn � xn�1 j pa na osnovu Banahovog stava o nepokretnoj
 taµcki zakljuµcujemo da dati niz konvergira. Iz jednaµcine
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 x=3x+1
 2x+4) x (2x+4) = 3x+1 ) 2x2+x�1 = 0 ) x1;2 =
 �1�p1+8
 4)
 x =1
 2x = �1 < 0 �otpada� dobijamo graniµcnu vrednost x =
 1
 2
 209) Niz je de�nisan sa x0 = 1 xn = 1 +1
 2arc tg xn�1 n = 1; 2; : : :
 Dokaµzimo da je dati niz konvergentan
 Za funkciju g (x) = 1+1
 2arc tg x vaµzi g0 (x) =
 1
 2
 1
 1+ x2odnosno 0< g0 (x)< 1
 pa na osnovu Banahovog stava o nepokretnoj taµcki niz konvergira.
 210) Niz fxng je de�nisan sa x1 = a 2 (0; 1) xn+1= xn�x2n n = 1; 2; : : :
 1� Dokaµzimo da je niz konvergentan i odredimo njegovu graniµcnu vrednost
 2� Proverimo da li se zadatak pod 1� moµze re�iti primenomBanahovog stavao nepokretnoj taµcki.
 1� Ako datu rekurentnu formulu
 xn+1 = xn � x2n napi�emo u obliku
 xn+1 = xn (1� xn )tada vidimo da se svaki µclan niza koji pripada intervalu (0; 1) preslikava nabroj koji i sam pripada intervalu (0; 1) pa zakljuµcujemo da je niz ograniµcenMe�utim, ako datu rekurentnu formuluxn+1 = xn � x2n napi�emo u obliku
 xn+1 � xn = � x2n tada vidimo da je
 xn+1 < xn pa zakljuµcujemo da niz monotono opada.Kako je niz monoton i ograniµcen, onda je on i konvergentan. Graniµcnu vre-dnost x dobijamo iz jednaµcine
 x = x� x2 ) x = x (1� x) ) x = 0
 2� Za funkciju y = x� x2 imamo y0 = 1� 2x ) y0 = 0 ) 1� 2x = 0 )
 1 = 2x ) x =1
 4Dakle, maksimalna vrednost funkcije xn�x2n na intervalu
 (0; 1) iznosi1
 4pa su (ne raµcunajuci x1) svi ostali µclanovi nizamanji ili jednaki
 1
 4
 Oduzimanjem jednakosti
 xn+1 = xn � x2n xn = xn�1 � x2n�1 dobijamo
 xn+1 � xn = xn � x2n ��xn�1 � x2n�1
 �= xn � x2n � xn�1 + x2n�1
 = xn � xn�1 + x2n�1 � x2n = xn � xn�1 + (xn�1 � xn ) (xn�1 + xn )
 = xn � xn�1| {z }� (xn � xn�1 )| {z } (xn�1 + xn )
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 =�1� (xn�1+ xn )
 �(xn � xn�1 ) =
 �1� (xn+ xn�1 )
 �(xn � xn�1 )
 odnosno
 jxn+1 � xn j| {z } = ��1� (xn + xn�1 )�� � jxn � xn�1 j < jxn � xn�1 j| {z }pa dato preslikavanje ima osobinu kontrakcije ili suµzavanja. Prema Bana-hovom stavu o nepokretnoj taµcki niz je konvergentan.
 211) Niz fang zadat je pomocu a1 = 1 an+1 =2 (2an + 1)
 an + 3n 2 N
 Ispitajmo konvergenciju datog niza. Ako je niz konvergentan odredimo nje-govu graniµcnu vrednost.
 Re�enje I Za funkciju g (x) =2 (2x+ 1)
 x+ 3sledi
 g0 (x) = 22 (x+ 3)� (2x+ 1)
 (x+ 3)2 = 2
 2x+ 6� 2x� 1(x+ 3)
 2 = 101
 (x+ 3)2
 Za x > 1 )�� g0 (x)�� < 1 pa preslikavanje an+1 =
 2 (2an + 1)
 an + 3ima osobinu
 kontrakcije ili suµzavanja �to znaµci da je niz konvergentan.Graniµcnu vre-dnost niza dobijamo iz jednaµcine
 a=2 (2a+1)
 a+ 3) a (a+ 3) = 2 (2a+1) ) a2+ 3a = 4a+ 2 ) a2 � a� 2 = 0
 ) a1;2 =1�
 p1 + 8
 2)
 �a = 2a = �1 < 0 �otpada�
 Re�enje II Iz jednakosti
 an+1 � an =2 (2an + 1)
 an + 3� an =
 4an + 2
 an + 3� a
 2n + 3anan + 3
 =� a2n + an + 2
 an + 3
 = � a2n� an� 2an + 3
 = � (an�2) (an+1)an + 3
 sledi da za a1 = 1 niz mo-
 notono raste ali njegovi µclanovi ne mogu biti veci od 2
 212) Odredimo graniµcnu vrednost niza fang µciji je op�ti µclan
 an = n
 1� 5
 r1� 1
 n
 !Ako op�ti µclan niza prikaµzemo u obliku
 an = n
 0@1� �1� 1
 n
 � 15
 1A tada primenom binomnog razvoja
 (1 + t)n= 1 +
 1
 1n t+
 1
 1 � 2 n (n� 1) t2 +
 1
 1 � 2 � 3 n (n� 1) (n� 2) t3 + � � �
 dobijamo
 an = n
 �1�
 �1 +
 1
 5
 �� 1n
 �+1
 2
 1
 5
 �1
 5� 1�1
 n2+ �
 �1
 n2
 ���
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 = n
 �1�
 �1� 1
 5n� 2
 25
 1
 n2+ �
 �1
 n2
 ���= n
 �1
 5n+2
 25
 1
 n2+ �
 �1
 n2
 ��=1
 5+
 2
 25n+ �
 �1
 n
 �pa an !
 1
 5ako n! +1
 213) Odredimo graniµcnu vrednost niza fang µciji je op�ti µclan
 an =1 � 2 + 2 � 3 + � � �+ n (n+ 1)
 n3Kako je
 1 � 2 + 2 � 3 + � � �+ n (n+ 1) = 1
 3n (n+ 1) (n+ 2)
 onda op�ti µclan niza moµzemo prikazati u obliku
 an =1 � 2 + 2 � 3 + � � �+ n (n+ 1)
 n3=1
 n3
 �1
 3n (n+ 1) (n+ 2)
 �
 =n3 + 3n2 + 2n
 3n3=1 +
 1
 n+2
 n2
 3pa je lim
 n!+1an =
 1
 3
 214) Niz fang zadat je sa a1 = a (a > 0) an+1 =an + 1
 an + 2(n > 1)
 Dokaµzimo da je niz konvergentan i odredimo njegovu graniµcnu vrednost
 Za funkciju g (x) =x+1
 x+2sledi g0 (x) =
 x+2� (x+1)(x+ 2)
 2 =1
 (x+2)2 < 1 x > 0
 Za x > 0 ) j g0 (x) j < 1 pa preslikavanje an+1 =an + 1
 an + 2ima osobinu ko-
 ntrakcije ili suµzavanja.Na osnovu Banahovog stava dati niz konvergira.Graniµcnu vrednost datog niza dobijamo iz jednaµcine
 A =A+ 1
 A+ 2) A (A+ 2) = A+1 ) A2+2A = A+1 ) A2+A� 1 = 0 )
 A1;2=� 1�
 p1+ 4
 2=� 1�
 p5
 2) A=
 � 1+p5
 2A=
 � 1�p5
 2< 0 otpada
 Dakle, graniµcna vrednost niza je A =� 1 +
 p5
 2
 215) Dat je niz xn de�nisan pomocu:
 (1) x1 = a > 1 xn+1 =xn + 4
 2xn + 3n = 1; 2; : : :
 Dokaµzimo da je dati niz konvergentan i odredimo graniµcnu vrednost:
 a) Primenom teoreme o monotonom i ograniµcenom nizu.
 b) Primenom Banahovog stava o nepokretnoj taµcki.
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 a) Ako je xn > 0 tada iz (1) sledi da je i xn+1 > 0
 Kako je x1 = a > 1 onda su svi µclanovi niza pozitivni.Odredimo razliku xn+1 � 1
 (2) xn+1�1=xn+ 4
 2xn+3� 1= xn+ 4
 2xn+3� 2xn+32xn+3
 =xn+ 4� 2xn� 3
 2xn + 3=1� xn2xn+3
 Iz ove jednakosti dobijamo:
 Ako je
 (xn > 1 tada je xn+1 � 1 < 0 ) xn+1 < 1
 xn < 1 tada je xn+1 � 1 > 0 ) xn+1 > 1
 Niz nije monoton pa je zadatak pod a) nekorektan.Prema xn > 0 i (2) imamo
 j xn+1 � 1 j =j 1� xn jj 2xn + 3 j
 <j xn � 1 j
 3odakle vidimo da niz j xn � 1 j mono-
 tono opada i teµzi ka nuli ako n! +1 pa graniµcna vrednost niza xn iznosi 1
 b) Po�imo od jednakosti xn+1 =xn + 4
 2xn + 3xn+2 =
 xn+1 + 4
 2xn+1 + 3
 Ako oduzmemo leve i desne strane ovih jednakosti, tada dobijamo
 xn+2 � xn+1 =xn+1 + 4
 2xn+1 + 3� xn + 4
 2xn + 3
 =(xn+1 + 4) ( 2xn + 3)� ( 2xn+1 + 3) (xn + 4)
 ( 2xn+1 + 3) ( 2xn + 3)
 =2xn xn+1+8xn+3xn+1+12� ( 2xn xn+1+3xn+8xn+1+12)
 ( 2xn+1 + 3) ( 2xn + 3)
 =5xn � 5xn+1
 ( 2xn+1 + 3) ( 2xn + 3)= � 5 xn+1 � xn
 ( 2xn+1 + 3) ( 2xn + 3)
 Kako je xn > 0 iz prethodne jednaµcine sledi j xn+2 � xn+1 j <5
 9|{z}<1
 j xn+1 � xn j
 Dakle, preslikavanje xn+1 =xn + 4
 2xn + 3x1 > 1 ima osobinu kontrakcije ili
 suµzavanja, �to znaµci da je rastojanje izme�u elemenata xn+2 i xn+1 ozna-
 µceno sa jxn+2 � xn+1 j manje od rastojanja izme�u elemenata xn+1 i xnpa na osnovu Banahovog stava o nepokretnoj taµcki niz xn konvergira.
 Ako je limn!+1
 xn = x ) x=x+ 4
 2x+ 3) x (2x+3) = x+ 4 ) 2x2+ 3x= x+ 4
 ) 2x2+2x�4 = 0) x1;2 =�2�
 p4 +32
 4=�2�64
 )�x= 1x=�2< 0 �otpada�
 pa je graniµcna vrednost x = 1
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 216) Niz (xn ) de�nisan je rekurzivnom formulom
 xn =1
 2
 �a+ x2n�1
 �za n = 2; 3; : : : gde je x1 =
 a
 20 < a < 1
 Ako je niz (xn ) konvergentan, onda odredimo njegovu graniµcnu vrednost
 Za 0 < a < 1 x1 =a
 2i svako n vaµzi nejednakost 0 < xn < 1
 Oduzimanjem jednakosti xn+1=1
 2
 �a+ x2n
 �xn=
 1
 2
 �a+ x2n�1
 �dobijamo
 xn+1 � xn =a+ x2n2
 �a+ x2n�1
 2=a+ x2n � a� x2n�1
 2=x2n � x2n�1
 2
 =(xn + xn�1 ) (xn � xn�1 )
 2=xn + xn�1
 2(xn � xn�1 ) odnosno
 j xn+1 � xn j =xn + xn�1
 2| {z }<1
 j xn � xn�1 j < j xn � xn�1 j Preslikavanje
 xn=1
 2
 �a+x2n�1
 �pri naznaµcenim uslovima ima osobinu kontrakcije ili su-
 µzavanja pa dati niz konvergira.Graniµcnu vrednost x dobijamo iz jednaµcine
 x =1
 2
 �a+ x2
 �) 2x = a+x2 ) x2� 2x+ a = 0 ) x1;2 =
 2�p4� 4a2
 =
 =2� 2
 p1� a
 2= 1�
 p1� a )
 (x = 1 +
 p1� a > 1 otpada
 x = 1�p1� a
 217) Dat je niz fxng x1 = 1 xn+1 =1
 1 + xnn = 1; 2; : : :
 Dokaµzimo da niz ima konaµcnu graniµcnu vrednost i odredimo je.
 Re�enje I Ako je x = g (x) =1
 1 + xtada imamo g0 (x) = � 1
 (1 + x)2
 Za x > 0 )�� g0 (x)�� < 1 pa niz konvergira. Iz jednakosti x =
 1
 1 + x)
 x (1 + x) = 1 ) x+ x2 = 1 ) x2 + x� 1 = 0 ) x1;2 =� 1�
 p1 + 4
 2)
 x =� 1+
 p5
 2graniµcna vrednost je x =
 � 1+p5
 2jer x =
 � 1�p5
 2< 0 otpada
 Re�enje II Iz jednakosti
 xn+1 � xn =1
 1+ xn� 1
 1+ xn�1=1+ xn�1 � (1+ xn )(1+ xn )(1+ xn�1 )
 =1 + xn�1 � 1� xn(1+ xn )(1+ xn�1 )
 = � xn � xn�1(1 + xn ) (1 + xn�1 )
 dobijamo
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 j xn+1 � xn j =j xn � xn�1 j
 (1 + xn ) (1 + xn�1 )Kako je j xn+1 � xn j < L j xn � xn�1 j
 gde je L < 1 onda prema Banahovom stavu o nepokretnoj taµcki, preslikavanje
 xn+1 =1
 1 + xnima osobinu kontrakcije ili suµzavanja pa niz konvergira.
 Graniµcnu vrednost niza dobijamo iz jednaµcine x =1
 1 + x) x =
 � 1 +p5
 2
 218) Ispitajmo konvergenciju niza de�nisanog sa
 x1 = 1 xn+1 =1
 3(xn + sinxn ) n = 1; 2; : : :
 Ako je niz konvergentan, odredimo njegovu graniµcnu vrednost. Za funkciju
 g (x) =1
 3(x+ sinx) vaµzi g0 (x) =
 1
 3(x+ cosx) pa je
 �� g0 (x)�� < 1 za svako xPremaBanahovom stavu niz je konvergentan. Iz jednaµcine x =
 1
 3(x+ sinx)
 ) 3x = x+ sinx ) 2x� sinx = 0 ) graniµcna vrednost niza je x = 0
 219) Niz (xn ) je de�nisan pomocu
 0 < x1 < b xn+1 =
 rab2 + x2na+ 1
 a; b > 0 n = 1; 2; : : :
 Dokaµzimo da je niz konvergentan i odredimo njegovu graniµcnu vrednost.
 Kako je a > 0 onda je xn+1 > 0 za svako n Ako jednakost xn+1=
 rab2+x2na+ 1
 prikaµzemo u obliku
 xn+1 =
 rab2+ b2� b2+x2n
 a+ 1=
 rb2 (a+1)+ x2n� b2
 a+ 1=
 rb2 (a+1)
 a+ 1+x2n� b2a+ 1
 =
 rb2+
 x2n� b2a+ 1
 tada prema x1 < b ) xn < b za svako n pa je niz
 ograniµcen. Iz jednakosti
 xn+1 � xn =rab2 + x2na+ 1
 � xn = r
 ab2 + x2na+ 1
 � xn
 ! rab2 + x2na+ 1
 + xnrab2 + x2na+ 1
 + xn
 =
 ab2 + x2na+ 1
 � x2nrab2 + x2na+ 1
 + xn
 =
 ab2 + x2n � ax2n � xna+ 1r
 ab2 + x2na+ 1
 + xn
 =
 a�b2 � x2n
 �a+ 1r
 ab2 + x2na+ 1
 + xn
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 zakljuµcujemo da je xn+1�xn > 0 jer je xn < b Dakle, pored ograniµcenostiniz je monotono rastuci pa je konvergentan. Iz jednaµcine
 x=
 rab2+x2
 a+ 1) x2=
 ab2+x2
 a+ 1) x2(a+1)= ab2+x2 ) ax2+x2= ab2+x2
 ) x2 = b2 ) x = b dobijamo graniµcnu vrednost x = b
 220) Niz (xn ) n 2 N dat je sa x1 = 1 xn =4
 1 + xn�1n = 2; 3; : : :
 Dokaµzimo da je niz konvergentan i odredimo njegovu graniµcnu vrednost.
 Za x1=1 ) x2=4
 1+2�1 = 2; : : : pa se rekurzivnom formulom xn=4
 1+ xn�1
 generi�e niz sa pozitivnim µclanovima.Kako je xn+1=4
 1+xnxn=
 4
 1+xn�1onda imamo
 xn+1�xn=4
 1+xn� 4
 1+xn�1=4(1+xn�1)� 4(1+xn)(1 + xn ) (1 + xn�1 )
 =4+ 4xn�1� 4� 4xn(1 + xn )(1 + xn�1 )
 =4 (xn�1 � xn )
 (1 + xn ) (1 + xn�1 )= � 4 (xn � xn�1 )
 (1 + xn ) (1 + xn�1 )
 = � 4
 1+ xn�1| {z }xn
 1
 1+ xn(xn� xn�1 ) = �
 xn1+ xn| {z }<1
 (xn� xn�1 ) Kako je
 xn1+xn
 < 1 odnosno jxn+1�xn j < jxn�xn�1 j onda prema Banahovom stavu
 o nepokretnoj taµcki niz konvergira. Iz jednaµcine a =4
 1 + a) a (1 + a) = 4 )
 a+ a2=4) a2+ a � 4 = 0) a1;2=�1�
 p1+16
 2dobijamo graniµcnu vrednost
 a =� 1 +
 p17
 2jer a =
 � 1�p17
 2< 0 otpada
 221) Niz fang dat je sa x1 = a (a > 0) xn+1 =xn + 1
 xn + 2(n > 1)
 Dokaµzimo da je niz konvergentan i odredimo njegovu graniµcnu vrednost.Iz date rekurentne formule vidimo da su svi µclanovi niza pozitivni. Za funkciju
 g (x) =x+ 1
 x+ 2vaµzi g0 (x) =
 x+ 2� (x+ 1)(x+ 2)
 2 =1
 (x+ 2)2 < 1 pa je niz konve-
 rgentan. Graniµcnu vrednost x dobijamo iz jednaµcine x =x+ 1
 x+ 2odakle je
 x (x+ 2) = x+1 ) x2+2x = x+1 ) x2+x�1 = 0 ) x1;2 =�1�
 p1 + 4
 2
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 ) x =�1 +
 p5
 2x =
 �1�p5
 2< 0 �otpada�
 222) Dat je niz xn de�nisan pomocu x1= a > 1 xn+1=xn + 4
 2xn+3n= 1; 2; : : :
 Dokaµzimo da je dati niz konvergentan i odredimo graniµcnu vrednost
 Za g (x)=x+ 4
 2x+3vaµzi g0 (x)=
 2x+3� (x+4) 2(2x+ 3)
 2 =2x+3�2x�8(2x+ 3)
 2 =� 5
 (2x+3)2
 Za x > 0 )�� g0 (x)�� < 1 pa preslikavanje xn+1 = xn + 4
 2xn + 3ima osobinu kon-
 trakcije ili suµzavanja, odnosno niz je konvergentan. Iz jednaµcine x =x+ 4
 2x+ 3
 x (2x+ 3) = x+4 ) 2x2+3x = x+4 ) 2x2+2x� 4 = 0 ) x2+x� 2 = 0
 dobijamo graniµcnu vrednost 1
 223) Niz (xn ) de�nisan je sa
 x1 =p13 x2 =
 p13 +
 p5 xn+2 =
 p13 +
 p5 + xn
 Dokaµzimo da je niz konvergentan i odredimo njegovu graniµcnu vrednostIz rekurentne formule dobijamo
 x1=p13 x2=
 p13+
 p5 x3=
 q13+
 p5+p13 x4=
 r13+
 q5+p13+
 p5 � � �
 Dati niz je oµcigledno monotono rastuciKod svih µclanova x1; x3; : : : ; x2n�1 poslednji unutra�nji koren je
 p13
 Kod svih µclanova x2; x4; : : : ; x2n poslednji unutra�nji koren jep5
 Ako umesto tog poslednjeg korena
 ( p13 stavimo
 p16
 p5 stavimo
 p9
 tada svi µclanovi reda iznose 4 �to nije te�ko proveriti. Dakle, niz je ograniµcena samim tim je i konvergentan. Neka je graniµcna vrednost x Iz jednaµcine
 x =p13 +
 p5 + x dobijamo x2 = 13 +
 p5 + x ) x2 � 13 =
 p5 + x )�
 x2 � 13�2= 5 + x ) x = 4 pa je graniµcna vrednost 4
 224) Niz (an ) zadat je rekurzivnom formulom
 a1 = c (c > 0) an+1 =6 (1 + an )
 7 + ann = 1; 2; : : :
 Ispitajmo konvergenciju datog niza i odredimo njegovu graniµcnu vrednostako ona postoji. Iz formule
 (1) an+1 =6 (1 + an )
 7 + an=6 + 6an7 + an
 vidimo da je an > 0 za a1 = c c > 0
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 Ako formulu (1) napi�emo u obliku
 an+1 =6 + 6an7 + an
 =6an+ 42� 38
 7 + an=(6an + 42)� 38an + 7
 = 6� 38
 an+ 7tada vidimo
 da je za n > 1; an < 6 nezavisno od toga koliko je c Iz razlike
 an+1� an=6 (1 + an )
 7 + an� an =
 6 + 6an7 + an
 � 7an + a2n
 7 + an=6 + 6an � 7an � a2n
 7 + an
 =� an�a2n+67 + an
 =� a2n+an�67 + an
 =� (an�2)(an+3)7 + an
 =� an+37+an
 (an�2)
 vidimo:
 Ako je a1 = c < 2 tada niz monotono raste jer je an+1 � an > 0Ako je a1 = c > 2 tada niz monotono opada jer je an+1 � an < 0Dakle, lim
 n!+1an = 2
 Re�enje II Za funkciju g (x) =6 (1 + x)
 7 + x=6 + 6x
 7 + xvaµzi
 g0 (x) =6 (7 + x)� (6 + 6x)
 (7 + x)2 =
 42 + 6x� 6� 6x(7 + x)
 2 =36
 (7 + x)2
 Za x > 0 )�� g0 (x) �� < 1 pa preslikavanje (1) ima osobinu kontrakcije ili
 suµzavanja, odnosno niz konvergira

Page 161
                        

Vukomir M Milinkovic Dalibor M Cosic Knjiga za samostalno pripremanje ispita 161
 RedoviNapomena ! Operator
 X( sigma ) koristimo za �skraceno�oznaµcavanje
 zbira nekog brojevnog niza kada jenXi=1
 ai = a1 + a2 + a3 + � � �+ an; odnosno
 1� Sigma zbira jednak je zbiru sigmi, odnosnonXi=1
 ( ai + bi ) =nX
 i=1
 ai +nX
 i=1
 bi
 2� Sigma razlike jednak je razlici sigmi, odnosnonXi=1
 ( ai � bi ) =nXi=1
 ai �nX
 i=1
 bi
 3�nXi=1
 c = cnXi=1
 = c � n c - konstanta
 4�nXi=1
 k � ai = knXi=1
 ai k 2 R
 7Xt=0
 7 � t = 77Xt=0
 t = 7 ( 0 + 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 ) = 7 � 28 = 196
 225) Ispitajmo konvergenciju numeriµckog reda+1Xn=1
 n!
 nn
 Primenom Dalamberovog kriterijuma dobijamo
 limn!+1
 an+1an
 = limn!+1
 (n+1)!
 (n+1)n+1
 n!
 nn
 = limn!+1
 (n+1)! � nn
 n! (n+1)n+1 = lim
 n!+1
 n! (n+1)nn
 n! (n+1) (n+1)n
 = limn!+1
 nn
 (n+ 1)n = lim
 n!+1
 nn
 nn
 (n+ 1)n
 nn
 = limn!+1
 1�n+ 1
 n
 �n= lim
 n!+1
 1�1 +
 1
 n
 �n = 1
 limn!+1
 �1 +
 1
 n
 �n| {z }
 e
 =1
 e< 1
 Red+1Xn=1
 n!
 nnje konvergentan.
 226) Ispitajmo konvergenciju numeriµckog reda+1Xn=1
 (n!)2
 (2n)!
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 Primenom Dalamberovog kriterijuma dobijamo
 limn!+1
 an+1an
 = limn!+1
 �(n+ 1)!
 �2�2 (n+ 1)
 �!
 (n!)2
 (2n)!
 = limn!+1
 (2n)!�(n+ 1)!
 �2(n!)
 2 �2 (n+ 1)
 �!
 = limn!+1
 (2n)!�n! (n+1)
 �2(n!)
 2�2 (n+1)
 �!= lim
 n!+1
 (2n)! (n!)2(n+ 1)
 2
 (n!)2(2n)! (2n+1)(2n+2)
 = limn!+1
 (n+ 1)2
 (2n+ 1) (2n+ 2)= lim
 n!+1
 (n+ 1)2
 (2n+ 1) 2(n+ 1)
 = limn!+1
 n+ 1
 2 (2n+ 1)= lim
 n!+1
 1 +1
 n
 2
 �2 +
 1
 n
 � = 1
 4< 1
 Red+1Xn=1
 (n!)2
 (2n)!je konvergentan.
 227) Ispitajmo konvergenciju numeriµckog reda+1Xn=1
 an
 n!a > 0
 Primenom Dalamberovog kriterijuma dobijamo
 limn!+1
 un+1un
 = limn!+1
 an+1
 (n+ 1)!an
 n!
 = limn!+1
 n! an+1
 (n+ 1)! an= lim
 n!+1
 n! an � an! (n+ 1) an
 = limn!+1
 a
 n+ 1= lim
 n!+1
 a
 n
 1 +1
 n
 = 0
 Red+1Xn=1
 an
 n!a > 0 je konvergentan.
 228) Ispitajmo konvergenciju numeriµckog reda+1Xn=1
 (an)n
 n!a > 0
 Primenom Dalamberovog kriterijuma dobijamo
 limn!+1
 un+1un
 = limn!+1
 �a (n+ 1)
 �n+1(n+ 1)!
 (an)n
 n!
 = limn!+1
 n!�a (n+ 1)
 �n+1(n+ 1)! (an)
 n
 = limn!+1
 n!�a (n+ 1)
 �n�a (n+ 1)
 �n! (n+ 1) (an)
 n = limn!+1
 a�a (n+ 1)
 �n(an)
 n
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 = a limn!+1
 �a (n+1)
 an
 �n= a lim
 n!+1
 �n+1
 n
 �n= a lim
 n!+1
 �1+
 1
 n
 �n| {z }
 e
 = a e
 Za a e < 1 ) a <1
 ered je konvergentan.
 Za a e > 1 ) a >1
 ered je divergentan.
 Za a e = 1 ) a =1
 edobijamo red
 +1Xn=1
 �1
 en
 �nn!
 =+1Xn=1
 � ne
 �nn!
 =+1Xn=1
 nn
 en
 n!=
 +1Xn=1
 nn
 en n!
 STOP ! Stirlingova formula n! s nn e�np2n� n!1
 aproksimira vrednost n! i to sve preciznije ako je vrednost prirodnog broja nveca, odnosno pokazuje da je desna strana prethodne relacije asimptotska (s)vrednost od n! Dakle, ako n!1 tada vaµzi Stirlingova formulan! s nn e�n
 p2n� n!1
 Ponovimo,desna strana Stirlingove formule je bliµza levoj strani ako je prir-
 odni broj n veci. Ako n!1 tada oznaka s ozanµcava da je limn!1
 anbn= 1 kada
 kaµzemo da su an i bn ekvivalentne veliµcine. Sada dovr�imo zadatak.
 Primenom Stirlingove formule, op�ti µclan prethodnog reda iznosi
 an =nn
 en n!s
 nn
 en nn e�np2� n
 =1p2� n
 s1p2�
 1
 n12
 Kako red+1Xn=1
 1
 n12
 divergira, onda prema drugom poredbenom kriterijumu
 za a =1
 edati red divergira.
 229) Ispitajmo konvergenciju numeriµckog reda+1Xn=1
 n (n+ 1)
 7n
 Primenom Dalamberovog kriterijuma dobijamo
 limn!+1
 an+1an
 = limn!+1
 (n+ 1)�(n+ 1) + 1
 �7n+1
 n (n+ 1)
 7n
 = limn!+1
 7n (n+ 1) (n+ 2)
 7n+1 n (n+ 1)
 = limn!+1
 7n (n+ 2)
 7n � 7n = limn!+1
 n+ 2
 7n= lim
 n!+1
 n
 �1 +
 2
 n
 �n � 7 =
 1
 7< 1
 pa je red konvergentan.
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 230) Ispitajmo konvergenciju numeriµckog reda+1Xn=1
 1
 n � 7n
 Primenom Dalamberovog kriterijuma dobijamo
 limn!+1
 an+1an
 = limn!+1
 1
 (n+1) 7n+1
 1
 n � 7n= lim
 n!+1
 n � 7n(n+1) 7n+1
 = limn!+1
 n � 7n(n+1) 7n � 7
 = limn!+1
 n
 7 (n+ 1 )= lim
 n!+1
 1
 7
 �1 +
 1
 n
 � = 1
 7< 1
 pa je red konvergentan.
 231) Ispitajmo konvergenciju numeriµckog reda+1Xn=1
 1
 n+ (log n)2
 Kako je harmonijski red+1Xn=1
 1
 ndivergentan, onda konvergenciju datog reda
 moµzemo ispitati primenom uporednog kriterijuma upore�ivanjem op�teg µclana
 datog reda sa1
 nkada imamo
 limn!+1
 1
 nan= limn!+1
 1
 n1
 n+ (log n)2
 = limn!+1
 n+ (log n)2
 n= limn!+1
 1 +
 (log n)2
 n
 !
 = 1+ limn!+1
 (log n)2
 n
 L:P:== 1+ lim
 n!+1
 2 log n1
 n1
 = 1+ limn!+1
 2 log n
 n
 L:P:==
 = 1 + limn!+1
 21
 n1| {z }
 0
 = 1 pa dati red divergira
 232) Dokaµzimo jednakost (1)�xn�1 e
 1x
 �(n)=(� 1)n e
 1x
 xn+1n 2 N0
 Za n = 0 jednakost (1) vaµzi jer je�x�1 e
 1x
 �(0)=e1x
 xa to je jednako desnoj
 strani jednakosti (1) za n = 0 Iz razvoja et = 1 + t+t2
 2!+ � � �+ tk
 k !+ � � �
 za t =1
 xdobijamo e
 1x = 1+
 1
 x+1
 2!
 1
 x2+ � � �+ 1
 k !
 1
 xk+ � � � na osnovu µcega je
 xn�1 e1x = xn�1 + xn�2 +
 1
 2!xn�3 + � � �+ 1
 (n� 2)! x+1
 (n� 1)! +1
 n!
 1
 x+ � � �
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 +1
 (n+ k � 1)!1
 xk+ � � �
 Ako levu i desnu stranu ove jednakosti diferenciramo n puta, tada prvi µclanovi
 zakljuµcno sa1
 (n�1)! otpadaju.Kako je�1
 xk
 �(n)= (� 1)n k (k +1) � � � (k + n�1)
 xk+n
 onda dobijamo�xn�1 e
 1x
 �(n)=
 +1Xk=1
 (� 1)n 1
 (n+ k � 1)!k (k + 1) � � � (k + n� 1)
 xk+n
 Ako brojilac i imenilac pod sumom pro�irimo sa (k � 1)! tada dobijamo�xn�1 e
 1x
 �(n)= (� 1)n
 +1Xk=1
 1
 (k � 1)!1
 xk+n= (� 1)n 1
 xn+1
 +1Xk=1
 1
 (k � 1)!1
 xk�1
 = (� 1)n 1
 xn+1e1x µcime je dokaz zavr�en.
 Stepeni - potencijalni redoviStepeni ili potencijalni redovi su najvaµzniji funkcionalni redovi sa prome-nljivim µclanovima gde je svaki µclan funkcija (anxn ) odnosno proizvod nekekonstante (an ) i stepena promenljive (xn ) kome je izloµzilac (n) ceo pozi-tivan broj ili nula.Op�ti oblik stepenog ili potencijajlnog reda glasi
 (1) a0 + a1 x+ a2 x2 + � � �+ an xn + � � � =
 +1Xn=0
 an xn n = 0; 1; 2; : : :
 gde su brojevi a0; a1; a2; : : : ; an; koe�cijenti stepenog reda.
 Za x = 0 svaki stepeni red je konvergentan jer zbir njegovih prvih n µclanova(Sn ) teµzi nekoj i odre�enoj granici kada n neograniµceno raste.
 Za x 6= 0 neki stepeni redovi su divergentni jer zbir njihovih prvih n µclanova(Sn ) ne teµzi nekoj odre�enoj i konaµcnoj granici kada n neograniµceno raste
 1!x1 + 2!x2 + � � �+ n!xn + � � �+ � � � =+1Xn=1
 n!xn
 Polupreµcnik konvergencije stepenog reda+1Xn=0
 an xn moµzemo odrediti Dalamberovim kriterijumom kada analiziramo red
 +1Xn=0
 jan j�jxjn Prema Dalamberovom kriterijumu red apsolutno konvergira ako je
 limn!+1
 j an+1 j � jx jn+1
 j an j � jx jn= lim
 n!+1
 j an+1 j � jx jn � jx jj an j � jx jn
 = jx j � limn!+1
 j an+1 jj an j
 < 1
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 odnosno ako je
 jx j < 1
 limn!+1
 jan+1 jj an j
 = limn!+1
 ���� anan+1���� Ukoliko graniµcna vrednost lim
 n!+1
 ���� anan+1����
 postoji, tada prema Dalamberovom kriterijumu polupreµcnik konvergencije iznosi
 R =1
 limn!+1
 ���� an+1an
 ���� ili R = limn!+1
 ���� anan+1����
 Prema Ko�ijevom kriterijumu, stepeni red+1Xn=0
 an xn apsolutno konvergira ako je
 limn!+1
 npj an j � jx jn = jx j lim
 n!+1npj an j < 1 odnosno jx j < 1
 limn!+1
 npj an j
 Ako graniµcna vrednost limn!+1
 npj an j postoji, tada premaKo�ijevom kriteri-
 jumu polupreµcnik konvergencije iznosi
 R =1
 limn!+1
 npj an j
 Ako je limn!1
 npj an j = +1 tada red konvergira samo za x = 0 kada je R = 0
 Ako je limn!+1
 npj an j = 0 tada je R = +1
 Primenu Dalamberovog i Ko�ijevog kriterijuma konvergencije prikaµzimo sle-decim primerima:
 233) Za funkciju f (x) = ex imamo
 f (x) = ex f 0 (x) = ex f 00 (x) = ex f (n) (x) = ex odnosno
 f (0) = e0 = 1 f 0 (0) = 1 f 00 (0) = 1 f (n) (0) = 1
 Zamenom u Maklorenovu formulu
 f (x) = f (0) +f 0 (0)
 1!x+
 f 00 (0)
 2!x2 + � � �+ f
 (n) (0)
 n!xn + � � �
 =f (0)
 0!x0 +
 f 0 (0)
 1!x1 +
 f 00 (0)
 2!x2 + � � �+ f
 (n) (0)
 n!xn + � � �
 =+1Xn=0
 f (n) (0)
 n!xn dobijamo
 ex =1
 0!x0 +
 1
 1!x1 +
 1
 2!x2 + � � �+ 1
 n!xn + � � � =
 +1Xn=0
 1
 n!xn
 Op�ti µclan dobijenog reda je an xn gde su an =1
 n!an+1 =
 1
 (n+ 1)!
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 pa njegov polupreµcnik konvergencije iznosi
 R = limn!+1
 ���� anan+1���� = lim
 n!+1
 1
 n!1
 (n+ 1)!
 = limn!+1
 (n+ 1)!
 n!= lim
 n!+1
 n! (n+ 1)
 n!
 = limn!+1
 (n+ 1) = +1
 pa je red+1Xn=0
 1
 n!xn konvergentan ako x 2 (�1; + 1)
 234) Ispitajmo konvergenciju potencijalnog reda
 +1Xn=1
 xn � an(a+ 1) � � � (a+ n) a > 0 Za a = 2 odredimo sumu reda.
 Prema Dalamberovom kriterijumu, polupreµcnik potencijalnog reda+1Xn=1
 un xn iznosi R = limn!1
 ���� unun+1
 ���� U datom sluµcaju imamo
 un =an
 (a+ 1) � � � (a+ n) odnosno
 un+1 =an+1
 (a+ 1) � � � (a+ n) (a+ n+ 1) =an a
 (a+ 1) � � � (a+ n) (a+ n+ 1)
 R = limn!1
 an
 (a+ 1) � � � (a+ n)an a
 (a+ 1) � � � (a+ n) (a+ n+ 1)
 = limn!1
 a+ n+ 1
 a= +1
 pa dati potencijalni red konvergira za svako konaµcno x Iz razvoja
 et = 1 + t+t2
 2!+t3
 3!+t4
 4!+ � � �+ tn
 n!+ � � � =
 +1Xn=1
 tn
 n!dobijamo
 t3
 3!+t4
 4!+ � � �+ tn
 n!+ � � � = et � 1� t� t2
 2!odnosno
 t1+2
 (1 + 2)!+
 t2+2
 (2 + 2)!+ � � �+ tn+2
 (n+ 2)!+ � � � = et � 1� t� t
 2
 2!ili
 (1)+1Xn=1
 tn+2
 (n+ 2)!= et � 1� t� t
 2
 2Za a = 2 suma datog reda iznosi
 S (x) =+1Xn=1
 xn 2n
 3 � 4 � � � (2 + n) =+1Xn=1
 (2x)n
 3 � 4 � � � (n+ 2) =+1Xn=1
 2 (2x)n
 2�3 � 4 � � � (n+ 2)
 �
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 = 2+1Xn=1
 (2x)n
 2 � 3 � 4 � � � (n+ 2) = 2+1Xn=1
 (2x)n
 (n+ 2)!= 2
 +1Xn=1
 (2x)n+2
 (2x)2(n+ 2)!
 =2
 (2x)2
 +1Xn=1
 (2x)n+2
 (n+ 2)!Prema formuli (1) za t = 2x imamo
 S (x) =2
 (2x)2
 e2x � 1� 2x� (2x)
 2
 2
 !=
 1
 2x2�e2x � 1� 2x� 2x2
 �x 6= 0
 Za x = 0 imamo S (0) = 0
 235) Odredimo sumu zbirljivog reda
 1
 1 � 2 +1
 2 � 3 +1
 3 � 4 + � � �+1
 n (n+ 1)+ � � � Kako je
 1
 n (n+ 1 )=n+ 1� nn (n+ 1 )
 =n+ 1
 n (n+ 1 )� nn (n+ 1 )
 =1
 n� 1
 n+ 1
 onda oznaµcavanjem prvih n µclanova reda sa Sn imamo
 Sn =
 ��1 � 1
 2
 �+
 �1
 2� 13
 �+ � � �+
 �1
 n� 1 �1
 n
 �+
 0@ 1n�
 �1
 n+ 1
 1A = 1� 1
 n+ 1
 pa suma datog reda iznosi
 S = limn!1
 Sn = limn!1
 �1� 1
 n+ 1
 �= 1 Dakle, kada n!1 tada je
 1
 1 � 2 +1
 2 � 3 +1
 3 � 4 + � � �+1
 n (n+ 1 )= 1
 236) Odredimo sumu zbirljivog reda
 1
 1 � 3 +1
 2 � 4 +1
 3 � 5 + � � �+1
 n (n+ 2 )+ � � � Kako je
 1
 n (n+ 2 )=1
 2
 2
 n (n+ 2 )=1
 2
 n+ 2� nn (n+ 2 )
 =1
 2
 �n+ 2
 n (n+ 2 )� nn (n+ 2 )
 �=1
 2
 �1
 n� 1
 n+ 2
 �onda za prvih n µclanova reda (Sn) imamo
 2Sn =
 ��1 � 1
 3
 �+
 0@ �1
 2� 14
 1A+ � 13� 15
 �+ � � �+
 �1
 n� 2 �1
 n
 �+
 +
 0@ 1
 n� 1 ��1
 n+ 1
 1A+0@ 1
 n�
 �1
 n+ 2
 1A = 1+1
 2� 1
 n+ 1� 1
 n+ 2
 = 1 +1
 2��
 1
 n+ 1+
 1
 n+ 2
 �pa je
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 2S = limn!1
 2Sn = limn!1
 �1 +
 1
 2��
 1
 n+ 1+
 1
 n+ 2
 ��=3
 2ili S =
 3
 4
 Kada n!1 tada je1
 1 � 3 +1
 2 � 4 +1
 3 � 5 + � � �+1
 n (n+ 2 )=3
 4
 237) a)Odredimo polupreµcnik konvergencije potencijalnog reda+1Xn=0
 n2+1
 2n n!xn
 i izraµcunajmo njegovu sumu
 b) Primenom dobijenog rezultata odredimo zbir numeriµckog reda+1Xn=0
 n2 + 1
 n!
 a) Kako je an =n2 + 1
 2n n!odnosno an+1 =
 (n+ 1)2+ 1
 2n+1 (n+ 1)!=(n+ 1)
 2+ 1
 2n � 2 (n+ 1)!onda primenom Dalamberovog kriterijuma dobijamo
 R = limn!+1
 ���� anan+1���� = lim
 n!+1
 n2 + 1
 2n n!(n+ 1)
 2+ 1
 2n � 2 (n+ 1)!
 = limn!+1
 2 � 2n�n2 + 1
 �(n+ 1)!
 2n � n!�(n+ 1)
 2+ 1�
 = 2 limn!+1
 �n2 + 1
 �n! (n+ 1)
 n! (n2 + 2n+ 2)= 2 lim
 n!+1
 �n2 + 1
 �(n+ 1)
 n2 + 2n+ 2
 = 2 limn!+1
 n3 + n2 + n+ 1
 n2 + 2n+ 2= +1
 Kako je+1Xn=0
 n2 + 1
 2n n!xn =
 +1Xn=0
 n2
 2n n!xn| {z }
 S1(x)
 +
 +1Xn=0
 xn
 2n n!| {z }S2(x)
 onda sume S1 (x) i S2 (x) dobijamo sledecim postupkom
 S1 (x) =
 +1Xn=1
 n2
 2n n!xn =
 +1Xn=1
 n2
 n!
 � x2
 �n=
 +1Xn=1
 n2
 n (n� 1)!
 � x2
 �n=
 +1Xn=1
 n
 (n� 1)!
 � x2
 �n=
 +1Xn=1
 (n� 1) + 1(n� 2) (n� 1)!
 � x2
 �n=
 +1Xn=1
 n� 1(n� 2) (n� 1)!
 � x2
 �n++1Xn=1
 1
 (n� 2) (n� 1)!
 � x2
 �n=
 +1Xn=1
 1
 (n� 2)!
 � x2
 �n++1Xn=1
 1
 (n� 1)!
 � x2
 �n
 =+1Xn=1
 � x2
 �2(n� 2)!
 � x2
 �n�2++1Xn=1
 x
 2(n� 1)!
 � x2
 �n�1
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 =� x2
 �2 +1Xn=1
 1
 (n� 2)!
 � x2
 �n�2++1Xn=1
 x
 2
 1
 (n� 1)!
 � x2
 �n�1Kako je ex =
 +1Xn=0
 1
 n!xn onda ��ablonskim upore�ivanjem�sa prethodnom
 relacijom, odnosno stavljanjem (n� 2) umesto n i x2umesto x dobijamo
 S1 (x) =� x2
 �2ex2 +
 x
 2ex2 S2 (x) =
 +1Xn=0
 xn
 2n n!=
 +1Xn=0
 1
 n!
 � x2
 �n= e
 x2 pa je
 S (x) = S1 (x) + S2 (x) =x2
 4ex2 +
 x
 2ex2 + e
 x2 = e
 x2
 �x2
 4+x
 2+ 1
 �b) Ako u dobijeni rezultat ili dati potencijalni red stavimo x = 2 tada dobij-
 amo zbir numeriµckog reda, odnosno+1Xn=0
 n2 + 1
 n!= e
 22
 �4
 4+2
 2+ 1
 �= 3e
 Ako u dati potencijalni red stavimo x = 1 tada dobijamo numeriµcki red+1Xn=0
 n2 + 1
 2n n!�to je razliµcito od
 +1Xn=0
 n2 + 1
 n!
 Me�utim, ako u dati potencijalni red stavimo x = 2 tada dobijamo dati nume-riµcki red, odnosno+1Xn=0
 n2 + 1
 2n n!2n =
 +1Xn=0
 n2 + 1
 n!Sumu datog potencijalnog reda
 +1Xn=0
 n2 + 1
 2n n!xn
 moµzemo dobiti i smenomx
 2= t kada imamo
 +1Xn=0
 n2 + 1
 n!tn
 Na primer, sumu reda+1Xn=0
 n2 + 1
 3n n!xn moµzemo dobiti i smenom
 x
 3= t kada je
 S (x) =+1Xn=0
 n2 + 1
 n!tn =
 +1Xn=0
 n2
 n!tn +
 +1Xn=0
 1
 n!tn| {z }
 et
 = et ++1Xn=1
 n2
 n (n� 1)! t tn�1
 = et + t+1Xn=1
 n
 (n� 1)! tn�1 = et + t
 +1Xn=1
 (n� 1) + 1(n� 1)! tn�1
 = et + t+1Xn=1
 (n� 1) + 1(n�2) (n�1)! t
 n�1 = et + t+1Xn=1
 tn�1
 (n�2)! + t+1Xn=1
 tn�1
 (n�1)!| {z }et
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 = et + t2+1Xn=1
 tn�2
 (n� 2)! + t et = et + t2 et + t et = et
 �t2 + t+ 1
 �= e
 x3
 �x2
 9+x
 3+ 1
 �238) Odredimo polupreµcnik konvergencije reda+1Xn=1
 (� 7)n xn a zatim ispitajmo konvergenciju na krajevima intervala
 Op�ti µclan datog reda je an xn gde su an = (� 7)n an+1 = (� 7)n+1 kada
 njegov polupreµcnik konvergencije iznosi
 R = limn!+1
 ���� anan+1���� = lim
 n!+1
 ����� (� 7)n(� 7)n+1
 ����� = limn!+1
 ���� (� 7)n
 (� 7)n (� 7)
 ���� = 1
 7
 pa je red apsolutno konvergentan za x 2�� 17;1
 7
 �Zamenom x = � 1
 7i x =
 1
 7u dati potencijalni red dobijamo
 +1Xn=1
 (� 7)n�� 17
 �n=
 +1Xn=1
 (� 7)n 1
 (� 7)n =+1Xn=1
 1 odnosno
 +1Xn=1
 (� 7)n�1
 7
 �n=
 +1Xn=1
 7n(� 1)n
 7n=
 +1Xn=1
 (� 1)n
 Op�ti µclan prethodnih redova ne teµzi nuli kada n!1 pa interval konver-
 gencije datog stepenog reda iznosi�� 17;1
 7
 �239) Odredimo polupreµcnik konvergencije stepenog reda
 +1Xn=1
 �1 +
 1
 n
 �n2xn
 a zatim ispitajmo konvergenciju na krajevima intervala.
 Ovde je pogodno primeniti Ko�ijev kriterijum kada polupreµcnik konvergen-cije datog reda iznosi
 R =1
 limn!+1
 npan=
 1
 limn!+1
 n
 s�1 +
 1
 n
 �n2 = 1
 limn!+1
 n
 s��1 +
 1
 n
 �n�n=
 1
 limn!+1
 �1+
 1
 n
 �n| {z }
 e
 =1
 epa je red apsolutno konvergentan za x 2
 �� 1e;1
 e
 �
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 Zamenom x = � 1eu dati red, dobijamo
 +1Xn=1
 �1+
 1
 n
 �n2�� 1e
 �n=+1Xn=1
 �1+
 1
 n
 �n2(�1n)en
 =+1Xn=1
 (�1)n�1+
 1
 n
 �n21
 en| {z }A
 =+1Xn=1
 (�1)nA
 Proverimo postojanje potrebnog uslova za konvergenciju dobijenog naizm-eniµcnog reda, odnosno odredimo graniµcnu vrednost lim
 n!1A
 Kako je eln a = a ( a > 0 )an
 am= an a�m = an�m onda imamo
 limn!+1
 A = limn!1
 �1 +
 1
 n
 �n21
 en= lim
 n!+1
 �1 +
 1
 n
 �n2en
 = limn!+1
 eln�1+
 1n
 �n2en
 = limn!+1
 en2 ln
 �1+
 1n
 �en
 = limn!+1
 en2 ln
 �1+
 1n
 �e�n = lim
 n!+1en2 ln
 �1+
 1n
 ��n
 = limn!+1
 en2�ln�1+
 1n
 �� 1n
 �= e
 limn!+1
 n2�ln�1+
 1n
 �� 1n
 �Kako je
 limn!+1
 n2�ln
 �1 +
 1
 n
 �� 1
 n
 �= lim
 n!+1
 ln
 �1 +
 1
 n
 �� 1
 n1
 n2
 onda smenom1
 n= t
 kada za n! +1 ) t! 0 i primenom Lopitalovog pravila (L.P.) dobijamo
 limt!0
 ln (1 + t)� tt2
 L:P:== lim
 t!0
 1
 1 + t� 1
 2t
 L:P:== lim
 t!0
 � 12= � 1
 2odnosno
 limn!+1
 A = limn!+1
 �1+
 1
 n
 �n21
 en= e�
 12 =
 1pe6= 0 pa je prethodni naizmeniµcni
 (alternativni) red divergentan jer nije ispunjen potreban uslov za njegovu ko-
 nvergenciju. Zamenom x =1
 eu dati red dobijamo
 +1Xn=1
 �1 +
 1
 n
 �n2 �1
 e
 �n=
 +1Xn=1
 �1 +
 1
 n
 �n21
 en
 Kako graniµcna vrednost op�teg µclana prethodnog numeriµckog reda iznosi
 limn!+1
 �1+
 1
 n
 �n21
 en= � � � = e�
 12 =
 1pe6= 0 onda dobijeni numeriµcki red di-
 vergira jer nije ispunjen potreban uslov za njegovu konvergenciju pa je
 interval konvergencije datog stepenog reda�� 1e;1
 e
 �
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 Tejlorov i Maklorenov redU intervalu konvergencije stepeni red
 f (x) = a0 + a1 x+ a2 x2 + � � �+ an xn + � � � =
 +1Xn=0
 an xn
 moµzemo diferencirati ili integraliti µclan po µclan, kada za jx j < R imamo
 f 0 (x) = a1+a22x+a33x2+ � � �+annxn�1+ � � � =
 +1Xn=1
 annxn�1 =
 +1Xn=0
 (anxn )0
 odnosnoxZ0
 f(t)dt = a0
 xZ0
 dt+a1
 xZ0
 t dt+a2
 xZ0
 t2 dt+� � �+anxZ0
 tn dt+� � � =+1Xn=0
 0@an xZ0
 tn dt
 1A= a0 x+ a1
 x2
 2+ a2
 x3
 3+ � � �+ an
 xn+1
 n+ 1+ � � � =
 +1Xn=0
 anxn+1
 n+ 1
 Uzastopnim diferenciranjem stepenog reda
 f (x) = a0 + a1 x+ a2 x2 + a3 x
 3 + � � �+ an xn + � � � dobijamo
 f 0 (x) = a1 + 2 a2 x+ 3 a3 x2 + � � �+ nan xn�1 + � � �
 f 00 (x) = 2 a2 + 3 � 2 a3 x+ n (n� 1 ) an xn�2 + � � �
 f 000 (x) = 3 � 2 a3 + n (n� 1 ) (n� 2 ) an xn�3 + � � �...
 f (n) (x) = n (n� 1 ) (n� 2 ) � � � 3 � 2 an + � � �
 Zamenom x = 0 u prethodnim relacijama dobijamo
 f (0) = a0 f 0 (0) = a1 f 00 (0) = 2 a2 f 000 (0) = 3 � 2 a3 odnosno
 f (n) (0) = n (n� 1 ) (n� 2 ) � � � 3 � 2 anpa su Tejlorovi koe�cijenti stepenog reda
 a0 = f (0) =f (0)
 0!a1 = f
 0 (0) =f 0 (0)
 1!a2 =
 f 00 (0)
 2=f 00 (0)
 2!
 a3 =f 000 (0)
 3 � 2 =f 000 (0)
 3!ili an =
 f (n) (0)
 n (n� 1 ) (n� 2 ) � � � 3 � 2 =f (n) (0)
 n!
 Ako vrednosti Tejlorovih koe�cijenata zamenimo u poµcetni stepeni red, tadadobijamo Tejlorov razvoj funkcije f (x) u okolini taµcke x = 0 iliMakl-orenov razvoj
 f (x) =f (0)
 0!+f 0 (0)
 1!x+
 f 00 (0)
 2!x2 + � � �+ f
 (n) (0)
 n!xn + � � � =
 +1Xn=0
 f (n) (0)
 n!xn
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 = f (0) + f 0 (0)x+f 00 (0)
 2!x2 +
 f 000 (0)
 3!x3 + � � �+ f
 (n) (0)
 n!xn + � � �
 Uzastopnim diferenciranjem �op�teg�oblika stepenog reda
 f(x) = a0 + a1 (x� x0 ) + a2 (x� x0 )2 + � � �+ an (x� x0 )n + � � �
 =+1Xn=0
 an (x� x0 )n dobijamo
 f 0 (x) = a1 + 2 a2 (x� x0 ) + 3 a3 (x� x0 )2 + � � �+ nan (x� x0 )n�1 + � � �
 f 00 (x) = 2 a2 + 3 � 2 a3 (x� x0 ) + � � �+ n (n� 1 ) an (x� x0 )n�2 + � � �
 f 000 (x) = 3 � 2 a3 + n (n� 1 ) (n� 2 ) an (x� x0 )n�3 + � � �...
 f (n) (x) = n (n� 1 ) (n� 2 ) � � � 3 � 2 an + � � �
 Zamenom x = x0 u prethodnim relacijama dobijamo
 f (x0) = a0 f 0 (x0) = a1 f 00 (x0) = 2 a2 f 000 (x0) = 3 a3 odnosno
 f (n) (x0) = n (n� 1 ) (n� 2 ) � � � 3 � 2 anpa su Tejlorovi koe�cijenti stepenog reda:
 a0 = f (x0) =f (x0)
 0!a1 = f
 0 (x0) =f 0 (x0)
 1!a2 =
 f 00 (x0)
 2=f 00 (x0)
 2!
 a3 =f 000 (x0)
 3 � 2 =f 000 (x0)
 3!ili an =
 f (n) (x0)
 n (n� 1 ) (n� 2 ) � � � 3 � 2 =f (n) (x0)
 n!
 Zamenom koe�cijenata u op�ti oblik stepenog reda dobijamo Tejlorov razvoj
 f (x) =f (x0)
 0!+f 0(x0)
 1!(x�x0)+
 f 00(x0)
 2!(x�x0)2+� � �+
 f (n)(x0)
 n!(x�x0)n+� � �
 =
 +1Xn=0
 f (n) (x0)
 n!(x� x0 )n odnosno
 f(x) = f(x0)+ f0(x0)(x�x0)+
 f 00(x0)
 2!(x�x0)2+ � � �+
 f (n)(x0)
 n!(x�x0)n+ � � �
 Za x0 = 0 Tejlorov razvoj se svodi naMaklorenov razvoj �to se moµze dobitii smenom x� x0 = t Dakle, funkciju f(x) moµzemo zameniti ili aproksimiratiTejlorovim polinomom
 f (x) � Pn (x) = f (x0) +f 0 (x0)
 1!(x� x0) + � � �+
 f (n) (x0)
 n!(x� x0)n
 kada taµcna jednakost glasi
 f (x) = f (x0) +f 0 (x0)
 1!(x� x0) + � � �+
 f (n) (x0)
 n!(x� x0)n +Rn (x) gde je
 Rn (x) = f (x)� Pn (x) gre�ka aproksimacije! O njoj vi�e u nastavku!
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 Ako funkcija f (x) ima sve izvode, do beskonaµcnosti, tada imamo Tejlorov razvoj
 �� f(x) = f(x0) +f 0(x0)
 1!(x� x0) + � � �+
 f (n)(x0)
 n!(x� x0)n + � � �
 Ako je x0 = 0 tada se prethodna jednakost svodi na Maklorenov razvoj
 �� f(x) = f(0) +f 0(0)
 1!x+ � � �+ f
 (n)(0)
 n!xn + � � � =
 +1Xn=0
 f (n)(0)
 n!xn
 240) Za f (x) = sinx imamo
 f 0 (x) = cosx f 00 (x) = � sinx f 000 (x) = � cosx f (n) (x) = sinx; : : :
 pa vidimo da je svaki µcetvrti izvod isti, odnosno
 f (x) = f (4) (x) = f (8) (x) = � � � = sinx
 f 0 (x) = f (5) (x) = f (9) (x) = � � � = cosx
 f 00 (x) = f (6) (x) = f (10) (x) = � � � = � sinx
 f 000 (x) = f (7) (x) = f (11) (x) = � � � = � cosx Primetimo i sledece
 f (x) = sinx = sin�x+ 0 � �
 2
 �f 000 (x) = � cosx = sin
 �x+ 3 � �
 2
 �ili
 f 0 (x) = cosx = sin�x+ 1 � �
 2
 �f (n) (x) = sin
 �x+ n � �
 2
 �pa je
 f 00 (x) = � sinx = sin�x+ 2 � �
 2
 �f (n) (0) = sin
 �0 + n � �
 2
 �= sin
 �n � �2
 �odnosno
 f (0) = sin�0 � �2
 �= 0 f 0 (0) = sin
 �1 � �2
 �= 1
 f 00 (0) = sin�2 � �2
 �= 0 f 000 (0) = sin
 �3 � �2
 �= �1
 f (4) (0) = sin�4 � �2
 �= 0 f (5) (0) = sin
 �5 � �2
 �= 1
 f (6) (0) = sin�6 � �2
 �= 0 f (7) (0) = sin
 �7 � �2
 �= �1
 U taµcki x = 0 svi izvodi parnog stepena funkcije f (x) = sinx imaju vrednost
 f (2n) (0) = 0 a izvodi neparnog stepena imaju vrednost f (2n�1) (0) = (�1)n�1pa Maklorenov razvoj
 f (x) = f (0) +f 0 (0)
 1!x1 +
 f 00 (0)
 2!x2 + � � �+ f
 (n) (0)
 n!xn + � � � =
 +1Xn=0
 f (n) (0)
 n!xn
 glasi
 sinx =x1
 1!� x
 3
 3!+x5
 5!� � � �+ (�1)n�1 x2n�1
 (2n� 1)! + � � � =+1Xn=0
 (�1)n�1 x2n�1
 (2n� 1)!
 sinx =+1Xn=0
 (�1)n�1 x2n�1
 ( 2n� 1 )!
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 241) Za f (x) = cosx imamo
 f 0 (x) = � sinx f 00 (x) = � cosx f 000 (x) = sinx f (4) (x) = cosx; : : :
 odakle primecujemo da je svaki µcetvrti izvod isti, odnosno
 f (x) = f (4) (x) = f (8) (x) = � � � = cosx
 f 0 (x) = f (5) (x) = f (9) (x) = � � � = � sinx
 f 00 (x) = f (6) (x) = f (10) (x) = � � � = � cosx
 f 000 (x) = f (7) (x) = f (11) (x) = � � � = sinx Primetimo i sledece
 f (x) = cosx = cos�x+ 0 � �
 2
 �f 000 (x) = sinx = cos
 �x+ 3 � �
 2
 �ili
 f 0 (x) = � sinx = cos�x+ 1 � �
 2
 �f (n) (x) = cos
 �x+ n � �
 2
 �pa je
 f 00 (x) = � cosx = cos�x+ 2 � �
 2
 �f (n) (0) = cos
 �0 + n � �
 2
 �= cos
 �n � �2
 �odnosno
 f (0) = cos�0 � �2
 �= 1 f 0 (0) = cos
 �1 � �2
 �= 0
 f 00 (0) = cos�2 � �2
 �= � 1 f 000 (0) = cos
 �3 � �2
 �= 0
 f (4) (0) = cos�4 � �2
 �= 1 f (5) (0) = cos
 �5 � �2
 �= 0
 f (6) (0) = cos�6 � �2
 �= � 1 f (7) (0) = cos
 �7 � �2
 �= 0
 U taµcki x = 0 svi izvodi parnog stepena funkcije f (x) = cosx imaju vrednostf (2n) (0) = (�1)n a svi izvodi neparnog stepena imaju vrednost f (2n�1) (0) = 0pa Maklorenov razvoj funkcije f (x) = cosx glasi
 cosx = 1� x2
 2!+x4
 4!� � � �+ (�1)n x2n
 ( 2n )!+ � � � =
 +1Xn=0
 (�1)n x2n
 ( 2n )!
 cosx =
 +1Xn=0
 (�1)n x2n
 (2n)!
 242) Razvijmo uMaklorenov red f (x) = sin2 x i f (x) = cos2 x Kako je
 sin2 x =1
 2( 1� cos 2x ) odnosno cosx =
 +1Xn=0
 (�1)n x2n
 ( 2n )!onda imamo
 sin2 x =1
 2
 1�
 +1Xn=0
 (�1)n ( 2x )2n
 ( 2n )!
 !=1
 2�+1Xn=0
 (�1)n 22n � x2n2 ( 2n )!
 =1
 2�+1Xn=0
 (�1)n 22n�1 x2n
 ( 2n )!Za n = 0; 1; 2 ; : : : ; n imamo
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 sin2 x =1
 2��1
 2+
 �� 2 x
 2
 2
 �+ 23
 x4
 4!� � � �+ (�1)n 22n�1 x2n
 ( 2n )!+ � � �
 �= x2 � 23 x
 4
 4!+ � � �+ (�1)n 22n�1 x
 2n
 (2n)!+ � � � x 2 (�1; +1) Kako je
 cos2 x =1
 2( 1 + cos 2x ) cosx =
 +1Xn=0
 (�1)n x2n
 ( 2n )!onda imamo
 cos2 x =1
 2
 1 +
 +1Xn=0
 (�1)n x2n
 ( 2n )!
 !=1
 2++1Xn=0
 (�1)n 22n�1 x2n
 ( 2n )!
 =1
 2+
 �1
 2+
 �� 2 x
 2
 2
 �+ 23
 x4
 4� � � �+ (�1)n 22n�1 x2n
 ( 2n )!+ � � �
 �= 1� x2 + 23 x
 4
 4!� � � �+ (�1)n 22n�1 x
 2n
 (2n)!+ � � � x 2 (� 1; +1)
 243) Za f(x) = eix imamo
 f(x) = eix f(0) = 1 f 000(x) = i2 eix i = i3 eix f 000(0) = i3
 f 0(x) = eix i = i eix f 0(0) = i f IV (x) = i3 eix i = i4 eix f IV (0) = i4
 f 00(x) = i eix i = i2 eix f 00(0) = i2 fV (x) = i4 eix i = i5 eix fV (0) = i5
 eix = 1 + ix
 1!+ i2
 x2
 2!+ i3
 x3
 3!+ i4
 x4
 4!+ i5
 x5
 5!+ � � � Kako je
 i =p� 1, i2 = � 1; i3 = i2 i = � i; i4 = i2 i2 = 1; i5 = i4 i = i onda imamo
 eix = 1 + i x� x2
 2� i x
 3
 6+x4
 24+ i
 x5
 120+ � � �
 Ako razdvojimo µclanove bez i i µclanove sa i tada dobijamo
 eix = 1� x2
 2+x4
 24� � � �| {z }
 razvoj cosx
 + i
 �x� x
 3
 6+x5
 120� � � �
 �| {z }
 razvoj sinx
 odnosno
 eix = cosx+ i sinx (Ojlerova formula )
 Kako je cos (�x) = cosx sin (�x) = � sinx onda istim postupkom dobijamoe� ix = cosx� i sinx odnosno
 (a) eix = cosx+ i sinx
 (b) e� ix = cosx� i sinx
 )Vaµzno ! Ojlerove formule
 Sabiranjem formula (a) i (b) dobijamo
 2 cosx = eix + e� ix odnosno cosx =eix + e� ix
 2
 Oduzimanjem formule (b) od formule (a) dobijamo
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 2i sinx = eix � e� ix odnosno sinx =eix � e� ix
 2i
 244) Primenom Ojlerove formule prikaµzimo proizvod cosx cos 2x cos 3xkao zbir kosinusa vi�estrukih uglova. Kako je
 cosx =eix + e� ix
 2cos 2x =
 ei2x + e� i2x
 2cos 3x =
 ei3x + e� i3x
 2�eix + e� ix
 � �ei2x + e� i2x
 � �ei3x + e� i3x
 �=
 =�ei3x + eix + e� ix + e� i3x
 � �ei3x + e� i3x
 �=
 = ei6x + ei4x + ei2x + 1 + 1 + e� i2x + e� i4x + e� i6x =
 = 2 + ei2x + e� i2x + ei4x + e� i4x + ei6x + e� i6x onda imamo
 cosx cos 2x cos 3x =eix + e� ix
 2� e
 i2x + e� i2x
 2� e
 i3x + e� i3x
 2
 =2 + ei2x + e� i2x + ei4x + e� i4x + ei6x + e� i6x
 8
 =1
 4+1
 4
 �ei2x + e� i2x
 2+ei4x + e� i4x
 2+ei6x + e� i6x
 2
 �=1
 4+1
 4(cos 2x+ cos 4x+ cos 6x)
 Ako u Ojlerovu formulu eix = cosx+ i sinx umesto argumenta i x stavimo
 argument i n x tada dobijamo
 ei nx = cosnx+ isinnx ili ei nx =�eix�n= (cosx+ i sinx)
 n
 ili izuzetno vaµznu Moavrovu formulu�� (cosx+ i sinx)
 n= cosnx+ i sinnx
 245) Za f(x) = ex imamo
 f(x) = ex f(0) = 1 f 000(x) = ex f 000(0) = 1
 f 0(x) = ex f 0(0) = 1 f IV (x) = ex f IV (0) = 1
 f 00(x) = ex f 00(0) = 1 fV (x) = ex fV (0) = 1 odnosno
 f(x) = ex f (n)(x) = ex f (n)(0) = 1 n = 0; 1; 2; : : :
 f(x) = ex = 1 +1
 1!x+
 1
 2!x2 +
 1
 3!x3 +
 1
 4!x4 +
 1
 5!x5 + � � � ili
 ex = 1 + x+x2
 2+x3
 6+x4
 24+ � � �
 ex = 1 +1
 1!x+
 1
 2!x2 +
 1
 3!x3 +
 1
 4!x4 + � � � =
 +1Xn=0
 1
 n !xn
 Vaµzna napomena !Maklorenov razvoj vaµzi ako funkcija ili bilo koji od njenih
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 izvoda za x = 0 ne postaju beskonaµcni jer tada razvoj nije moguc. Na primer,
 funkcija f(x) = lnx ne moµze da se razvije Maklorenovim razvojem jer je
 ln 0 = �1 pa njeni izvodi f 0(x) =1
 x; f 00(x) = � 1
 x2; : : : za x = 0 postaju
 beskonaµcni! Sliµcno je sa funkcijama f(x) =1
 x; f(x) =
 px i mnogim drugim.
 Dobro zapamtimo formule:
 f(x) = f(x0)+f 0(x0)
 1!(x� x0)+ � � �+
 f (n)(x0)
 n!(x� x0)n+ � � � Tejlorov razvoj
 Ako u Tejlorov razvoj stavimo x0 = 0 tada dobijamo Maklorenov razvoj
 f(x) = f(0) +f 0(0)
 1!x+ � � �+ f
 (n)(0)
 n!xn + � � � =
 +1Xn=0
 f (n)(0)
 n!xn
 cosx = 1� x2
 2+x4
 24� � � �+
 cosx = 1� x2
 2!+x4
 4!� � � �+ (�1)n x2n
 ( 2n )!+ � � � =
 +1Xn=0
 (�1)n x2n
 ( 2n )!
 cosx =
 +1Xn=0
 (�1)n x2n
 (2n)!
 sinx = x� x3
 6+x5
 120� � � �+
 sinx =x1
 1!� x
 3
 3!+x5
 5!� � � �+ (�1)n�1 x2n�1
 (2n� 1)! + � � � =+1Xn=0
 (�1)n�1 x2n�1
 (2n� 1)!
 sinx =
 +1Xn=0
 (�1)n�1 x2n�1
 ( 2n� 1 )!
 ex = 1 + x+x2
 2+x3
 6+x4
 24+ � � �
 ex = 1 + x+x2
 2!+x3
 3!+x4
 4!+ � � �+ x
 n
 n!+ � � � =
 +1Xn=0
 xn
 n!
 Primetimo da Maklorenov razvoj za parne funkcije sadrµzi samo µclanove saparnim stepenom x a za neparne funkcije µclanove sa neparnim stepenom xNa elementarnom primeru pokaµzimo jednu od beskonaµcno mnogo primenaMak-lorenovog razvoja.Odredimo kose asimptote funkcije f(x) = (x+ 3 ) e
 1x
 Ako x!1 tada1
 x! 0 odnosno e
 1x ! 1 Sada moµzemo pogre�no zaklj-
 uµciti da f(x)! x+ 3 ili da je y = x+ 3 kosa asimptota. Ali razmislimo?
 Kako je et = 1 + t+t2
 2!+t3
 3!+ � � � onda za t =
 1
 ximamo
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 e1x = 1 +
 1
 x+1
 2!
 1
 x2+ � � � odnosno
 f(x) = (x+ 3 )
 �1+1
 x+1
 2!
 1
 x2+ � � �
 �= x+ 3 + 1 +
 3
 x+1
 2
 1
 x+ � � �
 = x+ 4 +7
 2
 1
 x+ � � �
 �+ µclanovi koji brµze opadaju od
 1
 x
 �Dakle, kosa asimptota je prava y = x+ 4 y = ax+ b
 Obratimo paµznju na funkcije
 8>><>>:shx =
 ex � e� x2
 sinus hiperboliµcki
 chx =ex + e� x
 2cosinus hiperboliµcki
 246) Za f (x) = shx =1
 2( ex � e�x ) imamo
 f (x) =1
 2( ex � e�x ) = shx f 0 (x) =
 1
 2( ex + e�x ) = chx
 f 00 (x) =1
 2( ex � e�x ) = shx f 000 (x) =
 1
 2( ex + e�x ) = chx
 f (n) (x) =1
 2( ex � e�x ) = shx i tako naizmeniµcno, odnosno
 f (x) = f 00 (x) = f (4) (x) = f (6) (x) = � � � = f (2n) (x) = shx = 1
 2( ex � e�x )
 f 0 (x) = f (x)000= f (x)
 (5)= f (x)
 (7)= � � � = f (2n�1) (x) = chx = 1
 2( ex + e�x )
 pa zamenom dobijamo
 f (0) = f 00 (0) = f (4) (0) = f (6) (0) = � � � = f (2n) (0) = sh 0 = e0 � e�02
 = 0 ili
 f 0 (0) = f 000 (0) = f (5) (0) = f (7) (0) = � � � = f (2n�1) (0) = ch 0 = e0 + e�0
 2= 1
 U taµcki x = 0 svi izvodi parnog stepena funkcije f (x) = shx imaju vrednost
 f (2n) (0) = 0 a svi izvodi neparnog stepena imaju vrednost f (2n�1) (0) = 1 ili
 f (2n+1) (0) = 1 pa razvoj funkcije f (x) = shx glasi
 shx = x+x3
 3!+x5
 5!+ � � �+ x2n+1
 (2n+ 1)!+ � � � =
 +1Xn=0
 x2n+1
 ( 2n+ 1 )!
 247) Razvoj funkcije f (x) = chx moµzemo dobiti istim postupkom.Ali razvoj
 ove funkcije moµzemo dobiti i diferenciranjem leve i desne strane razvoja fu-nkcije f (x) = shx kada imamo
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 chx = 1 +3x2
 3!+5x4
 5!+ � � �+ ( 2n+ 1 )x
 2n
 ( 2n+ 1 )!+ � � � =
 +1Xn=0
 ( 2n+ 1 )x2n
 ( 2n+ 1 )!
 = 1 +3x2
 3 � 2! +5x4
 5 � 4! + � � �+( 2n+ 1 )x2n
 ( 2n+ 1 ) ( 2n )!+ � � � =
 +1Xn=0
 ( 2n+ 1 )x2n
 ( 2n+ 1 ) ( 2n )!
 = 1 +x2
 2!+x4
 4!+ � � �+ x2n
 ( 2n )!+ � � � =
 +1Xn=0
 x2n
 ( 2n )!ili chx =
 +1Xn=0
 x2n
 ( 2n )!
 Razvoje funkcija chx i shx moµzemo dobiti i sledecim postupkom. Ako u relaciju
 ex = 1 + x+x2
 2!+x3
 3!+x4
 4!+ � � � umesto x stavimo �x tada imamo
 e�x = 1� x+ x2
 2!� x
 3
 3!+x4
 4!� � � � Kako je
 chx =ex + e�x
 2shx =
 ex � e�x2
 onda zamenom dobijamo
 chx =1
 2
 �1 + x+
 x2
 2!+x3
 3!+x4
 4!+ � � �| {z }
 ex
 + 1� x+ x2
 2!� x
 3
 3!+x4
 4!� � � �| {z }
 e�x
 �pa je
 chx = 1 +x2
 2!+x4
 4!+ � � � shx = x+
 x3
 3!+x5
 5!+ � � �
 Ako umesto x stavimo i x tada dobijamo
 ch i x = 1 +(i x)
 2
 2!+(i x)
 4
 4!+ � � � = 1� x
 2
 2!+x4
 4!� � � � = cosx
 sh i x = i x+(i x)
 3
 3!+(i x)
 5
 5!+ � � � = i
 �x� x
 3
 3!+x5
 5!� � � �
 �= i sinx odnosno
 ch i x = cosx sh i x = i sinx Sabiranjem ovih jednakosti ili oduzimanjemdruge jednakosti od prve dobijamo
 ch i x+ sh i x = cosx+ i sinx = eix
 ch i x� sh i x = cosx� i sinx = e� ix
 )odnosno
 (eix = ch i x+ sh i x
 e� ix = ch i x� sh i x
 248) Za f (x) = ( 1 + x )� imamo
 f 0 (x) = � ( 1 + x )��1
 f 00 (x) = � (�� 1 ) ( 1 + x )��2 ; : : :
 f (n) (x) = � (�� 1 ) � � � (�� n+ 1 ) ( 1 + x )��n a za x = 0 dobijamo
 f (0) = 1 f 0 (0) = � f 00 (0) = � (�� 1 ) ; : : : odnosno
 f (n) (0) = � (�� 1) � � � (�� n+ 1) pa je Maklorenov razvoj funkcije (1 + x)�
 ( 1 + x )�= 1+�x+
 � (�� 1 )2!
 x2+ � � �+ � (�� 1 ) � � � (�� n+ 1 )n!
 xn+ � � � ili
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 (1+x)�=1+
 1
 1!�x+
 1
 2!� (��1)x2+ � � �+ 1
 n!� (��1) � � � (��n+1)xn+ � � � ili
 ��� (1 + t)n= 1 +
 1
 1!n t+
 1
 2!n (n� 1) t2 + 1
 3!n (n� 1) (n� 2) t3 + � � �
 Kako uop�teni binomni koe�cijent (� ne mora biti prirodan broj ) iznosi
 � (�� 1) � � � (�� n+ 1)n!
 =
 ��
 n
 �onda je Maklorenov razvoj funkcije (1 + x)�
 ( 1 + x )�=
 +1Xn=0
 ��
 n
 �xn
 249) Za f (x) = ln ( 1 + x ) imamo
 f 0 (x) =1
 1 + xf 00 (x) = � 1
 ( 1 + x )2 f 000 (x) =
 1 � 2( 1 + x )
 3 ; � � �
 f (n) (x) = (�1)n�1 (n� 1 )!( 1 + x )
 n Kako je
 f (0) = ln 1 = 0 f 0 (0) = 1 f 00 (0) = �1 f 000 (0) = 2; : : : odnosno
 f (n) (0) = (�1)n�1 (n� 1 )! onda Maklorenov razvoj
 f (x) = f (0) +f 0 (0)
 1!x+
 f 00 (0)
 2!x2 + � � �+ f
 (n) (0)
 n!xn + � � � =
 +1Xn=0
 f (n) (0)
 n!xn
 funkcije f (x) = ln ( 1 + x ) glasi
 ln ( 1 + x ) =
 +1Xn=1
 (�1)n�1 (n� 1 )!n!
 xn Kako je(n� 1 )!n!
 =(n� 1 )!n (n� 1 )! =
 1
 n
 onda zamenom dobijamo
 ln ( 1 + x ) =+1Xn=1
 (�1)n�1 xn
 nAko umesto x stavimo �x tada dobijamo
 ln ( 1� x ) =+1Xn=1
 (�1)n�1 xn
 n=
 +1Xn=1
 (�1)n (�1)�1| {z }�1
 (�x)n
 n= �
 +1Xn=1
 xn
 nili
 ln ( 1� x ) = �+1Xn=1
 xn
 nKako je ln (1 + x)� ln (1� x) = ln 1 + x
 1� x odnosno
 ln (1 + x) = x� x2
 2+x3
 3� x
 4
 4+ � � �+ (�1)n�1 x
 n
 n+Rn (x) � 1 < x 6 1
 ln (1� x) = �x� x2
 2� x
 3
 3� x
 4
 4� � � � � xn
 n+Rn (x) � 1 6 x < 1
 onda imamo
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 ln1 + x
 1� x = � � � = 2�x+
 x3
 3+x5
 5+ � � �
 �250) Funkciju y = arc tg 2x aproksimirajmoMaklorenovim polinomom tre-
 ceg stepena. Kako je (arc tg x)0 =1
 1 + x2
 �uv
 �0=u0 v � u v0
 v2odnosno:
 y = arc tg 2x y (0) = 0
 y0 =1
 1 + 4x22 =
 2
 1 + 4x2y0 (0) = 2
 y00 =� 2 � 8x(1 + 4x2 )
 2 = � 16x
 (1 + 4x2 )2 y00 (0) = 0
 y000 = � 16�1+4x2
 �2� x �2�1+4x2�8x(1 + 4x2 )
 4 = � 16 1� 12x2
 (1+4x2 )3 y000 (0) = � 16
 onda zamenom u formulu Maklorenovog razvoja
 f (x) = f (0) +f 0(0)
 1!x+
 f 00(0)
 2!x2 +
 f 000(0)
 3!x3 + � � �+ f
 (n)(0)
 n!xn + � � � dobijamo
 y = arc tg 2x t2
 1!x+
 � 163!
 x3 = 2x� 166x3 = 2x� 8
 3x3
 251) Funkciju f (x) = tg x razvijmo u okolini nule zakljuµcno sa µclanom x5
 Uradimo zadatak prvo �ablonskim postupkom da vi�e cenimo racionalne pos-tupke. Kako je
 f (x) = tg x f 0 (x) =1
 cos2 xf 00 (x) =
 � 2 cosx (� sinx)cos4 x
 = 2sinx
 cos3 x
 f 000 (x) = 2cosx cos3 x� sinx 3 cos2 x (� sinx)
 cos6 x= 2
 cos2 x+ 3 sin2 x
 cos4 x
 f (IV )(x)=2
 �2 cosx
 ��sinx
 �+6 sinxcosx
 �cos4x�
 �cos2x+3 sin2x
 ��4 cos3x
 ��sinx
 ��cos8 x
 = 2(� sin 2x+ 3 sin 2x) cos4 x�
 �� 4 cos5 x sinx� 12 sin3 x cos3 x
 �cos8 x
 = 2(� sin 2x+ 3 sin 2x) cos4 x+ 4 cos5 x sinx+ 12 sin3 x cos3 x
 cos8 x
 = 2(� sin 2x+ 3 sin 2x) cosx+ 4 cos2 x sinx+ 12 sin3 x
 cos5 x
 = 2� cosx sin 2x+ 3 cosx sin 2x+ 2 cosx sin 2x+ 12 sin3 x
 cos5 x
 = 24 cosx sin 2x+ 12 sin3 x
 cos5 x
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 f (V)(x)=2
 �4� 0z }| {�sinxsin2x+
 2z }| {cosx2cos2x
 �+
 0z }| {36sin2xcosx
 �cos5x�
 0z }| {�4cosxsin2x+12sin3x
 �5cos4x(�sinx)
 cos10 x
 f (0) = 0 f 0 (0) = 1 f 00 (0) = 0 f 000 (0) = 2 f (IV ) (0) = 0 f (V ) (0) = 16
 onda primenom Maklorenovog razvoja
 f (x) = f (0)+f 0 (0)
 1!x+
 f 00 (0)
 2!x2+
 f 000 (0)
 3!x3+
 f (IV ) (0)
 4!x4+
 f (V ) (0)
 5!x5+ � � �
 dobijamo
 f (x) = tg x = 0+1
 1x+0+
 2
 6x3+0+
 16
 120x5+�
 �x5�= x+
 x3
 3+2x5
 15+�
 �x5�
 Sada uradimo isti zadatak primenom Maklorenovih razvoja
 sinx = x� x3
 6+x5
 120+ �
 �x5�
 cosx = 1� x2
 2+x4
 24+ �
 �x4�
 f (x)= tg x=sinx
 cosx=x� x
 3
 6+x5
 120+��x5�
 1��x2
 2� x
 4
 24
 �+�(x4)
 Kako je1
 1� t =1+ t+ t2+ �
 �t4�
 odnosno
 1
 1��x2
 2� x
 4
 24
 � = 1+ x22� x
 4
 24+x4
 4+ �
 �x4�= 1+
 x2
 2� x
 4
 24+6x4
 24+ �
 �x4�
 = 1 +x2
 2+5x4
 24+ �
 �x4�onda zamenom dobijamo
 tg x =
 �x� x
 3
 6+x5
 120+ �
 �x5���
 1 +x2
 2+5x4
 24+ �
 �x4��
 =
 �x+
 x3
 2+5x5
 24� x
 3
 6� x
 5
 12+x5
 120+ �
 �x5��= x+
 x3
 3+2x5
 15+ �
 �x5�
 252) Funkciju f (x) =x
 2
 �ex + e2x
 �aproksimirajmo Tejlorovim polino-
 mom drugog stepena u okolini taµcke 1� a = 0 2� a = � 1
 f (x) =1
 2x�ex + e2x
 �f 0 (x) =
 1
 2
 ��ex + e2x
 �+ x
 �ex + e2x � 2
 ��=1
 2
 �ex + e2x + xex + 2xe2x
 �f 00 (x) =
 1
 2
 �ex + 2e2x + ex + xex + 2
 �e2x + x2e2x
 ��1� Za a = 0 imamo
 f (0) =1
 20�e0+ e2�0
 �= 0; f 0 (0) =
 1
 2(1+1) = 1; f 00 (0) =
 1
 2(1+2+1+2) = 3
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 2� Za a = � 1 imamo
 f (� 1) = � 12
 �1
 e+1
 e2
 �= � 1
 2
 e2 + e
 e3= � e+ 1
 2e2
 f 0 (� 1) = 1
 2
 �1
 e+1
 e2� 1e� 2 1
 e2
 �= � 1
 2e2
 f 00 (� 1) = 1
 2
 �1
 e+2
 e2+1
 e� 1e+2
 e2� 4
 e2
 �=1
 2e
 Primenom Tejlorovog polinoma
 f (x) = f (a) +f 0 (a)
 1!(x� a) + f
 00 (a)
 2!(x� a)2 + � � �+ f
 (n) (a)
 n!(x� a)n
 dobijamo
 1� f (x) =x
 2
 �ex + e2x
 �= 0 +
 1
 1!(x� 0) + 3
 2!(x� 0)2 = x+ 3
 2x2 + � � �
 2� f (x) =x
 2
 �ex + e2x
 �= � e+ 1
 2e2+� 1
 2e2
 1!(x+ 1) +
 1
 2e2!(x+ 1)
 2+ � � �
 = � e+ 12e2
 � 1
 2e2(x+ 1) +
 1
 4e(x+ 1)
 2+ � � �
 = � e+ 12e2
 � 1
 2e2x� 1
 2e2+1
 4ex2 +
 1
 2ex+
 1
 4e+ � � �
 = � 2e+ 24e2
 � 2
 4e2+
 e
 4e2� 1
 2e2x+
 e
 2e2x+
 1
 4ex2 + � � �
 =� 2e� 2� 2 + e
 4e2+� 1 + e2e2
 x+1
 4ex2+ � � � = � 4 + e
 4e2+e� 12e2
 x+1
 4ex2+ � � �
 Prethodnih nekoliko stranica nisu zahtevale na�e aktivno ukljuµcivanje jer se sve
 svodilo na odre�ivanje izvoda.U nastavku budimo aktivniji i oprezniji !
 Odredimo polupreµcnike i oblast konvergencije �osnovnih�redova
 Prema Dalamberovom kriterijumu, stepeni red+1Xn=1
 an x2n konvergira ako je
 limn!+1
 j an+1 j � jx j2(n+1)
 j an j � jx j2n= lim
 n!+1
 j an+1 j � jx j2n � jx j2
 j an j � jx j2n= jx j2 lim
 n!+1
 j an+1 jj an j
 < 1
 odnosno ako je
 jx j2 < 1
 limn!+1
 ���� an+1an
 ���� = limn!+1
 ���� anan+1���� Ako graniµcna vrednost lim
 n!+1
 ���� anan+1����
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 postoji, tada prema Dalamberovom kriterijumu polupreµcnik konvergencije
 stepenog reda+1Xn=1
 an x2n iznosi R =
 slim
 n!+1
 ���� anan+1����
 253) Za sinx =+1Xn=0
 (� 1)n�1 x2n�1
 (2n� 1)! imamo
 an =1
 (2n� 1)! an+1 =1�
 (2n+ 1)� 1�!=
 1
 (2n+ 2� 1)! =1
 (2n+ 1)!
 pa polupreµcnik konvergencije datog reda iznosi
 R =
 vuuuuut limn!+1
 1
 (2n� 1)!1
 (2n+ 1)!
 =
 slim
 n!+1
 (2n+ 1)!
 (2n� 1)! =vuut lim
 n!+1
 2n! (2n+ 1)
 2n!
 2n
 =q
 limn!+1
 2n (2n+ 1) = +1
 Red+1Xn=0
 (� 1)n�1 x2n�1
 (2n� 1)! konvergira 8 x 2 (�1; + 1)
 254) Za cosx =+1Xn=0
 (� 1)n x2n
 (2n)!imamo
 an =1
 (2n)!an+1 =
 1�2 (n+ 1)
 �!=
 1
 (2n+ 2)!
 pa polupreµcnik konvergencije datog reda iznosi
 R =
 vuuuuut limn!1
 1
 (2n)!1
 (2n+ 2)!
 =
 slimn!1
 (2n+ 2)!
 (2n)!=
 slimn!1
 2n! (2n+ 1) (2n+ 2)
 (2n)!= +1
 Red+1Xn=0
 (� 1)n x2n
 (2n)!konvergira 8 x 2 (�1; + 1)
 255) Za shx =+1Xn=0
 x2n+1
 (2n+ 1)!imamo
 an =1
 (2n+ 1)!an+1 =
 1�2 (n+ 1) + 1
 �!=
 1
 (2n+ 3)!
 pa polupreµcnik konvergencije datog reda iznosi
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 R =
 vuuuuut limn!+1
 1
 (2n+ 1)!1
 (2n+ 3)!
 =
 slim
 n!+1
 (2n+ 3)!
 (2n+ 1)!
 =
 slim
 n!+1
 (2n+ 1)! (2n+ 2) (2n+ 3)
 (2n+ 1)!= +1
 Red+1Xn=0
 x2n+1
 (2n+ 1)!konvergira 8 x 2 (�1; + 1)
 256) Za chx =+1Xn=0
 x2n
 (2n)!imamo an =
 1
 ( 2n )!an+1 =
 1
 ( 2n+ 2 )!
 pa polupreµcnik konvergencije datog reda iznosi
 R =
 vuuuuut limn!+1
 1
 (2n)!1
 (2n+ 2)!
 =
 slim
 n!+1
 (2n+ 2)!
 (2n)!= +1
 Red+1Xn=0
 x2n
 (2n)!konvergira 8 x 2 (�1; +1)
 257) Za (1 + x)�=
 +1Xn=0
 ��
 n
 �xn imamo
 an =
 ��
 n
 �=� (�� 1) � � � (�� n+ 1)
 n!odnosno
 an+1 =
 ��
 n+ 1
 �=� (�� 1) � � �
 ��� (n+ 1) + 1
 �(n+ 1)!
 pa ako � nije prirodan broj
 ili nula, tada polupreµcnik konvergencije prethodnog binomnog reda iznosi
 R = limn!+1
 ���� anan+1���� = lim
 n!+1
 ���������� (�� 1) � � � (�� n+ 1)
 n!� (�� 1) � � �
 ��� (n+ 1) + 1
 �(n+ 1)!
 ���������= lim
 n!+1
 ���������� (�� 1) � � � (�� n+ 1)
 n!� (�� 1) � � � (�� n+ 1)
 ��� (n+ 1) + 1
 �n! (n+ 1)
 ��������� = limn!+1
 ���� n+ 1�� n
 ����
 = limn!+1
 �������1 +
 1
 n�
 n� 1
 ������� = 1 Red+1Xn=0
 ��
 n
 �xn konvergira 8 x 2 (� 1; 1)
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 Ako je x = 1 ili x = � 1 tada prethodni binomni red divergira jer negov op�ti
 µclan��
 n
 �ne teµzi nuli kada n! +1
 258) Za ln (1 + x) =+1Xn=1
 (� 1)n�1 xn
 nimamo an =
 1
 nan+1 =
 1
 n+ 1
 pa polupreµcnik konvergencije datog reda iznosi
 R = limn!+1
 ���� anan+1���� = lim
 n!+1
 �������1
 n1
 n+ 1
 ������� = limn!+1
 ���� n+ 1n���� = lim
 n!+1
 �������1 +
 1
 n1
 ������� = 1Red
 +1Xn=1
 (� 1)n�1 xn
 nkonvergira 8 x 2 (� 1; 1)
 Zamenom x = 1 dobijamo alternativni (naizmeniµcni) red+1Xn=1
 (�1)n�1 1n
 koji je uslovno konvergentan jer ispunjava uslove Lajbnicovog kriterijuma.
 Zamenom x = � 1 dobijamo harmonijski red+1Xn=1
 (�1)n�1 (�1)n
 n=
 +1Xn=1
 (�1)2n�1| {z }�1
 1
 n= �
 +1Xn=1
 1
 nkoji konvergira 8 x 2 (�1; 1 ]
 Red ln (1� x) = �+1Xn=1
 xn
 nkonvergira 8 x 2 [�1; 1 )
 259) Za stepeni red+1Xn=1
 (� 1)n xn
 nimamo an =
 1
 nan+1 =
 1
 n+ 1
 pa njegov polupreµcnik konvergencije iznosi
 R = limn!+1
 ���� anan+1���� = lim
 n!+1
 1
 n1
 n+ 1
 = limn!+1
 n+ 1
 n= lim
 n!+1
 1 +1
 n1
 = 1
 kada red apsolutno konvergira 8 x 2 (� 1; 1)Zamenom x = � 1 i x = 1 odredimo pona�anje datog reda na krajevima in-tervala konvergencije.
 Za x = � 1 dobijamo harmonijski red+1Xn=1
 ( � 1)n ( � 1)
 n
 n=
 +1Xn=1
 ( � 1)2n 1
 n=
 +1Xn=1
 1
 n
 koji prema Ko�ijevom integralnom kriterijumu divergira.
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 Za x = 1 dobijamo red+1Xn=1
 (� 1)n 1n
 koji uslovno konvergira jer ispunjava uslove Lajbnicovog kriterijuma.
 Dakle, za x = 1 dati stepeni red konvergira 8 x 2 (� 1; 1 ]
 260) Za stepeni red+1Xn=1
 (� 1)n x2n
 2n (2n� 1) imamo an =1
 2n (2n� 1)
 an+1 =1
 2 (n+ 1)�2 (n+ 1)� 1
 � = 1
 2 (n+ 1) (2n+ 1)
 pa njegov polupreµcnik konvergencije iznosi
 R =
 slim
 n!+1
 ���� anan+1���� =
 vuuuuut limn!+1
 1
 2n (2n� 1)1
 2 (n+ 1) (2n+ 1)
 =
 slim
 n!+1
 (n+ 1) (2n+ 1)
 n (2n� 1)
 =
 rlim
 n!+1
 2n2 + 3n+ 1
 2n2 � n =
 vuuuut limn!+1
 2 +3
 n+1
 n2
 2� 1
 n
 = 1
 kada red apsolutno konvergira za x 2 (� 1; 1)Zamenom x = � 1 i x = 1 odredimo pona�anje datog reda na krajevima in-tervala konvergencije.Za x = � 1 dobijamo numeriµcki red+1Xn=1
 (� 1)n�1 (� 1)2n
 2n (2n� 1) =+1Xn=1
 (� 1)n�1 1
 2n (2n� 1)
 koji konvergira po Lajbnicovom kriterijumu.
 Za x = 1 dobijamo isti numeriµcki red+1Xn=1
 (� 1)n�1 1
 2n (2n� 1) pa interval
 konvergencije datog stepenog reda iznosi [�1; 1 ]
 261) Ispitajmo konvergenciju alternativnog reda+1Xn=1
 (� 1)n
 n�3 + (� 1)n
 �Na dati red ne moµzemo primeniti Lajbnicov kriterijum jer apsolutne vredn-osti njegovih µclanova ne opadaju monotono. Kako op�ti µclan datog redateµzi ka nuli onda je ispunjen samo neophodan uslov za njegovu konvergencijuPrikaµzimo dva naµcina ispitivanja konvergencije datog reda
 Prvi naµcin. Prikaµzimo op�ti µclan datog reda u obliku

Page 190
                        

Vukomir M Milinkovic Dalibor M Cosic Knjiga za samostalno pripremanje ispita 190
 (� 1)n
 n�3 + (� 1)n
 � = (� 1)n
 n�3 + (� 1)n
 � 3� (� 1)n3� (� 1)n =
 (� 1)n�3� (� 1)n
 �n�9� (� 1)2n
 � =
 =(� 1)n
 �3� (� 1)n
 �8n
 =1
 8
 3(� 1)n
 n� (� 1)
 2n
 n
 !=1
 8
 �3(� 1)n
 n� 1
 n
 �
 Red sa op�tim µclanom 3(� 1)n
 nje konvergentan po Lajbnicovom kriterijumu
 jer apsolutne vrednosti njegovih µclanova µcine opadajuci niz pa je limn!+1
 3
 n= 0
 Red sa op�tim µclanom1
 nje divergentan harmonijski red.
 Kako je razlika konvergentnog i divergentnog reda divergentan red, ondaje dati red divergentan.
 Drugi naµcin. Ako imamo alternativni red+1Xn=1
 (� 1)n an an > 0 onda njega moµzemo prikazati u obliku
 +1Xn=1
 (� 1)n an =+1Xn=1
 (a2n � a2n�1 ) jer su svi µclanovi sa parnim indeksima
 (a2n ) pozitivni a sa neparnim indeksima (a2n�1 ) negativni.U datom sluµcaju imamo
 a2n � a2n�1 =1
 2n�3 + (� 1)2n
 � � 1
 (2n� 1)�3 + (� 1)2n�1
 �=
 1
 2n (3 + 1)� 1
 (2n� 1) (3� 1) =1
 8n� 1
 2 (2n� 1)
 =2 (2n� 1)� 8n16n (2n� 1) = � 2n+ 1
 8n (2n� 1)
 Ako n! +1 tada � 2n+ 1
 8n (2n� 1) s �1
 8npa dati red divergira jer harmo-
 nijski red+1Xn=1
 � 1
 8ndivergira.
 262) Ispitajmo apsolutnu i uslovnu konvergenciju reda+1Xn=1
 (� 1)n�1 n (3n � 1) (n!)p
 (2n� 1)! x2n�1 i odredimo njegovu sumu za p = 0
 Polupreµcnik konvergencije datog potencijalnog reda moµzemo odrediti pri-menom Dalamberovog kriterijuma kada za n! +1 treba odrediti x za kojeje graniµcna vrednost apsolutnih vrednosti dva uzastopna µclana redamanjaod 1
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 R =
 slim
 n!+1
 ���� anan+1���� = pL gde je
 L = limn!+1
 ���� anan+1���� = lim
 n!+1
 ���������n (3n � 1) (n!)p
 (2n� 1)!(n+ 1)
 �3n+1 � 1
 � �(n+ 1)!
 �p(2n+ 1)!
 ���������= lim
 n!+1
 n (3n � 1) (n!)p 2n (2n+ 1) (2n� 1)!(n+ 1) (3n+1 � 1)
 �n! (n+ 1)
 �p(2n� 1)!
 = limn!+1
 n (3n � 1) 2n (2n+ 1)(n+1)(3n+1�1)(n+1)p = lim
 n!+1
 �n
 n+1
 3n � 13n+1�1
 2n (2n+1)
 (n+ 1)p
 �Kako je lim
 n!+1
 n
 n+ 1= lim
 n!+1
 1
 1 +1
 n
 = 1 odnosno
 limn!+1
 3n � 13n+1�1 = lim
 n!+1
 3n � 13n �3�1 = lim
 n!+1
 1� 1
 3n
 3� 1
 3n
 =1
 3onda zamenom dobijamo
 L = limn!+1
 1
 3
 2n (2n+ 1)
 (n+ 1)p =
 1
 3lim
 n!+1
 4n2 + 2n
 (n+ 1)p kada razlikujemo sluµcajeve
 a) Za p = 2 imamo L=1
 3lim
 n!+1
 4n2 + 2n
 n2+2n+1=1
 3lim
 n!+1
 4 +2
 n
 1+2
 n+1
 n2
 =4
 3ili
 R =
 r4
 3=
 2p3Ako je p = 2 tada je red konvergentan za x 2
 �� 2p
 3;2p3
 �Treba ispitati i konvergenciju na rubovima ili krajevima intervala gde su
 x=� 2p3i x=
 2p3za p= 2 Za x=
 2p3i p= 2 dati stepeni red se svodi na
 +1Xn=1
 (�1)n�1 n (3n � 1) (n!)2
 (2n� 1)!
 �2p3
 �2n�1Kako je
 �2p3
 �2n�1=
 22n�1�p3�2n�1 = 22n 2�1
 3n�p3��1 = p
 3
 2
 22n
 3nonda imamo
 p3
 2
 +1Xn=1
 (�1)n�1 n (3n�1)(n!)2
 (2n� 1)!22n
 3n=
 p3
 2
 +1Xn=1
 (�1)n�1 n (3n�1)3n
 22n (n!)2
 (2n� 1)!
 Kako je limn!+1
 n (3n � 1)3n
 = limn!+1
 n
 �1� 1
 3n
 �= +1 odnosno
 22n (n!)2
 (2n� 1)! =2 � 2 � 4 � 4 � 6 � 6 � � � 2n � 2n1 � 2 � 3 � 4 � 5 � 6 � � � (2n� 1) > 1 onda op�ti µclan dobijenog reda
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 ne teµzi nuli, �to je potreban uslov za konvergenciju
 Dakle, red ne konvergira za x = � 2p3i x =
 2p3pa dati red za p = 2
 apsolutno konvergira ako je jx j < 2p3
 b) Za p < 2 imamo L =1
 3lim
 n!+1
 (2n+ 1) 2n
 (n+ 1)p = + 1 odnosno R = +1
 pa dati red konvergira za svako x odnosno za svako x 2 (�1; +1)
 c) Za p > 2 imamo L =1
 3lim
 n!+1
 (2n+ 1) 2n
 (n+ 1)p = 0 odnosno R = 0 pa dati
 red konvergira samo za x = 0 Za p = 0 dati red se svodi na
 (2) S (x) =
 +1Xn=1
 (� 1)n�1 n (3n � 1)
 (2n� 1)! x2n�1
 Za odre�ivanje sume ovog reda S (x) po�imo od poznatog razvoja
 sin t =
 +1Xn=1
 (� 1)n�1 t2n�1
 (2n�1)! Diferenciranjem ovog reda µclan po µclan (�to
 je dopu�teno jer je njegov polupreµcnik konvergencije R = +1 ) dobijamo
 cos t =+1Xn=1
 (� 1)n�1 (2n�1) t2n�2
 (2n� 1)! =1
 t
 +1Xn=1
 (� 1)n�1 (2n�1) t2n�1
 (2n� 1)! odnosno
 t cos t =+1Xn=1
 (� 1)n�1 (2n� 1) t2n�1
 (2n� 1)!
 = 2+1Xn=1
 (� 1)n�1 n t2n�1
 (2n� 1)! �+1Xn=1
 (� 1)n�1 t2n�1
 (2n� 1)!| {z }sin t
 odakle je
 (3)+1Xn=1
 (� 1)n�1 n t2n�1
 (2n� 1)! =1
 2(t cos t+ sin t)
 Red (2) moµzemo napisati u obliku dva reda, kada je
 S (x) =+1Xn=1
 (� 1)n�1 n 3n
 (2n� 1)! x2n�1 �
 +1Xn=1
 (� 1)n�1 n
 (2n� 1)! x2n�1
 =+1Xn=1
 (� 1)n�1np3�p3�2n�1
 (2n� 1)! x2n�1 �+1Xn=1
 (� 1)n�1 nx2n�1
 (2n� 1)!
 =p3+1Xn=1
 (� 1)n�1n�p3 � x
 �2n�1(2n� 1)! �
 +1Xn=1
 (� 1)n�1 nx2n�1
 (2n� 1)!
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 Primenom formule (3) za t =p3 x i t = x dobijamo sumu datog reda za
 p = 0 odnosno
 S (x) =p31
 2
 �p3 x cos
 �p3 x�+ sin
 �p3 x��� 12
 �x cosx+ sinx
 �263) U zavisnosti od realnih parametara p i q ispitajmo konvergenciju reda
 (1)+1Xn=1
 �nn
 (2n)!!
 �p �pn+ 1�pn �qn2
 Za ispitivanje konvergencije datog
 pozitivnog reda moµzemo primeniti Dalamberov kriterijum. Kako je
 pn+ 1�
 pn =
 �pn+ 1�
 pn� �p
 n+ 1 +pn�
 pn+ 1 +
 pn
 =1p
 n+ 1 +pn
 onda je op�ti µclan datog reda an =�
 nn
 (2n)!!
 �p1
 n2�pn+ 1 +
 pn�q pa imamo
 limn!+1
 an+1an
 = limn!+1
 (n+ 1)
 n+1
 (2n+ 2)!!
 !p1
 (n+ 1)2 �p
 n+ 2 +pn+ 1
 �q�nn
 (2n)!!
 �p1
 n2�pn+ 1 +
 pn�q
 = limn!+1
 �(2n)!! (n+ 1)
 n(n+ 1)
 n (2n+ 2)!!
 �p�n
 n+ 1
 �2| {z }
 !1
 � pn+ 1 +
 pnp
 n+ 2 +pn+ 1
 �q| {z }
 !1
 = limn!+1
 �(2n)!! (n+ 1)
 n(n+ 1)
 nn (2n)!! (2n+ 2)
 �p= lim
 n!+1
 �(n+ 1)
 n(n+ 1)
 nn 2 (n+ 1)
 �p= limn!+1
 �(n+1)
 n
 2nn
 �p= limn!+1
 �1
 2
 �n+1
 n
 �n�p=
 �1
 2lim
 n!+1
 �1+
 1
 n
 �n�p=� e2
 �p
 Red (1) konvergira ako je
 8><>:� e2
 �p< 1 odnosno ako je p < 0 i za svako q� e
 2
 �p> 1 odnosno ako je p > 0
 Za p = 0 dobijamo red+1Xn=1
 1
 n2�pn+ 1 +
 pn�q
 Za velike vrednosti n op�ti µclan ovog reda se pona�a kao1
 n2+q2
 Kako redX 1
 n�konvergira za � > 1 onda u datom sluµcaju red konvergira
 za 2 +q
 2> 1 ) q
 2> 1� 2 = � 1 ) q > � 2 Za p < 0 p = 0 i q > � 2
 red (1) konvergira. U ostalim sluµcajevima isti red divergira.
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 264) Dat je red (1)+1Xn=1
 (� 1)n
 2n
 �(2n� 1)!!
 (2n+ 1) (n+ 1)!
 �pi funkcija
 f (x) = x ln�px2 + 1� x
 �+px2 + 1
 1� Ispitajmo apsolutnu i uslovnu konvergenciju datog reda u zavisnostiod realnog parametra p2� Razvijmo funkciju uMaklorenov red i odredimo interval gde vaµzi dobijenirazvoj.
 3� Primenom dobijenog razvoja odredimo sumu reda (1) za p = 1Za ispitivanje apsolutne konvergencije reda (1) koristimo red
 (2)+1Xn=1
 1
 2n
 �(2n� 1)!!
 (2n+ 1) (n+ 1)!
 �pgde je
 limn!+1
 an+1an
 = limn!+1
 0BB@1
 2n+11
 2n
 0BB@(2n+ 1)!!
 (2n+ 3) (n+ 2)!
 (2n� 1)!!(2n+ 1) (n+ 1)!
 1CCAp 1CCA
 = limn!+1
 �1
 2
 �(2n+ 1) (2n� 1)!! (2n+ 1) (n+ 1)!(2n+ 3) (n+ 2) (n+ 1)! (2n� 1)!!
 �p �
 =1
 2lim
 n!+1
 (2n+ 1)
 2
 (2n+3)(n+2)
 !p=1
 2
 �lim
 n!+1
 4n2+4n+1
 2n2+7n+6
 �p=1
 2� 2p
 Za p < 1 red (2) konvergira pa red (1) apsolutno konvergira
 Za p > 1 imamoan+1an
 > 1 pa red (1) divergira jer tada op�ti µclan ne teµzi 0
 Za p = 1 red (1) �postaje�+1Xn=1
 (� 1)n 1
 2n(2n� 1)!!
 (2n+ 1) (n+ 1)!=
 +1Xn=1
 (�1)n 1
 2n(2n� 1)!!
 (2n+ 1) (n+ 1)n!
 =+1Xn=1
 (� 1)n 1
 (2n+ 1) (n+ 1)
 (2n� 1)!!2n n!
 Kako je 2n = 2 � 2 � 2 � � � 2 n - sabiraka
 n! = 1 � 2 � 3 � � � (n� 2) (n� 1)n (2n)!! = 2 � 4 � 6 � 8 � � � (2n) onda imamo2n n! = (2 � 1)| {z }
 2
 � (2 � 2)| {z }4
 � (2 � 3)| {z }6
 � � � (2 (n� 2))| {z }2n�4
 � (2 (n� 1))| {z }2n�2
 � 2n = (2n)!!
 pa zamenom dobijamo+1Xn=1
 (�1)n 1
 (2n+ 1) (n+ 1)
 (2n� 1)!!(2n)!!
 Kako je(2n� 1)!!(2n)!!
 < 1 odnosno
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 1
 (2n+ 1) (n+ 1)
 (2n� 1)!!(2n)!!
 <1
 (2n+ 1) (n+ 1)<1
 n2i kako red
 +1Xn=1
 1
 n2konvergira, onda po prvom poredbenom kriterijumu red
 +1Xn=1
 1
 (2n+ 1) (n+ 1)
 (2n� 1)!!(2n)!!
 konvergira pa red
 +1Xn=1
 (�1)n 1
 (2n+ 1) (n+ 1)
 (2n� 1)!!(2n)!!
 apsolutno konvergira
 Dakle, za p 6 1 red (1) apsolutno konvergira a za p > 1 divergira
 2� Za funkciju f (x) = x ln�px2 + 1� x
 �+px2 + 1 imamo
 f 0 (x) = ln�px2 + 1� x
 �+ x
 xpx2 + 1
 � 1px2 + 1� x
 +xpx2 + 1
 = ln�px2 + 1� x
 �
 f 00 (x) =
 xpx2 + 1
 � 1px2 + 1� x
 = � 1px2 + 1
 = ��1 + x2
 �� 12
 Polazeci od binomnog razvoja
 (1 + t)�= 1 +
 ��
 1
 �t+
 ��
 2
 �t2 + � � �+
 ��
 n
 �tn + � � � za � = � 1
 2i t = x2
 dobijamo
 f 00 (x) = ��1+ x2
 �� 12 = �
 �1+
 �� 12
 1
 �x2 +
 �� 12
 2
 �x4 + � � �+
 �� 12
 n
 �x2n + � � �
 �
 = �1�+1Xn=1
 �� 12
 n
 �x2n Kako je
 �� 12
 n
 �=
 � 12
 �� 12� 1��
 � 12� 2�� � ��� 12� n+ 1
 �n!
 = (� 1)n (2n� 1)!!2n n!
 onda imamo
 f 00 (x) = �1�+1Xn=1
 (� 1)n (2n� 1)!!2n n!
 x2n
 Sada se �vracamo unazad�da integralimo µclan po µclan, kada je
 f 0 (x) =
 Zf 00 (x) dx = �
 Zdx�
 Z +1Xn=1
 (� 1)n (2n� 1)!!2n n!
 x2n dx odnosno
 f 0 (x) = �x�+1Xn=1
 (� 1)n (2n� 1)!!2n n! (2n+ 1)
 x2n+1 + C1
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 Kako je f 0 (0) = 0 = 0 + C1 ) C1 = 0 onda imamo
 f 0 (x) = �x�+1Xn=1
 (� 1)n (2n� 1)!!2n n! (2n+ 1)
 x2n+1
 Jo�jednom integracijom µclan po µclan dobijamo
 f (x) =
 Zf 0 (x) dx = � x
 2
 2�+1Xn=1
 (� 1)n (2n� 1)!!2n n! (2n+ 1) (2n+ 2)
 x2n+2 + C2
 Kako je f (0) = 1 = 0 + C2 ) C2 = 1 odnosno
 n! (2n+ 2) = 2n! (n+ 1) = 2 (n+ 1)! onda zamenom dobijamo razvoj
 (2) f (x) = 1� x2
 2� 12
 +1Xn=1
 (� 1)n (2n� 1)!!2n (2n+ 1) (n+ 1)!
 x2n+2
 koji vaµzi za � 1 6 x 6 1
 3� Ako u (2) stavimo x = 1 tada dobijamo
 f (1) = 1� 12� 12
 +1Xn=1
 (� 1)n (2n� 1)!!2n (2n+ 1) (n+ 1)!
 odnosno
 +1Xn=1
 (� 1)n (2n� 1)!!2n (2n+ 1) (n+ 1)!
 = � 2 f (1) + 2� 1 = 1� 2 f (1) =
 = 1� 2�ln�p2� 1
 �+p2�a to je zbir reda (1) za p = 1
 265) Dat je red (1)
 +1Xn=1
 (�1)n�1�
 (2n� 1)!!(2n)!! (2n+ 2)
 �p1
 2n+ 1
 � x2
 �np > 0
 i funkcija f (x) = x arcsinx+p1� x2
 1� Ispitajmo apsolutnu i uslovnu konvergenciju datog reda u zavisnostiod vrednosti parametra p > 02� Razvijmo datu funkciju u stepeni red po stepenima od x Odredimo intervalgde vaµzi dobijeni razvoj.
 3� Primenom dobijenog razvoja odredimo sumu reda (1) za p = 1 i x = 2
 Prikaµzimo stepeni red (1) u obliku+1Xn=1
 an xn gde je
 an = (� 1)n�1�
 (2n� 1)!!(2n)!! (2n+ 2)
 �p1
 2n+ 1
 1
 2nKako je
 (2n� 1)!! = (2n� 1) (2n� 3) � � � 5 � 3 � 1 odnosno
 (2n)!! = 2n (2n� 2) � � � 6 � 4 � 2 onda prema Dalamberovom kriterijumu
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 polupreµcnik konvergencije datog reda iznosi
 R = limn!+1
 ���� anan+1���� = lim
 n!+1
 ���������
 0BBB@(2n� 1)!!
 (2n)!! (2n+ 2)�2 (n+ 1)� 1
 ��2 (n+1)
 �!!�2 (n+1)+2
 �1CCCAp
 1
 2n+ 1
 1
 2n
 1
 2 (n+1)+1
 1
 2n+1
 ���������
 = limn!+1
 ��������0BB@
 (2n� 1)!!(2n)!! (2n+ 2)
 (2n+ 1)!!
 (2n+ 2)!! (2n+ 4)
 1CCAp
 1
 2n+ 1
 1
 2n
 1
 2n+ 3
 1
 2n � 2
 ��������= lim
 n!+1
 ����� (2n� 1)!! (2n+ 2)!! (2n+ 4)(2n+ 1)!! (2n)!! (2n+ 2)
 �p2n+ 3
 2n+ 12
 ����= lim
 n!+1
 ����� (2n� 1)!! (2n)!! (2n+ 2) (2n+ 4)(2n+ 1) (2n� 1)!! (2n)!! (2n+ 2)
 �p2n+ 3
 2n+ 12
 ����= lim
 n!+1
 ����� 2n+ 42n+ 1
 �p2n+ 3
 2n+ 12
 ���� = 1 � 1 � 2 = 2pa red (1) apsolutno konvergira za � 2 < x < 2
 Ispitajmo konvergenciju na krajevima intervala, odnosno za x = 2 i x = � 2
 Zamenom x = 2 u red (1) dobijamo numeriµcki red+1Xn=1
 (� 1)n�1�
 (2n� 1)!!(2n)!! (2n+ 2)
 �p1
 2n+ 1
 Kako je (2n� 1)!! < (2n)!! za svako n i kako vrednost op�teg µclana mono-tono opada i teµzi nuli, onda prema Lajbnicovom kriterijumu, za x = 2 dati
 red (1) konvergira.
 Kako je (� 1)n�1�� 22
 �n= (� 1)2n�1 = � 1 onda zamenom x = � 2 u red (1)
 dobijamo numeriµcki red
 (2) �+1Xn=1
 �(2n� 1)!!
 (2n)!! (2n+2)
 �p1
 2n+1Za p= 0 red (2)postaje harmonijski red
 �+1Xn=1
 1
 2n+ 1koji divergira. Kako za p > 0 vaµze relacije
 �(2n� 1)!!
 (2n)!! (2n+2)
 �p1
 2n+1<
 1
 (2n+2)p �
 1
 2n+1<
 1
 np+1i kako red
 +1Xn=1
 1
 np+1
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 konvergira, onda za p > 0 red (2) konvergira.
 Dakle, za p > 0 red (1) apsolutno konvergira kada x 2 [� 2; 2 ]Za p = 0 red (1) apsolutno konvergira kada x 2 (� 2; 2)Za x = 2 red (1) uslovno konvergira. Za x = � 2 divergira.
 2� Funkciju f (x) = x arcsinx+p1� x2 = x arcsinx+
 �1� x2
 � 12
 moµzemo razviti u stepeni red sledecim postupkom:
 f 0 (x) = arcsinx+ x1p1� x2
 +1
 2
 �1� x2
 �� 12 (�2x) = arcsinx
 (3) f 00 (x) =1p1� x2
 =�1� x2
 �� 12 Polazeci od binomnog razvoja
 (4) (1 + t)�= 1 +
 ��
 1
 �t+
 ��
 2
 �t2 + � � �+
 ��
 n
 �tn + � � � gde su
 (5)
 ��
 1
 �= �
 ��
 2
 �=� (�� 1)
 2!
 ��
 n
 �=� (�� 1) � � � (�� n+ 1)
 n!� � �
 binomni koe�cijenti i pore�enjem (3) i (4) za t = �x2 i � = � 1
 2dobijamo
 (6) f 00 (x) =�1� x2
 �� 12 = 1�
 �� 12
 1
 �x2+
 �� 12
 2
 �x4�� � �+(�1)n
 �� 12
 n
 �x2n+� � �
 Za n = 1; 2; : : : prema (5) imamo
 �� 12
 n
 �=
 � 12
 �� 12� 1�� � ��� 12� n+ 1
 �n!
 = (� 1)n 1 � 3 � � � (2n� 1)2n n!
 = (� 1)n 1 � 3 � � � (2n� 1)2 � 4 � � � (2n) = (� 1)n (2n� 1)!!
 (2n)!!
 pa se razvoj (6) moµze napisati u obliku
 f 00(x) =�1� x2
 �� 12 = 1� (� 1)1 (2 � 1� 1)!!(2 � 1)!! x2+(� 1)2 (2 � 2� 1)!!
 (2 � 2)!! x4+ � � �
 + (� 1)2n (2n� 1)!!(2n)!!
 x2n+ � � �
 =1+1!!
 2!!x2+
 3!!
 4!!x4+ � � �+ (2n�1)!!
 (2n)!!x2n+ � � � =1+
 +1Xn=1
 (2n�1)!!(2n)!!
 x2n
 gde je polupreµcnik konvergencije dobijenog reda R = 1 odnosno red konve-rgira za x2 (� 1; 1) Vracanjem �unazad�i integracijom µclan po µclan dobijamo
 f 0 (x) = arcsinx = x++1Xn=1
 (2n� 1)!!(2n)!! (2n+ 1)
 x2n+1 + C1
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 Za x = 0 imamo f 0 (0) = arcsin 0 = 0 pa je C1 = 0
 Jo�jednom integracijom dobijamo
 f (x) =x2
 2++1Xn=1
 (2n� 1)!!(2n)!! (2n+ 1) (2n+ 2)
 x2n+2 + C2
 Kako je f (x) = x arcsinx+p1� x2 onda za x = 0 dobijamo f (0) = 1 kada
 je C2 = 1 odnosno
 (7) f (x) = 1 +x2
 2++1Xn=1
 (2n� 1)!!(2n)!! (2n+ 1) (2n+ 2)
 x2n+2
 pa dobijeni red konvergira za x 2 [�1; 1 ]
 3� U ovom delu sastavljaµc ispitnog zadatka je pogre�io jer iz (1) zap = 1 i x = 2 dobijamo red
 (8)
 +1Xn=1
 (� 1)n�1 (2n� 1)!!(2n)!! (2n+ 1) (2n+ 2)
 koji ne moµze da se dobije iz (7)
 jer, na primer, za x = 1 nema µclan (� 1)n�1
 Zato je trebalo da se odredi zbir reda (1) za p = 1 i x = � 2
 Za p = 1 i x = � 2 iz (1) dobijamo numeriµcki red
 �+1Xn=1
 (2n� 1)!!(2n)!! (2n+ 1) (2n+ 2)
 Ako u (7) stavimo x = 1 tada dobijamo
 (9) f (1) = 1 +1
 2++1Xn=1
 (2n� 1)!!(2n)!! (2n+ 1) (2n+ 2)
 Kako je
 f (x) = x arcsinx+p1� x2 onda za x = 1 imamo
 f (1) = arcsin 1 =�
 2kada iz (9) dobijamo
 �+1Xn=1
 (2n� 1)!!(2n)!! (2n+ 1) (2n+ 2)
 =3
 2� �2
 Napomena! Za izraµcunavanje zbira reda (8) moµzemo koristiti razvoj
 x ln�x+
 p1+x2
 ��p1+x2 = �1+x
 2
 2++1Xn=1
 (�1)n (2n� 1)!!(2n)!! (2n+1)(2n+2)
 x2n+2
 odakle za x = 1 dobijamo+1Xn=1
 (� 1)n�1 (2n� 1)!!(2n)!! (2n+ 1) (2n+ 2)
 =p2� 1
 2� ln
 �1 +
 p2�
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 266) Dat je red+1Xn=1
 �(2n� 1)!!
 �p(2n)!! (2n+ 3)
 q i funkcija
 f (x) = � x2
 p9� x2 + 9
 2arcsin
 x
 3
 1� Ispitajmo konvergenciju reda u zavisnosti od realnih parametara p i q2� Razvijmo funkciju uMaklorenov red i odredimo interval gde vaµzi dobijenirazvoj
 3� Odredimo sumu datog reda za p = q = 1
 1� Za ispitivanje konvergencije datog reda primenimo Dalamberov kriterijum
 po kojem pozitivni red+1Xn=1
 an konvergira ako je L = limn!+1
 an+1an
 < 1
 Ako je L > 1 tada red divergira. Za L = 1 konvergenciju reda ne moµzemoodrediti po ovom kriterijumu. U datom sluµcaju imamo
 L = limn!+1
 an+1an
 = limn!+1
 �(2n+ 1)!!
 �p(2n+ 2)!! (2n+ 5)
 q�(2n� 1)!!
 �p(2n)!! (2n+ 3)
 q
 = limn!+1
 �(2n+1)(2n�1)!!
 �p(2n)!! (2n+3)
 q
 (2n+2)(2n)!! (2n+5)q �(2n�1)!!
 �p = limn!+1
 (2n+1)p
 2n+2
 �2n+3
 2n+5
 �qKako je lim
 n!+1
 �2n+ 3
 2n+ 5
 �q= 1 za svako q onda imamo L = lim
 n!+1
 (2n+ 1)p
 2n+ 2
 Za p < 1 ) L = 0 pa red konvergira
 Za p > 1 ) L = +1 pa red divergira
 Za p = 1 ) L = 1 pa se konvergencija ne moµze utvrditi Dalamberovimkriterijumom. Za ovaj poseban sluµcaj primenimo Gausov kriterijum
 Ako je an > 0 ili ako jeanan+1
 = �+�
 n+
 nn1+ �
 gde su �; � = const " > 0
 j (n) j < C tada:
 (a) Za � > 1 red+1Xn=1
 an konvergira (b) Za � < 1 red+1Xn=1
 an divergira
 (c) Za � = 1 red+1Xn=1
 an
 (konvergira ako je � > 1
 divergira ako je � 6 1U na�em sluµcaju
 anan+1
 =2n+ 2
 (2n+ 1)p
 �2n+ 5
 2n+ 3
 �qza p = 1 imamo
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 anan+1
 =2n+2
 2n+1
 �2n+5
 2n+3
 �q=2n+1+1
 2n+1
 �2n+3+2
 2n+3
 �q=
 �1+
 1
 2n+1
 ��1+
 2
 2n+3
 �qKako je (1 + t)� = 1 +
 ��
 1
 �t+
 ��
 2
 �t2 + � � �+
 ��
 n
 �tn + � � � gde su
 ��
 1
 �= �
 ��
 2
 �=� (�� 1)
 2!
 ��
 n
 �=� (�� 1) � � � (�� n+ 1)
 n!� � �
 onda imamo
 anan+1
 =
 �1 +
 1
 2n+ 1
 � 1 +
 �q
 1
 �2
 2n+ 3+
 �q
 2
 �4
 (2n+ 3)2 + � � �
 !Kako je
 1
 2n+ 1=
 1
 2n
 1
 1 +1
 2n
 2
 2n+ 3=
 1
 n+3
 2
 =1
 n
 1
 1 +3
 2n
 odnosno
 1
 1 + t= 1� t+ t2 � � � �+ (� 1)n�1 tn�1 + � � � onda dalje imamo
 anan+1
 =
 0B@1 + 1
 2n
 1
 1 +1
 2n
 1CA0B@1 + q 1
 n
 1
 1 +3
 2n
 + � � �
 1CA=
 1 +
 1
 2n
 �1� 1
 2n+
 1
 4n2� � � �
 �! 1 + q
 1
 n
 �1� 3
 2n+ � � �
 �+ � � �
 !
 =
 �1 +
 1
 2n� 1
 4n2+ � � �
 � 1 + q
 1
 n
 �1� 3
 2n+ � � �
 �+ � � �
 !
 =
 �1 +
 1
 2n� � � �
 ��1 + q
 1
 n� � � �
 �= 1 +
 1
 2n+ q
 1
 n+ q
 1
 2n2� � � �
 = 1 +
 �1
 2+ q
 �1
 n+ nn2
 Prema Gausovom kriterijumu red:
 8><>:konvergira za
 1
 2+ q > 1 ) q >
 1
 2
 divergira za1
 2+ q 6 1 ) q 6 1
 2
 Red sa poµcetka zadatka
 8><>:konvergira za p < 1 i svako q ili za p = 1 i q >
 1
 2
 divergira za p > 1 i svako q ili za p = 1 i q 6 1
 2
 2� Za razvoj date funkcije f (x) = � x2
 p9� x2 + 9
 2arcsin
 x
 3
 u Maklorenov - potencijalni red odredimo njen prvi izvod, odnosno
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 f 0 (x) = � 12
 p9� x2 + x2
 2p9� x2
 +9
 2
 1r1� x
 2
 9
 1
 3odakle dobijamo
 (1) f 0 (x) =x2
 3
 1r1�
 � x3
 �2 Kako je
 (1� t)� = 1���
 1
 �t+
 ��
 2
 �t2 � � � �+ (� 1)n
 ��
 n
 �tn + � � �
 onda za razvoj f 0 (x) u potencijalni red, primenimo razvoj
 1p1� t
 = (1� t)�12 = 1�
 �� 12
 1
 �t+
 �� 12
 2
 �t2 � � � �+ (�1)n
 �� 12
 n
 �tn + � � �
 gde je�� 12
 n
 �=
 � 12
 �� 12� 1��
 � 12� 2�� � ��� 12� n+ 1
 �n!
 =
 �� 12
 ��� 32
 ��� 52
 �� � ��� 2n� 1
 2
 �n!
 =( � 1) ( � 3) ( � 5) � � �
 �� (2n� 1)
 �2n n!
 = ( � 1)n 1 � 3 � 5 � � � (2n� 1)
 2n n!
 = ( � 1)n (2n� 1) !!(2n) !!
 Kako je (�1)!! = 1 onda zamenom dobijamo red
 (2)1p1� t
 =
 +1Xn=0
 (2n� 1)!!(2n)!!
 tn koji konvergira za j t j < 1 ili za t 2 (�1; 1)
 Smenom� x3
 �2= t u relaciju (2)moµzemo prvi izvod f 0 (x) prikazati relacijom
 (1) kada imamo
 f 0 (x) =x2
 3
 +1Xn=0
 (2n� 1)!!(2n)!!
 x2n
 32n=1
 3
 +1Xn=0
 (2n� 1)!!(2n)!!
 x2n+2
 32n
 Dobijeni red je konvergentan za jx j < 3 Integracijom µclan po µclan dobijamo
 f (x) =
 Zf 0 (x) dx =
 1
 3
 +1Xn=0
 (2n� 1)!!(2n)!!
 x2n+3
 32n (2n+ 3)+ C
 Kako je f (0) = 0 = 0 + C ) C = 0 onda imamo
 (3) f(x) =1
 3
 +1Xn=1
 (2n� 1)!!(2n)!! (2n+ 3)
 x2n+3
 32n
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 3� Za p = q = 1 dobijamo red
 (4) S =+1Xn=1
 (2n� 1)!!(2n)!! (2n+ 3)
 µciju sumu treba izraµcunati.
 Iz relacije (3) za x = 3 dobijamo
 f (3) =1
 3
 +1Xn=0
 (2n� 1)!!(2n)!! (2n+ 3)
 32n � 3332n
 = 9+1Xn=0
 (2n� 1)!!(2n)!! (2n+ 3)
 Za n = 0 imamo
 9(2 � 0� 1)!!
 (2 � 0)!! (2 � 0 + 3) = 9(� 1)!!0!! � 3 = 9
 1
 1 � 3 = 3 odnosno
 f (3) = 3 + 9+1Xn=1
 (2n� 1)!!(2n)!! (2n+ 3)
 = 3 + 9S odakle je
 S =1
 9f (3)� 3
 9=1
 9
 �� 32
 p9� 32 + 9
 2arcsin
 3
 3� 3�=1
 9
 �9
 2
 �
 2� 3�=�
 4� 13
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