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Forord
 Nærværende notesæt er udarbejdet til kurset “Målteori” vedInstitut for Matematiske Fag, År-hus Universitet. Noterne bygger i høj grad på Svend Erik Graversens noter [Gr], der hidtil erblevet benyttet i nævnte kursus, men også på bogen [BM] af Christian Berg og Tage GutmannMadsen samt bogen [Sc] af René L. Schilling. Hvad angår fagligt indhold og generalitet ogstyrke af de præsenterede resultater svarer noterne i høj grad til [Gr]. En væsentlig forskel iforhold til [Gr] er, at stoffet er omstruktureret med henblik på at komme så hurtigt frem til ind-førelsen af Lebesgue integralet, som det er praktisk muligt. I den henseende er noterne i højgrad struktureret som [BM]. Tanken med dette er, at de studerende dermed hurtigere får mu-lighed for at regne opgaver i Lebesgue-integralet, som naturligt udgør hovedfocus for kursetsskriftlige eksamen. Kapitel 1 udgør således en “minimal” fremstilling af “målelighed og mål”med henblik på udviklingen af Lebesgue-integralet i Kapitel 2. Emner som entydighed af mål,produktmål og transformation af mål bliver følgelig først behandlet i hhv. Kapitel 3, 4 og 5. End-videre bliver visse “videregående emner” fra [Gr] gennemgået i appendices. Med henblik på atimødekomme overgangen fra 1. års studier, indeholder noterne desuden appendices om elemen-tær mængdeteori, den udvidede reelle tallinie samt om supremum, infimum, limes superior oglimes inferior. Kurset “Målteori” efterfølges ved Århus Universitet enten af kurset “Sandsynlig-hedsteori 1.1” eller af kurset “Reel Analyse”. Materiale omLp-rum og integral-uligheder, somnaturligt hører hjemme i et kursus i mål- og integralteori, bliver behandlet i begge sidstnævntekurser og er derfor ikke medtaget i disse noter. Det samme gørsig gældende for konstruktionenaf Lebesgue-målet på de reelle tal.
 Det har fra starten været hensigten at give en fremstilling af Mål- og Integralteori, som er (re-lativt) let læselig også for studerende med kun et enkelt årsuniversitetsstudier bag sig. Dettehar afstedkommet et forholdsvis stort antal sider, hvilketnaturligvis kan virke begrænsende pålæserens overblik over det gennemgåede stof. Det sidste er forsøgt imødekommet med en gan-ske stram struktur af teksten, som i vid udstrækning er opdelt i definitioner, sætninger, beviser,bemærkninger, eksempler etc.
 Det er afslutningsvist en stor fornøjelse at takke Jan Pedersen for hans grundige gennemlæsningaf en tidligere version af manuskriptet og hans indsigtsfulde kommentarer, der har forbedret deleaf noterne betragteligt.
 Århus, August 2008 Steen Thorbjørnsen
 I 2009 udgaven af noterne er der tilføjet opgaver efter hvertkapitel, ligesom der er tilføjet etappendix om tællelige mængder samt enkelte eksempler og figurer. Derudover er der foretagetnogle få justeringer af formuleringer og beviser, og der er rettet en række trykfejl. Jeg takkerde studerende, der fulgte kurset i efteråret 2008, for deresnyttige kommentarer. Specielt er jegtaknemmelig for Jesper Bjørnholts grundige sproglige gennemgang af noterne. Det er ende-lig en fornøjelse at takke Svend Erik Graversen og Jørgen Hoffmann-Jørgensen for berigendediskussioner.
 Århus, August 2009 Steen Thorbjørnsen
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1 Målelighed og mål.
 For at illustrere de problemstillinger og begreber, vi skalstudere i dette kapitel, betragter vi førstden to-dimensionale euklidiske planR2. Vi ønsker at give en stringent matematisk beskrivelseaf begrebet “areal” af delmængder afR2. Lidt mere præcist ønsker vi at indføre en mængde-funktionλ2, som til en delmængdeA af R2 knytter et ikke-negativt talλ2(A), der på rimelig visstemmer overens med vores intuitive opfattelse af “arealetaf A”. Med denne intuitive opfattelsei baghovedet er det rimeligt at forlange, atλ2 bl.a. bør opfylde følgende betingelser:
 (i) λ2( /0) = 0.
 (ii) λ2(⋃n
 i=1Ai)
 = ∑ni=1λ2(Ai), nårA1, . . . ,An erdisjunktedelmængder afR2.
 (iii) λ2’s værdi på et vilkårligt (åbent) rektangel(a1,b1)× (a2,b2) i R2 er lig med produktetaf sidernes længder:
 λ2((a1,b1)× (a2,b2)) = (b1−a1) · (b2−a2).
 (iv) Hvis A er en delmængde afR2, oga er en fast vektor iR2, så gælder der, atλ2(A+a) =λ2(A).
 (v) Hvis A er en delmængde afR2, υ ∈ (−π,π], og Rυ(A) betegner rotationen afA medvinkelenυ (omkring origo), så gælder der, atλ2(Rυ(A)) = λ2(A).
 Betingelserne (ii) og (iii) sikrer, atλ2 antager den “rigtige” værdi på vilkårlige (åbne) rektang-ler i R2 og på mængder, der kan skrives som foreningsmængden af endeligt mange disjunkterektangler. Men hvad med andre delmængder afR2, f.eks. en cirkelskiveD? Her kan man letforestille sig, at man kan overdækkeD med (endeligt mange) små disjunkte rektangler, såle-des at det samlede areal af disse rektangler tilnærmelsesvist er lig med arealet afD. Det erintuitivt klart, at approksimationen kan blive så god, som man måtte ønske, og intuitivt må enmængdefunktionλ2, der opfylder betingelserne (i)-(iii), således også forventes at antage den“rigtige” værdi på cirkelskiver og andre “pæne” delmængderaf R2. Men hvad så, hvis manf.eks. betragter foreningsmængden afuendeligt mangedisjunkte rektangler iR2, f.eks.
 R=∞⋃
 n=1(n− 1
 n,n)× (n− 1n,n).
 Her bør der intuitivt gælde (jvf. (ii)), at
 λ2(R) = limN→∞
 N
 ∑n=1
 λ2((n− 1
 n,n)× (n− 1n,n)
 )= lim
 N→∞
 N
 ∑n=1
 1n2 =
 ∞
 ∑n=1
 1n2 =
 π2
 6,
 og overvejelser som denne leder til, at mængdefunktionenλ2 rimeligvis bør opfylde følgendeskærpelse af (ii):
 (II) λ2(⋃∞
 i=1Ai)
 = ∑∞i=1λ2(Ai), når(Ai)i∈N er enfølgeaf disjunkte delmængder afR2.
 Her kan man imidlertid vise (jvf. Appendix A.7), at der ikke findes en afbildningλ2 defineretpå hele potensmængden1 P(R2), som opfylder betingelserne (i),(II),(iii) og (iv) ovenfor, når
 1PotensmængdenP(R2) er systemet af alle delmængder afR2; jvf. Appendix A.1
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det forudsættes, at (II) og (iv) skal være opfyldt for vilkårlige følger(Ai)i∈N af disjunkte del-mængder afR2 hhv. vilkårlige delmængderA af planen2. For overhovedet at kunne indføre etrimeligt arealbegreb bliver man således nødt til at acceptere, at mængdefunktionenλ2 kun erdefineret på et passende delsystemB(R2) af P(R2). Med andre ord må man altså acceptere, atder findes delmængder afR2, som man ikke på fornuftig vis kan tilskrive et areal, og mængder-ne i B(R2) omtales tilsvarende som “målelige mængder”. SystemetB(R2), som man i førsteomgang3 stiller sig tilfreds med at kunne definereλ2 på, kan beskrives som det mindste systemaf delmængder afR2, der opfylder følgende betingelser:
 1. R2 ∈ B(R2).
 2. HvisB∈ B(R2), gælder der også, atBc ∈ B(R2).
 3. For enhver følge(Bi)i∈N af mængder fraB(R2) gælder der også, at⋃
 i∈N Bi ∈ B(R2).
 4. B(R2) indeholder ethvert rektangel iR2.
 Betingelserne 1-3 ovenfor sikrer, at man kan arbejde frit inden for systemetB(R2) med hen-syn til de sædvanlige mængdeoperationer (anvendt tælleligt mange gange), og de udtrykker, atB(R2) er en såkaldtσ -algebra (se nedenfor). Som vi skal se i løbet af dette og de efterfølgendekurser, så findes der én og kun én afbildning4 λ2 : B(R2) → [0,∞], der opfylder betingelserne(i),(II),(iii) for mængder iB(R2). Denne afbildning opfylder endvidere betingelserne (iv) og (v)for alle mængderA i B(R2) (se Appendix A.7 og Appendix A.8).
 Det viser sig heldigvis, atB(R2) er stor nok til at omfatte alle “i praksis forekommende” del-mængder afR2, og set i det lys skal det umulige i at definereλ2 på heleP(R2) måske mere enden praktisk begrænsning opfattes som et udtryk for, at der indenfor det sædvanligvis anvendteaksiomssystem for mængdelæren findes yderst komplicerede delmængder afR2.
 Når vi i næste kapitel skal indføre integralet af (i første omgang) ikke-negative funktioner medhensyn tilλ2, er vi ligeledes nødt til at nøjes med at kunne integrere en delklasse af mængdenaf alle funktionerf : R2 → [0,∞). Sådan som integralet konstrueres ud fraλ2, viser det sig, atden nødvendige betingelse påf f.eks. kan udtrykkes som betingelsen, at
 {x∈ R2 | f (x) ≤ b} ∈ B(R2) for alleb i [0,∞),
 hvilket er et udtryk for, at man kan “måle størrelsen aff ” med måletλ2. Funktionerne somopfylder denne betingelse kaldes så for “målelige funktioner”. De målelige funktioner påR2
 udgør en bred klasse af funktioner, som bl.a. omfatter alle kontinuerte funktioner påR2.
 Den ovenfor skitserede konstruktion kan uden yderligere komplikationer gennemføres i allede endeligt dimensionale euklidiske rumRd, og en stor del af overvejelserne giver uden vide-re mening i langt større generalitet. Når vi i næste afsnit for alvor går i gang med at opbyg-ge “målteorien”, skal vi således i stedet forR2 (eller Rd) arbejde med en abstrakt (ikke-tom)grundmængdeX og studereσ -algebraer iX, dvs. systemerE af delmængder afX, der opfylderfølgende betingelser:
 2Her forudsættes det sædvanlige ZFC-aksiomssystem for mængdelæren; specielt udvalgsaksiomet.3Man kan udvideλ2 til større klasser af delmængder afR2, men altså ikke til heleP(R2).4Entydigheden bevises i Afsnit 3.2 nedenfor, mens eksistensen bevises i de efterfølgende kurser: Reel Analyse
 eller Sandsynlighedsteori 1.1
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(σ1) X ∈ E,
 (σ2) For alle mængderA i E gælder der også, atAc ∈ E.
 (σ3) Hvis (An) er en følge af mængder fraE, så gælder der også, at⋃
 n∈N An ∈ E.
 Vi skal endvidere studere generelle mængdefunktioner, kaldet mål,µ : E→ [0,∞], som opfylderfølgende to betingelser:
 (m1) µ( /0) = 0.
 (m2) µ(⋃∞
 n=1An)
 = ∑∞n=1 µ(An), når(An)n∈N er enfølgeaf disjunkte mængder fraE.
 Den abstrakte tilgang har den fordel, at overvejelserne bliver renset for irrelevante forhold, somkun er gyldige iR2 (eller Rd). Vigtigere er det imidlertid, at den resulterende generelle teoriomfatter en lang række matematiske situationer, hvor man naturligt ledes til at størrelsesangi-ve mængder på en måde, der er analog til arealbegrebet. Det vigtigste eksempel herpå er noksandsynlighedsteorien, hvor man i udgangspunktet ønsker at give en matematisk beskrivelse afeksperimenter med “tilfældige udfald”. Man har så brug for at bestemme sandsynligheden for,at udfaldet af det betragtede eksperiment havner i en bestemt delmængdeA af mængdenX afsamtlige mulige udfald. I dette tilfælde skalµ(A) således opfattes som sandsynligheden for, atudfaldet af eksperimentet havner i mængdenA, og vores intuitive opfattelse af sandsynlighederretfærdiggør, at mængdefunktionenµ skal opfylde betingelserne (m1) og (m2) ovenfor. End-videre forudsættesµ i denne sammenhæng kun at antage værdier i[0,1], og µ omtales som etsandsynlighedsmål.
 Udviklingen af selve mål- og integralteorien skal tilskrives en lang række matematikere fra det20. århundrede, nogle af hvis navne vi vil støde på undervejssom teorien bliver gennemgået.Blandt de væsentligste er H. Lebesgue , E. Borel, P. Fatou, C.Carathéodory, J. Dynkin, L. To-nelli og G. Fubini, hvoraf de to førstnævnte allerede har optrådt implicit i den benyttede notationλ2 hhv.B(R2). Den skitserede tilgang til sandsynlighedsteori baseret på mål- og integralteoriskyldes først og fremmest den russiske matematiker A.N. Kolmogorov. Den har været af heltafgørende betydning for udviklingen af den moderne sandsynlighedsteori.
 1.1 Målelige mængder – begrebetσ -algebra
 I dette afsnit betragter vi, på nær i eksemplerne, en (abstrakt) ikke tom-mængdeX. Vi startermed at indføre forskellige systemer af delmængder afX.
 1.1.1 Definition. Et systemE af delmængder afX kaldes for enσ -algebrai X, hvis det opfylderfølgende tre betingelser:
 (σ1) X ∈ E,
 (σ2) For alle mængderA i E gælder der også, atAc ∈ E.
 (σ3) Hvis (An)n∈N er en følge af mængder fraE, så gælder der også, at⋃
 n∈N An ∈ E.
 Mængderne iE kaldes forE-målelige mængdereller blotmålelige mængder, nårE er underfor-stået af sammenhængen.
 8
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1.1.2 Bemærkning.Hvis E er enσ -algebra iX, så opfylderE specielt betingelsen:
 Hvis n∈ N, ogA1,A2, . . . ,An er mængder fraE, så gælder der også, at⋃n
 j=1A j ∈ E. (1.1)
 Dette følger ved at benytte (σ3) på følgen(An)n∈N af mængder fraE, hvor A1, . . . ,An er degivne mængder i (1.1), mensA j = An, når j ≥ n+ 1. Et systemE af delmængder afX, somopfylder betingelserne (σ1), (σ2) og (1.1) kaldes en (mængde-)algebrai X. Som for en rækkeandre begreber i matematikken benyttes sigmaet i terminologien “σ -algebra” til at udtrykke,at begrebet omhandlertælleligt mangeoperationer. Terminologien belyser således den faktiskeforskel mellem en algebra og enσ -algebra. �
 Det næste resultat viser specielt, at man indenfor enσ -algebraE kan arbejde frit med de sæd-vanlige mængdeoperationer uden at ryge ud afE, så længe man holder sig til tælleligt mangemængdeoperationer.
 1.1.3 Lemma. Hvis E er en (mængde-) algebra iX, så gælder der yderligere følgende regler:
 (i) /0 ∈ E,
 (ii) Hvis A,B∈ E, så er ogsåA∩B element iE,
 (iii) Hvis A,B∈ E, så er ogsåA\B element iE.
 Hvis E er enσ -algebra iX, så gælder der endvidere
 (iv) Hvis (An) er en følge af mængder fraE, så er også⋂
 n∈N An element iE.
 Bevis. Alle udsagnene følger ved anvendelse af de relevante aksiomer samt regneregler formængder (jvf. Appendix A.1):
 (i) /0 = Xc ∈ E ifølge (σ2) og (σ1).
 (ii) Da (A∩B)c = Ac∪Bc, følger det, atA∩B = (Ac∪Bc)c ∈ E ved anvendelse af (σ2) og(1.1).
 (iii) A\B = A∩Bc ∈ E ifølge (σ2) og (ii).
 (iv) Da(⋂
 n∈N An)c
 =⋃
 n∈N Acn, følger det, at
 ⋂
 n∈N An =(⋃
 n∈N Acn
 )c ∈ E ifølge (σ2) og (σ3).
 Dermed er lemmaet vist. �
 1.1.4 Eksempler. (A) Systemerne
 { /0,X} og P(X) = {A | A⊆ X}
 er beggeσ -algebraer iX; hhv. den mindste og den største af alleσ -algebraer iX.
 9
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(B) For enhver delmængdeA af X er systemetE = { /0,A,Ac,X} enσ -algebra iX (overvej!).Det er oplagt den mindsteσ -algebra iX, der indeholderA, i den forstand at enhverσ -algebra iX, der indeholderA, også vil indeholde alle mængderne fraE.
 (C) LadA1, . . . ,An være disjunkte delmængder afX, således at⋃n
 j=1A j = X. I denne situationgælder der, at systemet
 E :={ ⋃
 j∈IA j
 ∣∣ I ⊆ {1, . . . ,n}
 }(1.2)
 er enσ -algebra iX:
 (σ1) At X ∈ E følger fra antagelsen:⋃n
 j=1A j = X, ved at benytteI = {1, . . . ,n} i (1.2).
 (σ2) For en delmængdeI af {1, . . . ,n} følger det ved anvendelse af begge antagelserneom A1, . . . ,An, at
 (⋃
 j∈IA j
 )c=
 ⋃
 j∈{1,...,n}\IA j ∈ E,
 hvilket viser, atE er lukket overfor komplementærmængdedannelse.
 (σ3) Lad(Ik)k∈N være en følge af delmængder af{1, . . . ,n}. Vi skal vise, at
 ⋃
 k∈N
 (⋃
 j∈IkA j
 )
 ∈ E.
 Da der kun er 2n forskellige delmængder af{1, . . . ,n}, kan der højst være 2n forskel-lige blandt mængderneIk, k ∈ N, og dermed kan der også højst være 2n forskelligeblandt mængderne
 ⋃
 j∈Ik A j , k∈ N. Derfor reducerer problemet til at vise, at
 N⋃
 k=1
 (⋃
 j∈IkA j
 )
 ∈ E,
 hvisI1, . . . , IN er endeligt mange (forskellige) delmængder af{1, . . . ,n}. Men i dennesituation er det ikke svært at indse, at
 N⋃
 k=1
 (⋃
 j∈IkA j
 )
 =⋃
 j∈I1∪···∪INA j ∈ E
 som ønsket.
 Som i (B) følger det umiddelbart, atE er den mindsteσ -algebra iX, der indeholder allemængderneA1, . . . ,An.
 (D) SystemetE := {B⊆ R | B ellerBc er tællelig}
 udgør enσ -algebra iR:
 (σ1) DaRc (= /0) er tællelig, følger det, atR ∈ E.
 (σ2) For enhver delmængdeB af R følger det umiddelbart fra definitionen afE, atB∈ E,hvis og kun hvisBc ∈ E.
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(σ3) Lad (Bn) være en følge af mængder fraE. Hvis Bn er tællelig foralle n, så bliver⋃
 n∈N Bn igen tællelig (overvej!) og dermed igen et element iE. Vi kan derfor antage,at Bc
 n0er tællelig for (mindst) etn0 i N. Idet
 ( ⋃
 n∈NBn
 )c ⊆ Bcn0
 ,
 følger det så, at⋃
 n∈N Bn har tælleligt komplement, og dermed at⋃
 n∈N Bn ∈ E, somønsket. ⋄
 1.1.5 Øvelse.Overvej om følgende systemer af delmængder afR udgørσ -algebraer:
 • SystemetG af åbne delmængder afR.
 • SystemetF af lukkede delmængder afR.
 • SystemetG∪F af alle åbne eller lukkede delmængder afR.
 • Systemet af alle begrænsede delmængder afR.
 • Systemet af alle intervaller iR.
 Det næste resultat viser, at fællesmængder afσ -algebraer altid fører til nyeσ -algebraer. Resul-tatet kan evt. sammenlignes med det fra lineær algebra velkendte resultat, at fællesmængden afen vilkårlig familie af underrum af et givet vektorrumV altid udgør et nyt underrum afV.
 1.1.6 Sætning.Lad (Ei)i∈I være en (vilkårlig) familie afσ -algebraer iX. Da er også systemet
 ⋂
 i∈IEi = {A⊆ X | A∈ Ei for alle i ∈ I}
 enσ -algebra iX.
 Bevis.Vi viser, at⋂
 i∈I Ei opfylder betingelserne (σ1), (σ2) og (σ3) fra Definition 1.1.1:
 (σ1) DaX ∈ Ei for alle i, gælder der også, atX ∈ ⋂
 i∈I Ei.
 (σ2) Antag, atA∈ ⋂
 i∈I Ei, dvs.A∈ Ei for alle i. Så gælder der også, atAc ∈ Ei for alle i, idethvertEi opfylder (σ2). Men dette betyder, atAc ∈ ⋂
 i∈I Ei .
 (σ3) Lad(An)n∈N være en følge af mængder fra⋂
 i∈I Ei. For hverti gælder der da, at(An)n∈Ner en følge af mængder fraEi , og dermed at
 ⋃
 n∈N An ∈ Ei , daEi opfylder (σ3). Men dettebetyder, at
 ⋃
 n∈N An ∈⋂
 i∈I Ei .
 Dermed er sætningen vist. �
 Selvom beviset for Sætning 1.1.6 næsten er trivielt (når manhar indstillet sig på abstraktionsni-veauet), så er selve resultatet afgørende for definitionen af “frembragteσ -algebraer”, som vi nuskal indføre. Som det fremgår af (løsningen til) Øvelse 1.1.5, så udgør f.eks. systemetG af åbnemængder iR ikke i sig selv enσ -algebra, og man kan naturligt spørge om, hvilke delmængderaf R man skal supplereG med for at opnå enσ -algebra. I den sammenhæng er det nyttigt at vi-de, at der findes enσ -algebra iR, som indeholderG, og som er den mindste af alleσ -algebraer
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Page 12
                        

i R med denne egenskab. Dette er et specialtilfælde af Sætning 1.1.7 nedenfor. Resultatet kanses som en analog til det fra lineær algebra velkendte resultat, at der for enhver delmængdeM af et vektorrumV findes et mindste underrum span(M) af V, som indeholderM. I forholdtil beviset for Sætning 1.1.7 er det endvidere værd at huske på, at span(M) kan defineres somfællesmængden af samtlige underrum afV, der indeholderM.
 1.1.7 Sætning.Lad D være en vilkårlig familie af delmængder afX. Så findes en mindsteσ -algebraσ(D) i X, som indeholderD, dvs.σ(D) opfylder følgende to betingelser:
 (a) σ(D) er enσ -algebra iX ogD ⊆ σ(D).
 (b) For enhverσ -algebraE i X, som indeholderD, gælder der også, atσ(D) ⊆ E.
 Bevis.Vi sætterΣ(D) := {E | E er enσ -algebra iX ogD ⊆ E},
 og bemærker atΣ(D) ikke er tom, idetP(X) ∈ Σ(D). Vi definerer så
 σ(D) :=⋂
 E∈Σ(D)E.
 Ifølge Sætning 1.1.6 erσ(D) en σ -algebra iX, og den opfylder betingelserne (a) og (b) somfølge af definitionen afΣ(D). �
 1.1.8 Definition. (a) Hvis D er et system af delmængder afX, så kaldesσ -algebraenσ(D)fra Sætning 1.1.7 forden afD frembragteσ -algebra, ogD kaldes for etfrembringersy-stemfor σ(D).
 (b) En σ -algebraE i X siges at væretælleligt frembragt, hvis der findes en tællelig familieD af delmængder afX, således atE = σ(D).
 1.1.9 Bemærkninger. (1) Hvis E er enσ -algebra iX, og D er et system af delmængder afX, så svarer betingelse (b) i Sætning 1.1.7 til implikationen:
 D ⊆ E =⇒ σ(D) ⊆ E. (1.3)
 Specielt har vi for systemerD1 ogD2 af delmængder afX implikationerne:
 D1 ⊆ D2 =⇒ D1 ⊆ σ(D2) =⇒ σ(D1) ⊆ σ(D2). (1.4)
 (2) HvisD er et frembringersystem for enσ -algebraE i X, så er systemerne
 • {Dc | D ∈ D}• {∪n∈NAn | An ∈ D for allen i N}• {∩n∈NAn | An ∈ D for allen i N}
 12
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ligeledes frembringersystemer forE. Dette følger i alle tre tilfælde direkte ved anvendelseaf implikationerne i (1.4) for passende valg afD1 ogD2 (overvej!). �
 1.1.10 Eksempler. (A) Systemerne
 D1 = {[a,b] | a,b∈ R, a < b}og
 D2 = {(a,b) | a,b∈ R, a < b}frembringer den sammeσ -algebra iR. Fora,b i R, såa < b, har vi nemlig, at
 [a,b] =⋂
 n∈N(a− 1
 n,b+ 1n) ∈ σ(D2),
 og at(a,b) =
 ⋃
 n∈N[a+ 1
 n,b− 1n] ∈ σ(D1),
 hvor [a+ 1n,b− 1
 n] opfattes som den tomme mængde for de (højst endeligt mange)n, forhvilke a+ 1
 n > b− 1n. Det følger af ovenstående identiteter og (1.4), atσ(D1) = σ(D2).
 Analoge overvejelser viser, atσ(D1) ligeledes er frembragt af systemerne
 {(a,b] | a,b∈ R, a < b} og {(−∞,b] | b∈ R}.Specielt noterer vi, at den sammeσ -algebra kan have mange forskellige frembringersy-stemer.
 (B) Lad nu grundmængdenX være mængdenQ af rationale tal, og betragt systemet
 D = {{x} | x∈ Q}af et-punktsmængder (singletoner) iQ. DaQ som bekendt er en tællelig mængde, gælderder, at
 σ(D) = P(Q),
 hvor venstresiden altså erσ -algebraen iQ frembragt afD. En vilkårlig delmængdeA afQ kan nemlig oplagt skrives som foreningsmængden af etpunktsmængderne svarende tildens elementer:
 A =⋃
 x∈A{x}. (1.5)
 DaA er tællelig, er der tale om en tællelig foreningsmængde af mængder fraD, og derforviser (1.5), atA∈ σ(D). ⋄
 Det næste resultat giver en nyttig metode til at påvise, at alle mængder i en forelagtσ -algebrahar en bestemt egenskab.
 1.1.11 Sætning.LadD være et system af delmængder afX, som alle besidder en vis egenskabP. Antag videre, at systemet
 E(P) := {A⊆ X | A har egenskabP}
 udgør enσ -algebra iX. Da har alle mængder iσ(D) ligeledes egenskabenP.
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Bevis.At alle mængder fraD har egenskabenP betyder, atD ⊆ E(P), og daE(P) er enσ -algebra, medfører dette, atσ(D) ⊆ E(P) (jvf. Bemærkning 1.1.9(1)). �
 1.1.12 Eksempel.Betragt systemet
 D = {{x} | x∈ R},
 af et-punktsmængder iR, og bemærk at alle mængder fraD besidder egenskaben
 P: A ellerAc er tællelig.
 Ifølge Eksempel 1.1.4(D) er systemet
 E(P) = {A⊆ R | A ellerAc er tællelig}
 en σ -algebra iR. Derfor gælder ifølge Sætning 1.1.11, at enhver mængde fraσ(D) enten ertællelig eller har tælleligt komplement. Specielt fremgårdet, at
 σ(D) 6= P(R) og σ(D) 6= σ({[a,b] | a,b∈ R, a < b}).
 Faktisk kan vi let vise, atσ(D) = E(P). Vi har nemlig netop indset, atσ(D) ⊆ E(P), og for atvise den modsatte inklusion benytter vi, at der for alle delmængderA af R gælder identiteten
 A =⋃
 x∈A{x},
 som analogt til Eksempel 1.1.10(B) medfører inklusionen:
 {A⊆ R | A er tællelig} ⊆ σ(D).
 Ved anvendelse af (1.4) følger det derfor, at
 σ(D) ⊇ σ({A⊆ R | A er tællelig}) ⊇ E(P),
 hvor sidste inklusion følger umiddelbart af definitionen afE(P). ⋄
 1.2 Borel-algebraen iRd.
 I dette afsnit skal vi udstyre det euklidiske rumRd med en kanoniskσ -algebra, kaldet Borel-algebraen. I forbindelse hermed skal vi studere to forskellige afstandsbegreber –også kaldetmetrikker– påRd. Først og fremmest skal vi udstyreRd med det sædvanlige afstandsbegreb:
 ρ2((x1, . . . ,xd),(y1, . . . ,yd)) =( d
 ∑i=1
 (xi −yi)2)1/2
 , (1.6)
 for x = (x1, . . . ,xd),y = (y1, . . . ,yd) i Rd. Vi skal imidlertid også benytte metrikkenρ∞ påRd
 givet vedρ∞((x1, . . . ,xd),(y1, . . . ,yd)) = max
 i=1,2,...,d|xi −yi |. (1.7)
 Vi minder om, atρ2 ogρ∞ begge opfylder følgende betingelser5 for allex,y,z i Rd:
 5Disse betingelser karakteriserer netop en metrik; se Appendix A.6.
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• ρ(x,y) ≥ 0,
 • ρ(x,y) = 0 ⇐⇒ x = y, [Hausdorff egenskab]
 • ρ(x,y) = ρ(y,x), [Symmetri]
 • ρ(x,z) ≤ ρ(x,y)+ρ(y,z), [Trekantsuligheden]
 hvorρ betegner entenρ2 ellerρ∞. Forx i Rd og r > 0 betegnes den åbneρ2-kugle med centrumx og radiusr medb2(x, r), dvs.
 b2(x, r) = {y∈ Rd | ρ2(x,y) < r}.Den tilsvarendeρ∞-kugle betegnes medb∞(x, r), dvs.
 b∞(x, r) = {y∈ Rd | ρ∞(x,y) < r} = (x1− r,x1+ r)×·· ·× (xd− r,xd + r). (1.8)
 En delmængdeG af Rd siges som bekendt at væreåbenmed hensyn til metrikkenρ2 (hhv.ρ∞), hvis der for ethvert punktx i G findes etr > 0, således atb2(x, r) ⊆ G (hhv.b∞(x, r) ⊆ G).Systemet af åbne mængder med hensyn tilρ2 (hhv. ρ∞) betegnes medG(ρ2) (hhv. G(ρ∞)).Selvom der er tale om to forskellige afstandsbegreber, er deto metrikkerρ2 ogρ∞ ækvivalente,i den forstand atG(ρ2) = G(ρ∞). Dette skyldes, at enhver åben kugle mht.ρ2 indeholder enåben kugle mht.ρ∞ med samme centrum og vice versa (detaljerne vises i Opgave 1.9.1). For athave en simpel notation sætter vi
 G = G(ρ2) = G(ρ∞).
 1.2.1 Definition. Borel-algebraeni Rd er σ -algebraen iRd frembragt af systemetG af åbnemængder. Den betegnes medB(Rd), dvs.
 B(Rd) := σ(G) = σ({G⊆ Rd | G er åben mht.ρ2 og/ellerρ∞}
 ).
 Mængderne iB(Rd) kaldes forBorel-mængder.
 Det er ikke svært at eftervise, at ethvert interval iR (begrænset eller ubegrænset; åbent, halvå-bent eller lukket) er en Borel-mængde (jvf. Opgave 1.9.3). Et tilsvarende resultat gælder iRd.Den næste sætning viser specielt, at Borel-algebraenB(Rd) også er frembragt af visse systemeraf “rektangler” iRd.
 1.2.2 Sætning.For ethvertd i N gælder der, at
 B(Rd) = σ({b2(x, r) | x∈ Rd, r > 0}
 )= σ
 ({b2(x, r) | x∈ Qd, r ∈ (0,∞)∩Q}
 ), (1.9)
 og at
 B(Rd) = σ({(a1,b1)×·· ·× (ad,bd) | ai ,bi ∈ R, ai < bi , i = 1, . . . ,d}
 )
 = σ({(a1,b1)×·· ·× (ad,bd) | ai ,bi ∈ Q, ai < bi , i = 1, . . . ,d}
 ).
 (1.10)
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Specielt fremgår det, atB(Rd) er tælleligt frembragt.
 Beviset for Sætning 1.2.2 bygger på følgende hjælperesultat.
 1.2.3 Lemma. BetragtRd udstyret med metrikkenρ , hvor ρ betegner én af metrikkerneρ2
 eller ρ∞. Lad videreG betegne en ikke-tom åben mængde iRd med hensyn tilρ , og skriv dentællelige mængdeQd∩G på formen:
 Qd ∩G = {xk | k∈ N}.
 Da findes en følge(rk)k∈N af positive rationale tal, således at
 G =⋃
 k∈Nb(xk, rk),
 hvorb(x, r) betegnerρ-kuglen med centrumx og radiusr. Specielt fremgår det, at enhver åbenmængde iRd (med hensyn tilρ) kan skrives som en tællelig forening af åbneρ-kugler medrationale centre og radier.
 Bevis for Lemma 1.2.3. For hvertn i N definerer vi
 sn = sup{r ∈ (0,1] | b(xn, r) ⊆ G} ∈ (0,1],
 og vi vælger derefter et vilkårligt rationalt talrn i [sn2 ,sn). Så følger det fra definitionen afsn, at
 b(xn, rn) ⊆ G for allen i N,
 og dermed at⋃
 n∈Nb(xn, rn) ⊆ G.
 Lad omvendt et vilkårligtx i G være givet, og vælgr i (0,2], således atb(x, r) ⊆ G. Da Qd ertæt iRd mht.ρ (jvf. Opgave 1.9.2), kan vi derefter vælgen i N, således atxn ∈ b(x, r
 4) ⊆ G. Sågælder der, at
 b(xn,r2) ⊆ b(x, r) ⊆ G,
 for hvisy∈ b(xn,r2), så giver trekantsuligheden, at
 ρ(y,x) ≤ ρ(y,xn)+ρ(xn,x) < r2 + r
 4 < r.
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x
 rr/2
 x_n
 G
 Figur 1: Illustration af beviset for Lemma 1.2.3.
 Det følger derfor fra definitionen afsn og valget afrn, at
 r2 ≤ sn, og dermed r
 4 ≤ sn2 ≤ rn.
 Vi kan således slutte, at
 x∈ b(xn,r4) ⊆ b(xn, rn) ⊆
 ⋃
 k∈Nb(xk, rk),
 som ønsket. �
 Bevis for (1.9) i Sætning 1.2.2. For ethvertx i Rd og ethvertr > 0 er kuglenb2(x, r) en åbendelmængde afRd, og derfor følger det umiddelbart ved anvendelse af (1.4), at
 σ({b2(x, r) | x∈ Qd, r ∈ (0,∞)∩Q}
 )⊆ σ
 ({b2(x, r) | x∈ Rd, r > 0}
 )
 ⊆ σ(G) = B(Rd).
 Tilbage står derfor at vise, at
 σ(G) ⊆ σ({b2(x, r) | x∈ Qd, r ∈ (0,∞)∩Q}
 ), (1.11)
 men ifølge Lemma 1.2.3 (medρ = ρ2) gælder der, at
 G ⊆ σ({b2(x, r) | x∈ Qd, r ∈ (0,∞)∩Q}
 ),
 og dermed følger (1.11) ved anvendelse af (1.4).
 Bevis for (1.10)i Sætning 1.2.2. For allea1,b1, . . . ,ad,bd fraR, således atai < bi , i = 1, . . . ,d,er (a1,b1)×·· ·× (ad,bd) en åben delmængde afRd. Dermed følger det umiddelbart ved an-vendelse af (1.4), at
 σ({(a1,b1)×·· ·× (ad,bd) | ai,bi ∈ Q, ai < bi , i = 1, . . . ,d}
 )
 ⊆ σ({(a1,b1)×·· ·× (ad,bd) | ai ,bi ∈ R, ai < bi , i = 1, . . . ,d}
 )
 ⊆ σ(G) = B(Rd).
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Tilbage står derfor at vise, at
 σ(G) ⊆ σ({(a1,b1)×·· ·× (ad,bd) | ai ,bi ∈ Q, ai < bi , i = 1, . . . ,d}
 ), (1.12)
 men ifølge Lemma 1.2.3 (medρ = ρ∞ – jvf. (1.8)) gælder der, at
 G ⊆ σ({(a1,b1)×·· ·× (ad,bd) | ai ,bi ∈ Q, ai < bi, i = 1, . . . ,d}
 ),
 og dermed følger (1.12) ved endnu en anvendelse af (1.4).�
 1.2.4 Korollar. For ethvertd i N gælder der, at
 B(Rd) = σ({(−∞,b1]×·· ·× (−∞,bd] | b1, . . . ,bd ∈ R}
 )(1.13)
 og endda atB(Rd) = σ
 ({(−∞,q1]×·· ·× (−∞,qd] | q1, . . . ,qd ∈ Q}
 ). (1.14)
 Specielt fremgår det (igen), atB(Rd) er tælleligt frembragt.
 Bevis.Betragt følgende systemer af delmængder afRd:
 I = {(−∞,b1]×·· ·× (−∞,bd] | b1, . . . ,bd ∈ R}
 J = {(−∞,q1]×·· ·× (−∞,qd] | q1, . . . ,qd ∈ Q}.
 Vi bemærker så, atσ(J) ⊆ σ(I) ⊆ B(Rd), (1.15)
 hvor første inklusion følger af, atJ ⊆ I ved anvendelse af (1.4). Den anden inklusion i (1.15)følger ved anvendelse af (1.3) på inklusionenI ⊆ B(Rd), som f.eks. skyldes, at alle mængderfra I er lukkede og dermed specielt Borel-mængder.
 Vi mangler således blot at vise, atB(Rd) ⊆ σ(J), og hertil er det ifølge Sætning 1.2.2 og (1.4)nok at vise, at
 (a1,b1)×·· ·× (ad,bd) ∈ σ(J)
 for allea1,b1, . . . ,ad,bd i Q, således atai < bi, i = 1,2, . . . ,d. For at undgå alt for tung notationnøjes vi med at vise dette i tilfældetd = 3, idet det efterfølgende burde være klart, hvordanbeviset skal gennemføres i andre dimensioner. Lad således for hverti fra {1,2,3} ai ogbi fra Qvære givne, således atai < bi . Vi bemærker først, at
 (a1,b1)×(a2,b2)×(a3,b3) =((−∞,b1)×(−∞,b2)×(−∞,b3)
 )∩
 ((a1,∞)×(a2,∞)×(a3,∞)
 ),
 hvor
 (−∞,b1)× (−∞,b2)× (−∞,b3) =⋃
 k∈N
 ((−∞,b1− 1
 k ]× (−∞,b2− 1k ]× (−∞,b3− 1
 k ])∈ σ(J).
 Det er herefter nok at vise, at((a1,∞)× (a2,∞)× (a3,∞)
 )c ∈ σ(J).
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Men her benyttes, at((a1,∞)×(a2,∞)×(a3,∞)
 )c= ((−∞,a1]×R×R)∪(R×(−∞,a2]×R)∪(R×R×(−∞,a3]),
 hvor f.eks.
 R× (−∞,a2]×R =⋃
 k∈N
 ((−∞,k]× (−∞,a2]× (−∞,k]
 )∈ σ(J).
 Det indses tilsvarende, at(−∞,a1]×R×R ogR×R×(−∞,a3] er elementer iσ(J), og dermeder korollaret vist. �
 1.3 Mål og deres grundlæggende egenskaber
 Vi skal i dette afsnit indføre og studere begrebet “et mål”. Vi starter med at indføre noget bekvemterminologi:
 1.3.1 Definition. Et måleligt rumer et par(X,E), hvor X er en ikke-tom mængde ogE er enσ -algebra iX.
 Vi kan herefter indføre generelle mål på målelige rum:
 1.3.2 Definition. Lad (X,E) være et måleligt rum. Etmål på (X,E) er en afbildningµ : E →[0,∞], som opfylder følgende to betingelser:
 (m1) µ( /0) = 0,
 (m2) µ er numerabelt additiv (ellerσ -additiv), dvs. for enhver følge(An)n∈N af disjunktemængder fraE gælder der, at
 µ(
 ⋃
 n∈NAn
 )
 =∞
 ∑n=1
 µ(An). (1.16)
 Hvis µ er et mål på(X,E), kaldes triplet(X,E,µ) for et målrum.
 Bemærk i forbindelse med betingelsen (m2) at begge sider af identiteten (1.16) umiddelbart ermeningsfulde:
 ⋃
 n∈N An ∈ E, og højresiden er en sum af ikke-negative tal.
 1.3.3 Eksempler. (A) Lebesgue-målet på Rd. Det er intuitivt klart, at operationen at tagevolumen af en Borel-mængde iR3 (eller areal iR2 eller længde iR) må opfylde betingel-serne (m1) og (m2) i definitionen ovenfor og således udgøre etmål på(R3,B(R3)) (hhv.på(R2,B(R2)) eller(R,B(R))). Dette mål kaldes for Lebesgue-målet påR3 (hhv. påR2
 eller R). Formelt indføres Lebesgue-målet påRd som det målλd på (Rd,B(Rd)), hvisværdi på ethvert åbent interval iRd er produktet af kantlængderne:
 λd((a1,b1)×·· ·× (ad,bd)
 )= (b1−a1) · · ·(bd−ad) (1.17)
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for alle a1,b1, . . . ,ad,bd i R, hvora j < b j , j = 1, . . . ,d. Vi skal senere formelt bevise, atder findes netop et mål på(Rd,B(Rd)), som opfylder (1.17). I tilfældetd = 1 skriver visom regelλ i stedet forλ1.
 (B) Tællemål. Lad X være en vilkårlig ikke-tom mængde, og udstyrX med σ -algebraenP(X). Tællemålet påX er da måletτ : P(X)→ [0,∞] givet ved:
 τ(A) =
 {
 antal elementer iA, hvisA har endeligt mange elementer
 ∞, hvisA har uendeligt mange elementer.
 For at indse atτ er et mål på(X,P(X)), bemærker vi først, at betingelsen (m1) følgerumiddelbart fra definitionen afτ. For at eftervise (m2) betragtes en følge(An) af disjunktemængder fraP(X), og vi skal vise, at
 τ( ⋃
 n∈NAn
 )=
 ∞
 ∑n=1
 τ(An). (1.18)
 Hvis τ(⋃
 n∈N An) < ∞, så erτ(An) også endelig for allen, og daAn’erne er disjunkte, erder kun endeligt mangen i N, for hvilke An 6= /0. Betegnes disse endeligt mange naturligetal medn1,n2, . . . ,nk, så følger det nu umiddelbart fra definitionen afτ, at
 τ( ⋃
 n∈NAn
 )= τ
 ( k⋃
 j=1An j
 )=
 k
 ∑j=1
 τ(An j ) =∞
 ∑n=1
 τ(An),
 idet vi igen benytter, atAn1,An2, . . . ,Ank er disjunkte.
 Hvis τ(⋃∞
 n=1An) = ∞, er der to muligheder (som ikke udelukker hinanden):
 (a) Der findes etn0 i N, således atτ(An0) = ∞.
 (b) τ(An) ≥ 1 for uendeligt mangen.
 Men i begge tilfældene (a) og (b) følger det umiddelbart, at∑∞n=1 τ(An) = ∞, som ønsket.
 (C) Dirac-mål. Lad X være en vilkårlig ikke-tom mængde, og udstyrX med σ -algebraenP(X). For et vilkårligt elementa i X defineres Dirac-måletδa i a som målet på(X,P(X))givet ved:
 δa(A) =
 {
 0, hvisa /∈ A,
 1, hvisa∈ A.
 Det vises i Opgave 1.9.12, atδa faktisk ér et mål på(X,E).
 (D) Koncentration af mål. Lad (X,E,µ) være et målrum, og ladA være en udvalgt mængdefra E. Afbildningenµk
 A : E → [0,∞] givet ved
 µkA(B) = µ(B∩A), (B∈ E),
 ses da let at være et mål påE (se Opgave 1.9.13). MåletµkA omtales somkoncentrationen
 af µ til mængden A. ⋄
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Vi skal nu etablere en række fundamentale egenskaber ved mål.
 1.3.4 Sætning.Lad (X,E,µ) være et målrum. Da gælder følgende udsagn:
 (i) µ erendeligt additiv, dvs. hvisA1, . . . ,AN erendeligt mangedisjunkte mængder fraE, sågælder der, atµ(
 ⋃Nn=1An) = ∑N
 n=1 µ(An).
 (ii) Hvis A,B∈ E, ogA⊆ B, så gælder der, atµ(A) ≤ µ(B).
 (iii) Hvis A,B∈ E, A⊆ B, ogµ(A) < ∞, så gælder der, atµ(B\A) = µ(B)−µ(A).
 (iv) For en vilkårlig følge(An) af mængder fraE gælder der, at
 µ(
 ⋃
 n∈NAn
 )
 ≤∞
 ∑n=1
 µ(An).
 (v) Lad (An) være en voksende følge af mængder fraE, dvs.A1 ⊆ A2 ⊆ A3 ⊆ ·· · . Så gælderder, at
 µ(
 ⋃
 n∈NAn
 )
 = limn→∞
 µ(An).
 (vi) Lad (An) være en dalende følge af mængder fraE, dvs.A1 ⊇ A2 ⊇ A3 ⊇ ·· · . Antag videreat µ(A1) < ∞. Så gælder der, at
 µ(
 ⋂
 n∈NAn
 )
 = limn→∞
 µ(An).
 Bevis.(i) Lad A1, . . . ,AN være disjunkte mængder fraE, og sæt endvidereAn = /0, nårn≥N+1.Det følger så ved anvendelse af (m2), at
 µ( N⋃
 n=1An) = µ
 ( ∞⋃
 n=1An) =
 ∞
 ∑n=1
 µ(An) =N
 ∑n=1
 µ(An).
 (ii) og (iii). Antag, atA,B∈ E, og atA⊆ B. Så gælder der, atB = A∪ (B\A), hvor mængdernepå højresiden oplagt er disjunkte. Det følger derfor ved anvendelse af (i), at
 µ(B) = µ(A)+ µ(B\A).
 Heraf følger det umiddelbart, atµ(B) ≥ µ(A), og hvisµ(A) < ∞, følger det yderligere, at ogsåµ(B)−µ(A) = µ(B\A).
 (iv) og (v). Lad(An) være en vilkårlig følge af mængder fraE, og definér så en ny følge(Bn) afdelmængder afX ved
 B1 = A1, og Bn = An\(n−1⋃
 k=1Ak
 )for n≥ 2.
 Nu gælder der, atBn ∈ E for allen, ogB1,B2,B3, . . . er disjunkte. Bemærk endvidere, at∞⋃
 n=1An =
 ∞⋃
 n=1Bn, og
 N⋃
 n=1An =
 N⋃
 n=1Bn for alleN i N.
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Ved anvendelse af (m2) og (ii) finder vi derfor, at
 µ( ∞⋃
 n=1An
 )= µ
 ( ∞⋃
 n=1Bn
 )=
 ∞
 ∑n=1
 µ(Bn) ≤∞
 ∑n=1
 µ(An), (1.19)
 hvilket viser (iv). Hvis vi nu yderligere antager, atA1 ⊆ A2 ⊆ A3 ⊆ ·· · , så har vi, at
 AN =N⋃
 n=1An =
 N⋃
 n=1Bn for alleN i N,
 og genanvendes de to første lighedstegn i (1.19), finder vi, at
 µ( ∞⋃
 n=1An
 )=
 ∞
 ∑n=1
 µ(Bn) = limN→∞
 N
 ∑n=1
 µ(Bn) = limN→∞
 µ( N⋃
 n=1Bn
 )= lim
 N→∞µ(AN),
 hvor vi i 3. lighedstegn benyttede (i). Dette viser (v).
 (vi) Antag, atA1⊇A2⊇A3⊇ ·· · , og lad os i første omgang yderligere forudsætte, atµ(X) < ∞.Så medfører (ii), at ogsåµ(A) < ∞ for alleA i E. IdetAc
 1 ⊆ Ac2 ⊆ Ac
 3 ⊆ ·· · , følger det fra (v), at
 µ(Acn) −→n→∞
 µ( ∞⋃
 n=1Ac
 n
 )= µ
 (( ∞⋂
 n=1An
 )c)
 .
 Sammenholdes dette med (iii) (husk, at alle værdier afµ er endelige), finder vi, at
 µ(An) = µ(X)−µ(Acn) −→n→∞
 µ(X)−µ(( ∞⋂
 n=1An
 )c)
 = µ( ∞⋂
 n=1An
 ),
 som ønsket.
 Hvis µ(X) = ∞, menµ(A1) < ∞, kan vi betragte måletµkA1
 på(X,E), givet ved
 µkA1
 (B) = µ(B∩A1), (B∈ E)
 (jvf. Eksempel 1.3.3(D)). Bemærk, atµkA1
 (X) = µ(A1) < ∞, og idet der yderligere gælder, at
 µkA1
 (An) = µ(An) for allen, og µkA1
 ( ∞⋂
 n=1An
 )= µ
 ( ∞⋂
 n=1An
 ),
 følger det ønskede nu umiddelbart ved at benytte det ovenforviste på måletµkA1
 . �
 I nogle fremstillinger af målteorien omtales udsagn (iv) i Sætning 1.3.4 somBooles Ulighed. Iforbindelse med udsagn (v) og (vi) i samme sætning er det bekvemt at indføre følgende notation:
 1.3.5 Notation. Lad(An) være en følge af delmængder afX, og ladA være endnu en delmæng-de afX. Vi skriver da
 • An ↑ A, hvis A1 ⊆ A2 ⊆ A3 ⊆ ·· · , og⋃∞
 n=1An = A.
 • An ↓ A, hvis A1 ⊇ A2 ⊇ A3 ⊇ ·· · , og⋂∞
 n=1An = A.
 I forlængelse af den netop indførte notation siger man ofte,at egenskaberne (v) og (vi) i Sæt-ning 1.3.4 udtrykker kontinuitet af måletµ.
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1.3.6 Bemærkninger. (1) Egenskab (iii) i Sætning 1.3.4 gælder ikke uden antagelsenµ(A) <∞. Betragt f.eks. tællemåletτ påN0. Så gælder der, at{0} = N0 \N, men det giverikkemening at skrive:
 1 = τ({0}) = τ(N0\N) = τ(N0)− τ(N) = ∞−∞.
 (2) Egenskab (vi) i Sætning 1.3.4 gælder heller ikke generelt uden antagelsenµ(A1) < ∞.Betragt f.eks. igen tællemåletτ påN0, og sæt
 An = {n,n+1,n+2, . . .}, (n∈ N).
 Så gælder der, at
 τ(
 ⋂
 n∈NAn
 )
 = τ( /0) = 0, og limn→∞
 τ(An) = limn→∞
 ∞ = ∞.
 Betingelsen:µ(A1) < ∞ kan dog naturligvis erstattes af betingelsen:µ(An) < ∞ for alletilstrækkeligt storen (overvej!). �
 Vi afslutter dette afsnit med at indføre en række vigtige klasser af mål.
 1.3.7 Definition. Betragt et målrum(X,E,µ). Vi siger da, at
 (a) µ er etsandsynlighedsmål, hvis µ(X) = 1. I dette tilfælde benyttes ofte betegnelsenP istedet forµ.
 (b) µ er etendeligtmål, hvisµ(X) < ∞.
 (c) µ er etσ -endeligt mål, hvis der findes en følge(An)n∈N af mængder fraE, således at
 µ(An) < ∞ for allen, og⋃
 n∈NAn = X. (1.20)
 (d) µ er etsum-endeligtmål, hvis der findes en følge(µn)n∈N af endelige mål påE, såledesat µ = ∑∞
 n=1 µn, eller mere præcist
 µ(A) =∞
 ∑n=1
 µn(A), (A∈ E),
 idet man let indser, at højresiden definerer et nyt mål påE (se Opgave 1.9.14).
 1.3.8 Bemærkninger. (1) Ethvert endeligt mål erσ -endeligt.
 (2) Antag, atµ er etσ -endeligt mål påE, og lad(An) være en følge af mængder fraE, somopfylder (1.20). Man kan da altid efter forgodtbefindende antage, at(An) er en voksendefølge (dvs.A1 ⊆ A2 ⊆ A3 ⊆ ·· · ) eller atAn’erne er disjunkte. Vi kan nemlig erstatte(An)med
 A′n =
 n⋃
 j=1A j , (n∈ N),
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eller med
 A′′n = An\
 (n−1⋃
 j=1A j
 ), (n∈ N),
 hvor følgerne(A′n) og (A′′
 n) igen opfylder (1.20) pga. (iv) og (ii) i Sætning 1.3.4.
 (3) Ethvertσ -endeligt målµ er sum-endeligt. Vælges nemligA1,A2,A3, . . . fra E som opfyl-der (1.20), og som er disjunkte, da har vi forB i E, at
 µ(B) = µ( ⋃
 n∈N(B∩An)
 )=
 ∞
 ∑n=1
 µ(B∩An) =∞
 ∑n=1
 µkAn
 (B),
 og her erµkAn
 et endeligt mål for allen (jvf. Eksempel 1.3.3(D)). �
 1.4 Målelige afbildninger
 Vi skal i dette afsnit studere de afbildninger mellem målelige rum, der på naturlig måde opførersig i overenstemmelse med den indførte “måleligheds-struktur”. De målelige afbildninger spil-ler i den henseende den samme rolle for målteorien, som de kontinuerte afbildninger spiller itopologi. Vi starter med at indføre begrebet originalmængde (eller urbillede) for en afbildning(se også Appendix A.1).
 1.4.1 Definition. Lad X og Y være ikke-tomme mængder, og ladf : X → Y være en afbild-ning. For en delmængdeB af Y defineresoriginalmængden(eller urbilledet) af B ved f somdelmængdenf−1(B) af X givet ved:
 f−1(B) = {x∈ X | f (x) ∈ B}.
 1.4.2 Eksempler. (A) Betragt funktionenf : R → R givet ved
 f (x) = x2, (x∈ R).
 Forx i R har vi da, at
 x∈ f−1([14,4]) ⇐⇒ x2 ∈ [1
 4,4] ⇐⇒ 14 ≤ x2 ≤ 4 ⇐⇒ x∈ [−2,−1
 2]∪ [12,2].
 Vi slutter således, atf−1([14,4]) = [−2,−1
 2]∪ [12,2].
 (B) Betragt afbildningeng: R → R givet ved
 g(x) = sin(x), (x∈ R).
 Forx i R har vi da, at
 x∈ g−1([−12,
 12]) ⇐⇒ −1
 2 ≤ sin(x) ≤ 12 ⇐⇒ ∃p∈ Z : x∈ [−π
 6 + pπ, π6 + pπ].
 Vi slutter således, at
 g−1([−12, 1
 2]) =⋃
 p∈Z[−π
 6 + pπ, π6 + pπ].
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(C) Betragt afbildningenh: R2 → R givet ved
 h(x,y) = exp(x2 +y2), ((x,y) ∈ R2).
 Vi finder da for(x,y) i R2, at
 (x,y) ∈ h−1((−∞,e]) ⇐⇒ exp(x2+y2) ≤ e ⇐⇒ x2 +y2 ≤ 1.
 Vi slutter således, ath−1((−∞,e]) er den lukkede enhedscirkelskive iR2:
 h−1((−∞,e]) = {(x,y) ∈ R2 | x2+y2 ≤ 1}. ⋄
 1.4.3 Definition. Lad (X,E) og (Y,F) være målelige rum, og betragt en afbildningf : X →Y.Vi siger da, atf ermålelig(eller mere præcistE-F-målelig) , hvis
 f−1(B) ∈ E for alleB fra F.
 1.4.4 Eksempel.Lad (X,E) være et måleligt rum. For enhver delmængdeA af X definerer viindikatorfunktionen1A : X → R for A ved:
 1A(x) =
 {
 1, hvisx∈ A
 0, hvisx∈ Ac.
 For en vilkårlig delmængdeB af R har vi da, at
 1−1A (B) =
 X, hvis 0,1∈ B
 A, hvis 1∈ B, og 0/∈ B
 Ac, hvis 0∈ B, og 1/∈ B
 /0, hvis 0,1 /∈ B.
 Hvis A∈ E, følger det således, at 1A erE-F-målelig, uanset hvilkenσ -algebraF, man forsynerR med (f.eks.F = P(R)). Hvis omvendtF er enσ -algebra iR, der f.eks. indeholder alle ét-punktmængder (f.eks.F = B(R)), da vilE-F-målelighed af 1A medføre, atA∈ E. Vi har nemligi denne situation, atA = 1−1
 A ({1}) ∈ E. ⋄
 1.4.5 Notation. Lad X ogY være ikke-tomme mængder, ladf : X → Y være en afbilding, ogladD være et system af delmængder afY. Med f−1(D) betegner vi da systemet af delmængderaf X givet ved
 f−1(D) :={
 f−1(D)∣∣ D ∈ D
 }.
 Vi skal herefter vise en række fundamentale egenskaber ved målelige afbildninger, hvoraf speci-elt egenskab (iv) og (v) er yderst nyttige, når man skal påvise målelighed af en givet afbildning.
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1.4.6 Sætning.Lad (X,E),(Y,F) og (Z,H) være målelige rum, og ladf : X →Y ogg: Y → Zvære afbildninger.
 (i) Systemetf−1(F) er enσ -algebra iX; den mindst mulige for hvilkenf er målelig, nårYer udstyret medσ -algebraenF.
 (ii) SystemetA = {B⊆Y | f−1(B) ∈ E}
 er enσ -algebra iY; den størst mulige for hvilkenf er målelig, nårX er udstyret medσ -algebraenE.
 (iii) For ethvert systemD af delmængder afY gælder der, at
 f−1(σ(D)) = σ( f−1(D)).
 (iv) LadD være et frembringersystem forF. Da er f E-F-målelig, hvis bare
 f−1(D) ∈ E for alleD fra D.
 (v) Hvis f : X → Y er E-F-målelig, ogg: Y → Z er F-H-målelig, da er den sammensatteafbildningg◦ f : X → Z E-H-målelig.
 Bevis.(i) Vi viser, at f−1(F) opfylder de tre betingelser (σ1)-(σ3) for σ -algebraer iX:
 (σ1) X = f−1(Y) ∈ f−1(F).
 (σ2) Antag, atA ∈ f−1(F), altså atA = f−1(B) for en passende mængdeB fra F. Så følgerdet, at
 Ac = ( f−1(B))c = f−1(Bc) ∈ f−1(F),
 idetBc ∈ F.
 (σ3) Lad(An) være en følge af mængder fraf−1(F), dvs. for hvertn har vi, atAn = f−1(Bn)for en passende mængdeBn fra F. Det følger da, at
 ⋃
 n∈NAn =
 ⋃
 n∈Nf−1(Bn) = f−1( ⋃
 n∈NBn
 )∈ f−1(F),
 idet⋃
 n∈N Bn ∈ F.
 Dermed er (i) bevist.
 (ii) Vi viser, at A opfylder betingelserne (σ1)-(σ3) for σ -algebraer iY:
 (σ1) Y ∈ A, idet f−1(Y) = X ∈ E.
 (σ2) Antag, atB∈ A, altså atf−1(B) ∈ E. Så følger det også, atBc ∈ A, idet
 f−1(Bc) = ( f−1(B))c ∈ E.
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(σ3) Antag, at(Bn) er en følge af mængder fraA, altså atf−1(Bn) ∈ E for alle n. Så gælderder også, at
 ⋃
 n∈N Bn ∈ A, idet
 f−1( ⋃
 n∈NBn
 )=
 ⋃
 n∈Nf−1(Bn) ∈ E.
 Dermed er (ii) bevist.
 (iii) Bemærk først, atf−1(D) ⊆ f−1(σ(D)), og da systemetf−1(σ(D)) ifølge (i) er enσ -algebra iX, medfører dette ifølge (1.3), at
 σ(
 f−1(D))⊆ f−1(σ(D)
 ).
 For at vise den modsatte inklusion bemærker vi først, at det følger fra (ii) (medE erstattet afσ( f−1(D))), at systemet
 A ={
 B⊆Y∣∣ f−1(B) ∈ σ( f−1(D))
 }
 er enσ -algebra iY. Da oplagtD ⊆ A, har vi så også, atσ(D) ⊆ A, hvilket betyder, at
 f−1(B) ∈ σ(
 f−1(D))
 for alleB i σ(D),
 eller med andre ord atf−1(σ(D)
 )⊆ σ
 (f−1(D)
 ),
 som ønsket.
 (iv) Antag, at f−1(D)∈ E for alle mængderD fraD, altså atf−1(D)⊆ E. Ifølge (1.3) medførerdette, at også
 E ⊇ σ(
 f−1(D))
 = f−1(σ(D))= f−1(F),
 hvor vi i første lighedstegn benytter (iii). Men inklusionen f−1(F)⊆ E udtrykker netop, atf erE-F-målelig.
 (v) Antag, at f : X → Y er E-F-målelig, og atg: Y → Z er E-H-målelig. For en vilkårligmængdeH fra H finder vi da, at
 (g◦ f )−1(H) = {x∈ X | g( f (x)) ∈ H} = {x∈ X | f (x) ∈ g−1(H)} = f−1(g−1(H)) ∈ E,
 idetg−1(H) ∈ F. Dermed er sætningen bevist. �
 Vi skal som det næste bevise, at enhver kontinuert funktion påRd er Borel-målelig. Vi erindrerom, at en funktionf : Rd → Rm siges at være kontinuert, hvis
 ∀x∈ Rd ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀y∈ Rd : ρ2(x,y) < δ =⇒ ρ2( f (y), f (x)) < ε, (1.21)
 hvor vi i bådeRd ogRm benytter metrikkenρ2 indført ved (1.6). Bemærk, at betingelsen (1.21)alternativt kan formuleres vha. originalmængder som følger:
 ∀x∈ Rd ∀ε > 0 ∃δ > 0: b2(x,δ ) ⊆ f−1(b2( f (x),ε)), (1.22)
 hvor f.eks.b2(x,δ ) som tidligere betegnerρ2-kuglen iRd med centrumx og radiusδ .
 Følgende resultat er formentlig velkendt fra tidligere kurser. For fuldstændighedens skyld in-kluderes et bevis.
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1.4.7 Lemma. En afbildning f : Rd → Rm er kontinuert, hvis og kun hvis der for enhver del-mængdeG af Rm gælder implikationen:
 G er åben iRm =⇒ f−1(G) er åben iRd. (1.23)
 Bevis. Antag først, at f opfylder (1.23), og ladx fra Rd og ε i (0,∞) være givne. Da erf−1(b2( f (x),ε)) en åben delmængde afRd, som indeholderx, og derfor findes et positivtδ ,således atb2(x,δ ) ⊆ f−1(b2( f (x),ε)). Dermed er (1.22) opfyldt.
 Antag omvendt, atf : Rd → Rm er kontinuert, ladG være en åben delmængde afRm, og ladxvære et punkt fraf−1(G) (som naturligvis kan antages at være ikke-tom). Vi kan da vælge etpositivt ε, således atb2( f (x),ε) ⊆ G, og til detteε kan vi efterfølgende vælge et positivtδ ihenhold til (1.22), dvs. således at
 b2(x,δ ) ⊆ f−1(b2( f (x),ε)) ⊆ f−1(G).
 Dax var et vilkårligt punkt i f−1(G), er denne mængde således åben iRd. �
 1.4.8 Sætning.Enhver kontinuert funktionf : Rd → Rm erB(Rd)-B(Rm)-målelig.
 Bevis.Antag, at f : Rd → Rm er kontinuert. Da systemet af åbne mængder iRm frembringerB(Rm), er det ifølge Sætning 1.4.6(iv) nok at vise, at
 f−1(G) ∈ B(Rd) for alle åbne mængderG i Rm.
 Men hvis G er en åben delmængde afRm, så er f−1(G) en åben delmængde afRd ifølgeLemma 1.4.7, og specielt erf−1(G) således en Borel-mængde. �
 I forbindelse med det næste resultat indfører vi nu for ethvert d i N koordinat-projektionernep1, . . . , pd : Rd → R givet ved
 p j(x1, . . . ,xd) = x j , ((x1, . . . ,xd) ∈ Rd, j = 1, . . . ,d).
 Disse funktioner er oplagt kontinuerte og dermed ifølge Sætning 1.4.8B(Rd)-B(R)-målelige.Betragt i det følgende et måleligt rum(X,E). Bemærk så, at enhver funktionf : X → Rd kanskrives (entydigt) på formen
 f = ( f1, . . . , fd),
 hvor f j = p j ◦ f : X → R for hvert j i {1, . . . ,d}.
 1.4.9 Sætning.En funktion f : X → Rd er E-B(Rd)-målelig, hvis og kun hvis koordinat-funktionernep1◦ f , . . . , pd ◦ f : X → R alle erE-B(R)-målelige.
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Bevis.Hvis f er E-B(Rd)-målelig, da følger det umiddelbart fra Sætning 1.4.6(v), at de sam-mensatte funktionerf j = p j ◦ f erE-B(R)-målelige.
 Antag omvendt, atp j ◦ f er E-B(R)-målelig for alle j. For at vise atf er E-B(Rd)-målelig, erdet ifølge Sætning 1.4.6(iv) og Korollar 1.2.4 nok at vise, at
 f−1((−∞,b1]×·· ·× (−∞,bd])∈ E,
 for ethvert valg afb1, . . . ,bd fra R. Men dette følger af omskrivningen:
 f−1((−∞,b1]×·· ·× (−∞,bd])
 = f−1(d⋂
 j=1p−1
 j ((−∞,b j ]))
 =d⋂
 j=1f−1(p−1
 j
 ((−∞,b j ]
 ))
 =d⋂
 j=1(p j ◦ f )−1((−∞,b j ]
 ),
 hvor sidste udtryk pr. antagelse er fællesmængden afd mængder fraE og dermed en mængde iE. �
 1.4.10 Terminologi. En B(Rd)-B(Rm)-målelig afbildning f : Rd → Rm kaldes ofte for enBorel-funktion.
 1.5 Målelige funktioner med værdier i R
 Den vigtigste klasse af målelige afbildninger på et givet måleligt rum(X,E) er –ikke overraskende–klassen afE-B(R)-målelige funktionerf : X → R. Vi skal i dette afsnit særskilt studere denneklasse af funktioner.
 1.5.1 Notation & Terminologi. Lad (X,E) være et måleligt rum. Vi benytter da følgende no-tation:
 • M(E) = { f : X → R | f erE-B(R)-målelig}.
 • bM(E) ={
 f ∈ M(E)∣∣ supx∈X | f (x)| < ∞
 }.
 • M(E)+ = { f ∈ M(E) | f (x) ≥ 0 for allex i X }.
 • bM(E)+ ={
 f ∈ M(E)+∣∣ supx∈X f (x) < ∞
 }.
 Funktionerne iM(E)+ vil vi ofte betegne som værende “positive” fremfor det nogettungere(men mere korrekte) “ikke-negative”.
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1.5.2 Bemærkning.Ved anvendelse af Sætning 1.4.6(iv) og Sætning 1.2.2 fremgår det, at enfunktion f : X → R tilhørerM(E), hvis og kun hvis
 {x∈ X | a < f (x) < b} = f−1((a,b)) ∈ E for allea,b i R, således ata < b,
 eller alternativt (jvf. Korollar 1.2.4) hvis og kun hvis
 {x∈ X | f (x) ≤ b} = f−1((−∞,b]) ∈ E for alleb i R. �
 1.5.3 Eksempel.Det følger fra Bemærkning 1.5.2, at enhver monoton funktionf : R → R erelement iM(B(R)). Antag nemlig f.eks., atf er voksende (dvs.f (t)≥ f (s) nårt ≥ s), og indførså for hvertb i R tallet
 s( f ,b) = sup{t ∈ R | f (t)≤ b},med konventionen sup /0= −∞. For ethvertb i R gælder der nu, at
 f−1((−∞,b]) =
 /0, hviss( f ,b) = −∞,
 (−∞,s( f ,b)], hviss( f ,b) ∈ R og f (s( f ,b)) ≤ b,
 (−∞,s( f ,b)), hviss( f ,b) ∈ R og f (s( f ,b)) > b,
 R, hviss( f ,b) = ∞.
 I alle tilfælde gælder der altså specielt, atf−1((−∞,b]) er en Borel-mængde, og dermed sikrerBemærkning 1.5.2, atf er en Borel-funktion.
 Tilsvarende vises, at aftagende funktioner er Borel-funktioner. Alternativt kan man benytte, athvis f er en aftagende funktion, så er− f en voksende funktion, hvorefter man kan appellere tilSætning 1.5.4(ii) nedenfor. ⋄
 Vi skal nu vise, at klassenM(E) er stabil under de sædvanlige regneoperationer.
 1.5.4 Sætning.Lad (X,E) være et måleligt rum.
 (i) Hvis f1, . . . , fd : X → R er funktioner fraM(E), og hvisϕ : Rd → R er B(Rd)-B(R)-målelig, da er funktionen
 ϕ( f1, . . . , fd) : x 7→ ϕ( f1(x), . . . , fd(x)) : X → R
 igen et element iM(E).
 (ii) Hvis f ,g∈ M(E) ogc∈ R, da er funktionerne
 c f, f +g, f ·g, f ∧g, f ∨g
 igen elementer iM(E). Specielt erM(E) et vektorrum.
 Bevis.(i) Antag, at f1, . . . , fd : X → R er funktioner fraM(E), og atϕ : Rd → R er en Borel-funktion. Betragt da afbildningenf : X → Rd givet ved
 f (x) = ( f1(x), . . . , fd(x)), (x∈ X),
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og bemærk, atf erE-B(Rd)-målelig ifølge Sætning 1.4.9. Ved anvendelse af Sætning 1.4.6(v)kan vi derfor slutte, at den sammensatte afbildning
 ϕ( f1, . . . , fd) = ϕ ◦ f
 erE-B(R)-målelig, som ønsket.
 (ii) Bemærk først, at
 f +g = ϕ1( f ,g), f ·g = ϕ2( f ,g), f ∧g = ϕ3( f ,g), f ∨g = ϕ4( f ,g), (1.24)
 hvor ϕ1,ϕ2,ϕ3,ϕ4 : R2 → R er funktionerne givet ved
 ϕ1(x,y) = x+y, ϕ2(x,y) = x·y, ϕ3(x,y) = x∧y, ϕ4(x,y) = x∨y, (x,y∈ R).
 Idet funktionerneϕ1,ϕ2,ϕ3,ϕ4 alle er kontinuerte og dermedB(R2)-B(R)-målelige (jvf. Sæt-ning 1.4.8), følger det ved anvendelse af (i), at funktionerne i (1.24) alle er elementer iM(E).At ogsåc f ∈ M(E), ses f.eks. ved at skrivec f = g · f , hvorg: X → R er funktionen givet ved
 g(x) = c, (x∈ X),
 som oplagt tilhørerM(E). Dermed er sætningen vist. �
 1.5.5 Eksempel.Antag, at f ,g er to funktioner fraM(E). Da er mængderne
 {x∈ X | f (x) = g(x)}, {x∈ X | f (x) ≥ g(x)} og {x∈ X | f (x) > g(x)}
 alle elementer iE. Dette følger umiddelbart ved at skrive disse mængder som hhv.
 ( f −g)−1({0}), ( f −g)−1([0,∞)) og ( f −g)−1((0,∞)),
 hvor f −g∈ M(E) ifølge Sætning 1.5.4(ii). ⋄
 1.6 Målelighed ved grænseovergang
 Vi skal i dette afsnit undersøge spørgsmålet om målelighed af bl.a. supn∈N fn samt limn→∞ fnfor en følge( fn) af funktioner fraM(E). I den forbindelse kommer vi uundgåeligt til at betragtefunktioner, der antager værdier i den udvidede reelle akseR givet ved
 R = [−∞,∞] = R∪{−∞,∞}.
 Vi skal derfor først og fremmest tage stilling til, hvilken (kanonisk)σ -algebra, det er hensigts-mæssigt at forsyneR med.
 1.6.1 Definition. Vi udstyrerR medσ -algebraenB(R) frembragt af systemet
 {[−∞,a] | a∈ R}
 af delmængder afR.
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1.6.2 Bemærkninger. (1) Hvis vi udstyrerR med metrikken
 ρ(x,y) = |Arctan(x)−Arctan(y)|, (x,y∈ R)
 (med konventionerne Arctan(±∞) =±π2 ), kan man vise, atB(R) netop er den tilhørende
 Borel-algebra, dvs.B(R) er frembragt af det tilρ svarende system af åbne delmængder afR. Udover at motivere notationenB(R) har dette resultat ingen anvendelse i indeværendekursus, og vi skal derfor ikke komme ind på beviset her.
 (2) Enhver delmængdeA af R kan naturligvis også opfattes som en delmængde afR, som vitentativt kan betegne medA∧. Tilsvarende kan vi for en delmængdeB af R betragte fæl-lesmængdenB∩R som en delmængde af (grundmængden)R, som vi tentativt betegnermed(B∩R)∨. Med denne notation har vi følgende konkrete beskrivelse afB(R):
 B(R) ={
 B⊆ R∣∣ (B∩R)∨ ∈ B(R)
 }=
 {A∧∪S
 ∣∣ A∈ B(R), S⊆ {−∞,∞}
 }.
 Vi beviser denne beskrivelse i Lemma 1.6.3 nedenfor. Det bliver imidlertid for tungt atslæbe rundt på operationerne “∧” og “∨”, og fremover vil vi derfor underforstå dem ogaltså blot skriveA (hhv.B∩R) i stedet forA∧ (hhv.(B∩R)∨). Det skulle så gerne fremgåaf sammenhængen, om de betragtede mængder opfattes som delmængder afR eller afR.Vi benytter disse konventioner allerede i formuleringen afLemma 1.6.3. �
 1.6.3 Lemma. Med konventionerne fra Bemærkning 1.6.2(2) har vi følgendekonkrete beskri-velse afB(R):
 B(R) ={
 B⊆ R∣∣ B∩R ∈ B(R)
 }=
 {A∪S
 ∣∣ A∈ B(R), S⊆ {−∞,∞}
 }. (1.25)
 Bevis. Det andet lighedstegn i (1.25) følger umiddelbart af (overvej!), at der for enhver del-mængdeB af R gælder, at
 B = (B∩R)∪S, hvor S= B\R ⊆ {−∞,∞}.
 For at vise første lighedstegn i (1.25) indfører vi indlejringenι : R → R givet ved
 ι : R ∋ x 7→ x∈ R.
 For enhver delmængdeB af R gælder der da, atι−1(B) = B∩ R. Hvis vi definererD :={[−∞,a] | a∈ R}, så følger det fra Sætning 1.4.6(iii), at
 ι−1(B(R)) = ι−1(σ(D)) = σ(ι−1(D)) = σ({(−∞,a] | a∈ R}) = B(R), (1.26)
 hvor vi til sidst benytter Korollar 1.2.4. For enhver mængdeB fraB(R) har vi således, atB∩R =ι−1(B) ∈ B(R), hvilket viser inklusionen “⊆” i første lighedstegn i (1.25).
 For at vise den modsatte inklusion er det pga. andet lighedstegn i (1.25) nok at vise, atA∈B(R)for alleA i B(R), og atS∈ B(R) for alle delmængderSaf {−∞,∞}. Det sidste følger af, at
 {−∞} =⋂
 n∈N[−∞,−n] ∈ B(R), og {∞} =
 ⋂
 n∈N[−∞,n]c ∈ B(R).
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For en givet mængdeA fra B(R) kan vi ifølge (1.26) vælge en mængdeB fra B(R), således at
 A = ι−1(B) = B∩R = B∩ (R\{−∞,∞}),
 som sammenholdt med ovenstående viser, atA∈ B(R). Dermed er lemmaet vist. �
 1.6.4 Definition. Lad (X,E) være et måleligt rum. Systemet afE-B(R)-målelige funktionerf : X → R betegnes medM(E), altså
 M(E) = { f : X → R | f erE-B(R)-målelig}.
 1.6.5 Bemærkninger. (1) Det følger fra definitionen afB(R) og Sætning 1.4.6(iv), at enfunktion f : X → R tilhørerM(E), hvis og kun hvis
 {x∈ X | f (x) ≤ a} ∈ E for allea i R.
 Til senere brug bemærkes, at i bekræftende fald bliver også funktionen− f element iM(E) som følge af omskrivningen:
 {x∈ X | − f (x) ≤ a} = {x∈ X | f (x) ≥−a}
 = X \{x∈ X | f (x) < −a}
 = X \(
 ⋃
 n∈N{x∈ X | f (x) ≤−a− 1
 n})
 .
 (2) DaR ⊆ R kan vi naturligvis opfatte en funktionf : X → R som en funktion, der antagerværdier iR. Formelt betragter vi da funktionenι ◦ f , hvorι : R → R er indlejringen givetved
 ι : R ∋ x 7→ x∈ R,
 som vi også betragtede i beviset for Lemma 1.6.3. For allea i R ogx i X gælder der oplagt,at ι ◦ f (x) ≤ a, hvis og kun hvisf (x) ≤ a, og sammenholdes dette med (1) ovenfor samtBemærkning 1.5.2, så fremgår det, at
 f ∈ M(E) ⇐⇒ ι ◦ f ∈ M(E). (1.27)
 I overensstemmelse med Bemærkning 1.6.2(2) vil vi normalt underforstå indlejringenιog blot skrive f i stedet forι ◦ f , selvom vi opfatterf som en funktion med værdier iR. Med disse konventioner indebærer (1.27), at vi har den uformelle inklusion:M(E) ⊆M(E). �
 For en følge( fn) af funktioner defineret på en mængdeX og med værdier iR skal vi i detfølgende f.eks. betragte funktionen infn∈N fn : X → R defineret ved
 (
 infn∈N
 fn)
 (x) = infn∈N
 fn(x), (x∈ X).
 Funktionerne supn∈N fn, lim infn∈N fn og limsupn∈N fn indføres analogt.
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1.6.6 Sætning.Lad (X,E) være et måleligt rum, og lad( fn)n∈N være en følge af funktioner fraM(E). Da er funktionerne
 infn∈N
 fn, supn∈N
 fn, lim infn→∞
 fn og limsupn→∞
 fn
 igen elementer iM(E).
 Bevis.For at vise at supn∈N fn ∈ M(E), er det ifølge Bemærkning 1.6.5(1) nok at vise, at{
 x∈ X∣∣∣ sup
 n∈Nfn(x) ≤ b
 }
 ∈ E
 for alleb i R. Og dette følger af omskrivningen{
 x∈ X∣∣∣ sup
 n∈Nfn(x) ≤ b
 }
 =⋂
 n∈N{x∈ X | fn(x) ≤ b},
 idet højresiden er en tællelig fællesmængde af mængder fraE. Det følger derefter ved anven-delse af Bemærkning 1.6.5(1), at også infn∈N fn ∈ M(E), idet
 infn∈N
 fn = −(
 supn∈N
 (− fn))
 .
 For hvertn i N gælder der derfor også, at funktionengn := infk≥n fk tilhørerM(E), og dermedfølger det videre, at også
 liminfn→∞
 fn = supn∈N
 (
 infk≥n
 fk)
 = supn∈N
 gn ∈ M(E).
 Endnu en anvendelse af Bemærkning 1.6.5(1) sikrer endelig,at også
 limsupn→∞
 fn = − lim infn→∞
 (− fn) ∈ M(E),
 hvilket afslutter beviset. �
 1.6.7 Korollar. (i) Lad( fn) være en følge af funktioner fraM(E), og antag, at( fn) er punkt-vis konvergent iR, altså at
 f (x) := limn→∞
 fn(x) eksisterer iR for allex i X.
 Da er grænsefunktionenf igen element iM(E).
 (ii) Lad ( fn) være en følge af funktioner fraM(E), og antag, at( fn) er punktvis konvergent iR, altså at
 f (x) := limn→∞
 fn(x) eksisterer iR for allex i X.
 Da er grænsefunktionenf igen element iM(E).
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Bevis.(i) Da ( fn) er punktvist konvergent iR, gælder der, at
 f (x) = lim infn→∞
 fn(x) for allex i X,
 og det følger umiddelbart fra Sætning 1.6.6, atf erE-B(R)-målelig.
 (ii) Ifølge Bemærkning 1.6.5(2) kan vi for hvertn opfatte fn som en funktion iM(E), og detfølger da fra (i), atf (opfattet som funktion med værdier iR) igen erE-B(R)-målelig. Pr.antagelse antagerf imidlertid kun værdier iR, og det følger så igen fra Bemærkning 1.6.5(2),at f faktisk erE-B(R)-målelig. �
 1.6.8 Sætning.Lad f ,g være funktioner fraM(E), og ladc være en konstant iR. Da gælderder, at
 (i) Funktionernec f , f ∧g, f ∨g og f g er igen elementer iM(E).
 (ii) Hvis{x∈ X | f (x) = ∞}∩{x∈ X | g(x) = −∞} = /0,
 og{x∈ X | f (x) = −∞}∩{x∈ X | g(x) = ∞} = /0,
 da er funktionenf +g veldefineret og igen et element iM(E).
 Bevis.For hvertn i N definerer vi funktionernefn,gn : X → R ved
 fn(x) =
 n, hvis f (x) > n
 f (x), hvis f (x) ∈ [−n,n]
 −n hvis f (x) < −n,
 og gn(x) =
 n, hvisg(x) > n
 g(x), hvisg(x) ∈ [−n,n]
 −n hvisg(x) < −n,
 og vi bemærker, atfn,gn ∈ M(E) for allen. Fora i R har vi nemlig, at
 {x∈ X | fn(x) ≤ a} =
 X, hvisa≥ n
 {x∈ X | f (x) ≤ a}, hvisa∈ [−n,n)
 /0, hvisa < −n,
 hvor alle mængderne på højresiden er elementer iE. Tilsvarende ses, atgn∈M(E). Vi bemærkerendvidere, at
 f (x) = limn→∞
 fn(x), og g(x) = limn→∞
 gn(x) for allex i X,
 hvilket følger umiddelbart af definitionerne affn og gn.
 (i) Vi nøjes med at vise, atf g ∈ M(E), idet argumenterne for, at de øvrige funktioner i (i)er E-B(R)-målelige, forløber ganske tilsvarende. Ifølge Sætning 1.5.4 har vi, atfngn ∈M(E), og dermed også atfngn∈M(E) for allen (jvf. Bemærkning 1.6.5(2)). Vi bemærkernu, at
 f (x)g(x) = limn→∞
 fn(x)gn(x) for allex i X, (1.28)
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hvor man specielt skal overveje tilfældene, hvorf (x) ∈ {±∞}, og g(x) = 0 (eller om-vendt), samt tilfældene hvorf (x),g(x)∈ {±∞}. Det følger herefter umiddelbart fra (1.28)og Korollar 1.6.7, atf g∈ M(E).
 (ii) Antag, at begge mængderne i (ii) er tomme, således at summen f (x)+g(x) er veldefineretfor allex i X. Endvidere gælder der så, at
 f (x)+g(x) = limn→∞
 ( fn(x)+gn(x)) for allex i X. (1.29)
 For hvertn giver Sætning 1.5.4, atfn + gn ∈ M(E), og dermed atfn + gn ∈ M(E) (jvf.Bemærkning 1.6.5(2)). Derfor viser (1.29) sammen med Korollar 1.6.7, atf +g∈M(E),som ønsket. �
 1.6.9 Bemærkning. I tilfældet, hvorg er den konstante funktiong ≡ 0, viser Sætning 1.6.8specielt, at funktionerne
 f + = f ∨0 og f− = −( f ∧0),
 er elementer iM(E)+ for enhver funktionf fra M(E). Funktionernef + og f− betegnes hhv.positiv-delenog negativ-delenaf f , og de spiller en vigtig rolle i definitionen af Lebesgue-integralet i Kapitel 2 som følge af relationerne:
 f = f +− f−, og | f | = f + + f−,
 der specielt viser, at enhver funktionf fra M(E) kan skrives som differensen af to funktionerfra M(E)+, samt at| f | ∈ M(E)+ for alle f i M(E). Bemærk her, at differensenf + − f− altider veldefineret, eftersomf +(x)∧ f−(x) = 0 for allex i X. Vi noterer også de nyttige sammen-hænge:
 (− f )+ = (− f )∨0 = −( f ∧0) = f−, og (− f )− = (−(− f ))+ = f +. �
 1.6.10 Eksempel.Antag, at f ,g∈ M(E). Da er mængderne
 {x∈ X | f (x) = g(x)}, {x∈ X | f (x) ≥ g(x)} og {x∈ X | f (x) > g(x)}
 alle elementer iE. Her kan vi imidlertid ikke som i Eksempel 1.5.5 uden videre betragte diffe-rensenf −g, da den ikke nødvendigvis er veldefineret. Men hvis vi indfører funktionernefn oggn som i beviset for Sætning 1.6.8, da følger det umiddelbart, at
 {x∈ X | f (x) = g(x)} =⋂
 n∈N{x∈ X | fn(x) = gn(x)} =
 ⋂
 n∈N( fn−gn)
 −1({0}) ∈ E,
 idet fn,gn ∈M(E) for allen. Tilsvarende følger det, at{x∈ X | f (x) ≥ g(x)} ∈ E, og mængden{x∈ X | f (x) > g(x)} kan derefter klares ved mængdedifferens. ⋄
 Selvom en følge( fn) af funktioner fraM(E) ikke er konvergent (iR) for alle x i X, kandet alligevel være nyttigt at indføre en slags grænsefunktion f∞, der stemmer overens medlimn→∞ fn(x), når denne grænseværdi eksisterer (iR), og som igen er enE-målelig funktion.
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1.6.11 Korollar. Lad (X,E) være et måleligt rum, og lad( fn)n∈N være en følge af funktionerfra M(E). Da gælder der, at
 C :={
 x∈ X∣∣ limn→∞ fn(x) eksisterer iR
 }∈ E,
 og funktionenf∞ : X → R defineret ved
 f∞(x) =
 {
 limn→∞ fn(x), hvisx∈C,
 0, hvisx∈ X \C,
 er igen et element iM(E).
 Bevis.At C∈ E følger af omskrivningen:
 C ={
 x∈ X∣∣ lim infn→∞ fn(x) = limsupn→∞ fn(x)
 }∩
 {x∈ X
 ∣∣ lim infn→∞ fn(x) ∈ R
 }
 ved anvendelse af Eksempel 1.6.10 og Sætning 1.6.6. For at vise, at f∞ er E-B(R)-målelig,definerer vi først en ny følge( fn) af funktioner ved
 fn(x) = fn(x) ·1C(x), (x∈ X, n∈ N).
 Vi bemærker så, atf∞(x) = lim
 n→∞fn(x) for allex i X. (1.30)
 Da C ∈ E, følger det, at 1C ∈ M(E) (jvf. Eksempel 1.4.4), og dermed sikrer Sætning 1.5.4,at fn ∈ M(E) for alle n. Derfor viser (1.30) sammen med Korollar 1.6.7, atf∞ ∈ M(E), somønsket. �
 1.7 Målelighed i delrum
 Lad (X,E) være et måleligt rum. Ofte er man i den situation, at man betragter en funktionf ,der kun er defineret på en delmængdeA af X, og det er nyttigt at kunne diskutere målelighedaf sådanne funktioner. Dette forudsætter naturligvis, at man i første omgang har udstyretA meden passendeσ -algebra. En del af overvejelserne er analoge til dem, vi gjorde os, i forbindelsemed inklusionenR ⊆ R.
 1.7.1 Definition. Lad (X,E) være et måleligt rum, og ladA være en vilkårlig ikke-tom del-mængde afX. Betragt endvidere indlejringenιA : A→ X, givet ved
 ιA : A∋ x 7→ x∈ X.
 Denaf E nedarvedeσ -algebra på Aer daσ -algebraenEA i A defineret ved
 EA = ι−1A (E) = {ι−1
 A (B) | B∈ E}.
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Hvis man har fulgt i kursus i topologi, vil man naturligt betragte den nedarvedeσ -algebra somen analog til begrebet “spor topologi”.
 1.7.2 Bemærkninger. (1) Det følger umiddelbart fra (i) i Sætning 1.4.6, atEA er en σ -algebra iA; den mindste som gørιA målelig, nårX er udstyret medE. For en delmængdeB af X gælder der, at
 ι−1A (B) = A∩B,
 hvis højresiden opfattes som en delmængde af grundmængdenA. Med denne konventionkan man således skrive
 EA = {A∩B | B∈ E}.Det fremgår specielt, at der gælder
 EA ⊆ E ⇐⇒ A∈ E,
 hvis vi på venstresiden opfatterEA, som et system af delmængder afX.
 (2) Det følger umiddelbart fra Sætning 1.4.6(iii), at hvisD er et frembringersystem forE, daer systemet
 ι−1A (D) = {ι−1
 A (B) | B∈ D},et frembringersystem forEA.
 (3) Hvis (Y,F) er endnu et måleligt rum, ogf : X →Y er enE-F-målelig afbildning, kan vibetragte restriktionenf|A : A→Y givet ved
 f|A(x) = f (x), (x∈ A).
 Idet f|A = f ◦ ιA, følger det umiddelbart fra Sætning 1.4.6(v), atf|A er EA-F-målelig.�
 Følgende resultat er ofte anvendeligt til at påvise målelighed af en givet funktion. Resultatetomtales ofte som “Tuborg resultatet”.
 1.7.3 Sætning.Lad (X,E) og (Y,F) være målelige rum, og ladA1, . . . ,Ak være disjunktemængder fraE, således atX =
 ⋃kj=1A j . Betragt endvidere en funktionf : X → Y givet ved
 en “Tuborg-forskrift”:
 f (x) =
 f1(x), hvisx∈ A1
 f2(x), hvisx∈ A2...
 fk(x), hvisx∈ Ak,
 (1.31)
 for givne funktionerf j : A j →Y, j = 1, . . . ,k. Hvis der for allej gælder, atf j erEA j -F-målelig,da er afbildningenf E-F-målelig.
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Bevis.Antag, at f j : A j →Y erEA j -F-målelig for alle j. For en vilkårlig mængdeB fra F findervi så, at
 f−1(B) =k⋃
 j=1{x∈ A j | f j(x) ∈ B} =
 k⋃
 j=1f−1j (B) ∈ E,
 hvor vi til sidst benytter atf−1j (B) ∈ EA j ⊆ E for alle j, idetA j ∈ E (jvf. Bemærkning 1.7.2(1)).
 Dermed er sætningen vist. �
 I tilfældet hvor(X,E) = (Rd,B(Rd)) kommer man ofte ud for at betragte funktionerf : Rd →Rm givet på formen (1.31), hvor funktionernef1, . . . , fk enkeltvis vides at være kontinuerte.For at kunne udlede målelighed i dette tilfælde er vi nødt tilførst at indføre og studere Borel-algebraerne iA1, . . . ,Ak.
 Hvis A er en delmængde afRd kan man på naturlig måde indføre et afstandsbegreb påA ved atdefinere afstandenρA(x,y) mellem to punkterx ogy fra A som afstanden mellemx ogy opfattetsom punkter iRd. Formelt har vi altså:
 ρA(x,y) = ρ2(ιA(x), ιA(y)), (x,y∈ A),
 hvor ρ2 som i Afsnit 1.2 betegner den sædvanlige afstand påRd. De til ρA svarende kugler erså givet ved
 bA(x, r) = {y∈ A | ρA(x,y) < r} = ι−1A (b2(x, r)), (1.32)
 for x i A og r > 0, og hvorb2(x, r) betegner den sædvanlige kugle iRd mht.ρ2:
 b2(x, r) = {y∈ Rd | ρ2(x,y) < r}.
 1.7.4 Definition. LadA være en ikke-tom delmængde afRd.
 (a) En delmængdeG af A siges da at være åben (mht.ρA), hvis den opfylder følgende betin-gelse:
 ∀x∈ G ∃r > 0: bA(x, r) ⊆ G.
 Systemet af åbne delmængder afA betegnes medG(A).
 (b) Borel-algebraeni A er σ -algebraenB(A) i A defineret ved
 B(A) = σ(G(A)
 ).
 Følgende lemma karakteriserer de åbne delmængder afA i termer af de åbne delmængder afRd.
 1.7.5 Lemma. Lad A være en ikke-tom delmængde afRd. Da gælder der, at
 G(A) = {ι−1A (G) | G∈ G} = {A∩G | G∈ G},
 hvorG som i Afsnit 1.2 betegner systemet af åbne mængder iRd.
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Bevis.Lad førstG være en åben delmængde afRd, lad x være et punkt iι−1A (G), og bemærk,
 at x = ιA(x) ∈ G. Da G er åben iRd, findesr > 0, således atb2(x, r) ⊆ G, og det følger så fra(1.32), at
 bA(x, r) = ι−1A (b2(x, r)) ⊆ ι−1(G),
 hvilket viser, atι−1A (G) er åben iA.
 Lad omvendtD være en åben delmængde afA. For hvertx i D kan vi da vælgerx > 0, såledesat bA(x, rx) ⊆ D. Betragt nu følgende delmængdeG af Rd:
 G =⋃
 x∈Db2(x, rx),
 og bemærk, atG er en åben delmængde afRd (idet enhver foreningsmængde af åbne delmæng-der afRd igen er en åben delmængde afRd). Vi finder derpå via (1.32), at
 ι−1A (G) =
 ⋃
 x∈Dι−1A (b2(x, rx)) =
 ⋃
 x∈DbA(x, rx) = D,
 og vi har dermed fremstilletD på den ønskede form. �
 1.7.6 Sætning.LadA være en ikke-tom delmængde afRd. Da er Borel-algebraen påA identiskmed den afB(Rd) nedarvedeσ -algebra påA, dvs.
 B(A) = B(Rd)A.
 Bevis.Ved anvendelse af Bemærkning 1.7.2(2) samt Lemma 1.7.5 finder vi, at
 B(Rd)A = σ({ι−1
 A (G) | G∈ G})
 = σ(G(A)
 )= B(A),
 som ønsket. �
 Lad A være en ikke-tom delmængde afRd. En funktion f : A → Rm siges at være kontinuert,hvis
 ∀x∈ A ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀y∈ A: ρA(x,y) < δ =⇒ ρ2( f (y), f (x)) < ε. (1.33)
 I analogi med Sætning 1.4.7 har vi følgende resultat:
 1.7.7 Lemma. LadA være en ikke-tom delmængde afRd. En funktion f : A→ Rm er kontinu-ert, hvis og kun hvis
 f−1(G) ∈ G(A) for enhver åben mængdeG i Rm. (1.34)
 Bevis.Beviset følger ordret som beviset for Sætning 1.4.7, idet man blot skal erstatteRd medA som grundmængden samt metrikkenρ2 påRd medρA. �
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1.7.8 Korollar. (i) LadA være en ikke-tom delmængde afRd. Da er enhver kontinuert funk-tion f : A→ Rm B(Rd)A-B(Rm)-målelig.
 (ii) Lad A1, . . . ,Ak være disjunkte Borel-mængder iRd, således atRd =⋃k
 j=1A j , og betragten funktion f : Rd → Rm givet ved en “Tuborg-forskrift”:
 f (x) =
 f1(x), hvisx∈ A1
 f2(x), hvisx∈ A2...
 fk(x), hvisx∈ Ak,
 hvor funktionernef j : A j → Rm, j = 1, . . . ,k alle er kontinuerte. Da erf B(Rd)-B(Rm)-målelig.
 Bevis. (i) Antag, at f : A → Rm er kontinuert. Ifølge Sætning 1.4.6(iv) er det nok at vise, atf−1(G) ∈ B(Rd)A for enhver åben delmængdeG af Rm. Men for en sådan mængdeG har viifølge Lemma 1.7.7 og Sætning 1.7.6, at
 f−1(G) ∈ G(A) ⊆ σ(G(A)) = B(A) = B(Rd)A,
 som ønsket.
 (ii) Dette følger umiddelbart ved at sammenholde (i) med Sætning 1.7.3. �
 1.8 Simple funktioner
 Vi skal i dette afsnit studere de såkaldte simple (og målelige) funktioner på et måleligt rum(X,E). Disse funktioner er ikke i sig selv specielt interessante,men ofte er det simpelt(!) atpåvise bestemte egenskaber og identiteter for de simple funktioner. Samtidig kan man ifølgeSætning 1.8.3 nedenfor approksimere en vilkårlig målelig funktion med en følge af simplemålelige funktioner, og ved anvendelse af dette er det ofte muligt at overføre gyldigheden afden betragtede egenskab eller identitet fra de simple funktioner til alle målelige funktioner. Denher beskrevne metode spiller en væsentlig rolle i konstruktionen af Lebesgue-integralet i næstekapitel, og den benyttes så tit indenfor mål- og integralteori, at den ofte betegnes som “standard-beviset”. I Opgave 1.9.30 etableres nogle meget konkrete formuleringer af “standard-beviset”.
 1.8.1 Definition. En funktions: X → R siges at være ensimpel funktion, hvis den kun anta-ger endeligt mange forskellige værdier, dvs. hvis værdimængden er på formen{a1, . . . ,an} forpassenden i N og forskellige reelle tala1, . . . ,an.
 Med SM(E) betegnes klassen af simpleE-B(R)-målelige funktioners: X → R og medSM(E)+ klassen af ikke-negative funktioner iSM(E).
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1.8.2 Bemærkninger. Lad (X,E) være et måleligt rum.
 (1) Det følger umiddelbart fra definitionen af simple funktioner samt Sætning 1.5.4, atSM(E)er et vektorrum (overR), altså at linearkombinationer af simple målelige funktioner førertil nye sådanne.
 (2) En simpel funktions: X → R kanentydigtskrives på formen
 s(x) =n
 ∑j=1
 a j1A j (x), (x∈ X),
 hvor n∈ N, −∞ < a1 < a2 < · · · < an < ∞, og A1, . . . ,An er disjunkte, ikke-tomme del-mængder afX, således at
 ⋃nj=1A j = X. I denne situation gælder der, at
 A j = {x∈ X | s(x) = a j}, ( j = 1, . . . ,n),
 og specielt fremgår det, ats∈ SM(E), hvis og kun hvisA j ∈ E for alle j i {1, . . . ,n}.
 (3) Hvis A1, . . . ,An er vilkårlige delmængder afX, og a1, . . . ,an er vilkårlige reelle tal, dadefinerer udtrykket
 s(x) =n
 ∑j=1
 a j1A j (x), (1.35)
 oplagt en funktions, der kun antager endeligt mange værdier, dvs. en simpel funktion.Vi bemærker dog, at den samme funktions kan have mange forskellige fremstillinger påformen (1.35). Eksempelvis kan vi i tilfældetX = R skrive
 0 ·1R\[0,1](x)+1[0,1](x) = 1[0,1](x) = 21[−1,1](x)−1[−1,2](x)+1(1,2](x)−1[−1,0)(x),
 hvor venstresiden er formen fra (2).
 (4) Det vil vise sig nyttigt for os at betragte repræsentationer på formen (1.35) af en lidt meregenerel type end den givet i (2). Ladsvære en funktion iSM(E) skrevet på formen
 s(x) =n
 ∑j=1
 a j1A j (x), (x∈ X) (1.36)
 som i (3). Vi siger da, at (1.36) er enstandard-repræsentationaf s, hvis A1, . . . ,An erdisjunkte mængder fraE, og
 ⋃nj=1A j = X. Bemærk, at den samme funktions kan have
 mange forskellige standard-repræsentationer, idet det ikke forudsættes, ata1, . . . ,an erforskellige, eller atA j 6= /0. �
 Vi skal som det næste vise, at enhver funktionf fra M(E) kan approksimeres punktvist meden følge(sn) af funktioner fraSM(E). Resultatet gælder naturligvis også for funktionerf fraM(E) som følge af (den uformelle) inklusion:M(E) ⊆ M(E) (jvf. Bemærkning 1.6.5(2)).
 1.8.3 Sætning.Lad f være en funktion fraM(E). Så findes en følge(sn) af funktioner fraSM(E), således at
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(i) f (x) = limn→∞ sn(x) for allex i X.
 (ii) |sn(x)| ≤ | f (x)| for allen i N og allex i X.
 Hvis f ≥ 0, så kan følgen(sn) vælges således, at der yderligere gælder
 (iii) 0 ≤ s1(x) ≤ s2(x) ≤ s3(x) ≤ ·· · for allex i X.
 Bevis.Vi starter med at betragte tilfældet, hvorf ≥ 0. For hvertn i N definerer vi da funktionensn : X → R ved
 sn(x) =
 {j−12n , hvis f (x) ∈ [ j−1
 2n , j2n) for et j i {1,2, . . . ,n2n},
 n, hvis f (x) ≥ n.
 =
 {j−12n , hvisx∈ f−1([ j−1
 2n , j2n)) for et j i {1,2, . . . ,n2n},
 n, hvisx∈ f−1([n,∞]).
 2
 1
 f
 s_2
 Figur 2: Approksimationens2 af en ikke-negativ funktionf .
 Det følger fra Sætning 1.7.3, atsn ∈ SM(E) for alle n, og definitionen afsn sikrer umiddelbart,at
 0≤ sn ≤ f for allen.
 Det fremgår endvidere fra definitionen, at
 | f (x)−sn(x)| ≤ 2−n, hvis f (x) ∈ [0,n),
 og atsn(x) = n, hvis f (x) ≥ n.
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Dermed følger det umiddelbart, at
 limn→∞
 sn(x) = f (x) for allex i X.
 For endelig at vise atsn(x) ≤ sn+1(x), bemærker vi, at dette er oplagt fra definitionen af dissefunktioner, hvisf (x) ≥ n+1. Og hvis f (x) ∈ [0,n), så har vi, at
 f (x) ∈[ j−1
 2n , j2n
 )=
 [2( j−1)2n+1 , 2 j−1
 2n+1
 )∪
 [2 j−12n+1 , 2 j
 2n+1
 )
 for et j i {1,2, . . . ,n2n}, og dermed at
 sn(x) = j−12n , og sn+1(x) ∈
 { j−12n , 2 j−1
 2n+1
 }.
 Hvis endelig
 f (x) ∈ [n,n+1) =(n+1)2n+1
 ⋃
 j=n2n+1+1[ j−12n+1 ,
 j2n+1 ),
 har vi, at
 sn(x) = n, og sn+1(x) ≥n2n+1
 2n+1 = n.
 Dermed har vi vist sætningen, i tilfældet hvorf ≥ 0. For en generel funktionf i M(E) benyttervi, at
 f = f +− f−, hvor f +, f− ∈ M(E)+
 (jvf. Bemærkning 1.6.9). Ifølge det ovenfor viste kan vi så vælge følger(tn) og (un) af funktio-ner fraSM(E), således at
 limn→∞
 tn(x) = f +(x), og limn→∞
 un(x) = f−(x)
 for allex i X, og således at
 0≤ tn(x) ≤ tn+1(x) ≤ f +(x), og 0≤ un(x) ≤ un+1(x) ≤ f−(x)
 for allen i N og x i X. For hvertn i N definerer vi nu
 sn = tn−un ∈ SM(E),
 og det følger så, at
 f (x) = f +(x)− f−(x) = limn→∞
 tn(x)− limn→∞
 un(x) = limn→∞
 sn(x)
 for allex i X, samt at
 |sn(x)| ≤ tn(x)+un(x) ≤ f +(x)+ f−(x) = | f (x)|
 for allen i N og x i X. Hermed er sætningen vist. �
 I forbindelse med udsagnene i Sætning 1.8.3 er det bekvemt atindføre følgende
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1.8.4 Notation & Terminologi. Betragt for hvertn i N en funktion fn : X → R, og lad f : X →R være endnu en sådan funktion. Vi siger da, at
 • fn konvergerer punktvist mod f for n→ ∞, og vi skriver fn → f for n→ ∞, hvis
 fn(x) −→n→∞
 f (x) for allex i X.
 • fn vokser punktvist mod f for n→ ∞, og vi skriver fn ↑ f for n→ ∞, hvis
 f1(x) ≤ f2(x) ≤ f3(x) ≤ ·· · , og fn(x) −→n→∞
 f (x) for allex i X.
 1.9 Opgaver til Kapitel 1
 1.9.1 Opgave.Betragt metrikkerneρ2 ogρ∞ påRd (jvf. formlerne (1.6) og (1.7)).
 (a) Vis, atρ∞ ér en metrik påRd (se evt. Appendix A.6 for definitionen).
 (b) Tegn i tilfældetd = 2 kuglerne
 bρ2(0,2) = {x∈ R2 | ρ2(0,x) < 2}, og bρ∞(0,2) = {x∈ R2 | ρ∞(0,x) < 2}.
 (c) Vis (for genereltd), at
 ρ∞(x,y) ≤ ρ2(x,y), og ρ2(x,y) ≤√
 dρ∞(x,y),
 for allex,y i Rd.
 (c) Vis, at der for vilkårligex i Rd og r i (0,∞) gælder, at
 bρ2(x, r) ⊆ b∞(x, r), og b∞(x,d−1/2r) ⊆ bρ2(x, r).
 Tegn endvidere eksempler på disse inklusioner i tilfældetd = 2.
 (d) Vis, at ρ2 og ρ∞ er ækvivalentei den forstand, at en delmængdeG af Rd er åben medhensyn tilρ2, hvis og kun hvis den åben med hensyn tilρ∞.
 1.9.2 Opgave.Lad ρ betegne en metrik påRd. En delmængdeT af Rd siges at være tæt iRd
 med hensyn tilρ , hvisbρ(x, r)∩T 6= /0 for allex i Rd og aller i (0,∞).
 (a) Vis, atQ er en tæt delmængde afR med hensyn til det sædvanlige afstandsbegreb påR.
 (b) Vis, atQd er tæt iRd med hensyn til begge metrikkerneρ∞ ogρ2 (jvf. formlerne (1.6) og(1.7)).
 1.9.3 Opgave.Redegør for, at ethvert interval iR (begrænset eller ubegrænset; åbent, halvåbenteller lukket) er en Borel-mængde iR.
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1.9.4 Opgave.Betragt følgende systemer af delmængder afR:
 F = {F ⊆ R | F er lukket},K = {K ⊆ R | K er kompakt},I = {(a,b] | a,b∈ R, a < b},J = {(a,b] | a,b∈ Q, a < b},
 og husk, at en delmængde afR er kompakt, hvis og kun hvis den er lukket og begrænset.
 Vis nu, at systemerneF, K, I ogJ hver især frembringer Borel-algebraenB(R).
 1.9.5 Opgave.Betragt følgende system af delmængder afR:
 A = {A⊆ R | A ellerAc er endelig}.
 Vis, atA er en (mængde-) algebra men ikke enσ -algebra.
 1.9.6 Opgave.Lad X være en ikke-tom mængde, og ladB være en delmængde afX. Vis da, atsystemet
 EB := {A⊆ X | B⊆ A eller B⊆ Ac}er enσ -algebra iX.
 1.9.7 Opgave.Betragt mængdenX = {1,2,3,4}, og delmængderne
 A1 = {1,2}, A2 = {3,4}, A3 = {2,3,4}.
 (a) Vis, atσ({A1,A2,A3}) = σ({{1},{2},{3,4}}), og opskriv derefter eksplicit alle mæng-derne i denneσ -algebra.
 (b) Samme opgave som (a), idetA1,A2,A3 nu opfattes som delmængder af grundmængdenX = N.
 1.9.8 Opgave.Lad (An)n∈N være en følge aftælleligedelmængder afR.
 (a) Redegør for, at mængdenB := R\ (⋃
 n∈N An) er overtællelig.
 (b) Vis, atσ({An | n∈ N}) ⊆ EB, hvorEB er σ -algebraen indført i Opgave 1.9.6.
 (c) Ladx være et element fraB. Vis da, at{x} /∈ σ({An | n∈ N}).(d) Betragtσ -algebraenE fra Eksempel 1.1.4(D), altså
 E = {A⊆ R | A ellerAc er tællelig}.
 Vis da, at hvisE er tælleligt frembragt (jvf. Definition 1.1.8(b)), så findesen følge(An)n∈Naf tælleligedelmængder afR, således atE = σ({An | n∈ N}).
 (e) Vis, atE ikkeer tælleligt frembragt.
 (f) Vis, at E ⊆ B(R), og sammenhold dette med, atB(R) er tælleligt frembragt.
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1.9.9 Opgave.Lad X betegne en ikke-tom mængde og lad(An)n∈N være en følge af mængderfra X. Betragt endvidere mængderne
 liminfn→∞
 An :=∞⋃
 n=1
 ∞⋂
 k=nAk = {x∈ X | x∈ An for allen fra et vist trin}
 og
 limsupn→∞
 An :=∞⋂
 n=1
 ∞⋃
 k=nAk = {x∈ X | x∈ An for uendeligt mangen}.
 (a) Vis, at∞⋂
 n=1An ⊆ lim inf
 n→∞An ⊆ limsup
 n→∞An ⊆
 ∞⋃
 n=1An.
 (b) Vis, at
 lim infn→∞
 An =∞⋃
 n=1An = limsup
 n→∞An,
 hvis (An) er en voksende følge, dvs. hvisA1 ⊆ A2 ⊆ A3 ⊆ ·· · .(c) Vis, at
 lim infn→∞
 An =∞⋂
 n=1An = limsup
 n→∞An,
 hvis (An) er en dalende følge, dvs. hvisA1 ⊇ A2 ⊇ A3 ⊇ ·· · .(d) Antag, atX = R, og atAn = [0,xn] for alle n, hvor (xn) er en begrænset følge af positive
 tal. Vis da, at [
 0, limsupn→∞
 xn
 )
 ⊆ limsupn→∞
 An ⊆[
 0, limsupn→∞
 xn
 ]
 .
 1.9.10 Opgave.Betragt en ikke-tom grundmængdeX, og ladA og B være delmængder afX.Lad endvidere(An) være en følge af delmængder afX.
 (a) Angiv indikatorfunktionerne for mængderneA∪B, A∩B og A\B ud fra indikatorfunk-tionerne forA og B.
 (b) Angiv indikatorfunktionerne for hver af mængderne⋃
 n∈N An,⋂
 n∈N An, limsupn→∞ An ogliminfn→∞ An ud fra indikatorfunktionerne forAn, n∈ N.
 1.9.11 Opgave.Lad (X,E,µ) være et målrum, og antag, atµ er et endeligt mål, det vil sige, atµ(X) < ∞.
 (a) Vis, atµ(A∪B) = µ(A)+ µ(B)−µ(A∩B) for vilkårlige mængderA,B fra E.
 (b) Overvej om resultatet i (a) også gælder, hvisµ ikke er et endeligt mål.
 (c) Find en betingelse påA og B (i forhold til µ), som sikrer, at formlen i (a) holder, uansetom µ er endeligt eller ej.
 1.9.12 Opgave.LadX være en ikke-tom mængde, lada være et element iX, og definér afbild-ningenδa : P(X)→ [0,∞] ved ligningen:
 δa(A) =
 {
 0, hvisa /∈ A,
 1, hvisa∈ A
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for ethvertA i P(X). Vis, atδa er et mål påP(X) (jvf. Eksempel 1.3.3(C)).
 1.9.13 Opgave.Lad (X,E,µ) være et målrum, og ladA være en udvalgt mængde fraE. Vis da,at der ved ligningen
 µkA(B) = µ(B∩A), (B∈ E),
 defineres et målµkA påE (jvf. Eksempel 1.3.3(D)).
 1.9.14 Opgave.Lad (X,E) være et måleligt rum, lad(µn) være en følge af mål på(X,E), oglad (an) være en følge af tal fra[0,∞). Vis da, at der ved ligningen:
 µ(A) =∞
 ∑n=1
 anµ(A), (A∈ E),
 defineres et målµ påE.
 1.9.15 Opgave.Lad (X,E,µ) være et målrum, og lad(Bn) være en følge af mængder fraE.
 (a) Vis, at der altid gælder ulighederne:
 µ(
 ⋂
 n∈NBn
 )
 ≤ infn∈N
 µ(Bn),
 og
 µ(
 ⋃
 n∈NBn
 )
 ≥ supn∈N
 µ(Bn).
 (b) Vis, at hvis(Bn) er en aftagende følge af mængder, så gælder der altid uligheden:
 µ(
 ⋂
 n∈NBn
 )
 ≤ limn→∞
 µ(Bn)
 (jvf. Sætning 1.3.4(vi)).
 1.9.16 Opgave. (Det første Borel-Cantelli Lemma)Lad (X,E,µ) være et målrum, og antag,atµ er et endeligt mål. Lad endvidere(An) være en følge af mængder fraE, og betragt mængden
 limsupn→∞
 An =⋂
 n∈N
 ⋃
 k≥nAk = {x∈ X | x∈ An for uendeligt mangen}.
 (a) Vis, at
 µ(
 limsupn→∞
 An
 )
 = limn→∞
 µ(
 ⋃
 k≥nAk
 )
 ,
 og udled derpå, at
 µ(
 limsupn→∞
 An
 )
 ≤ limn→∞
 ∞
 ∑k=n
 µ(Ak).
 (b) Vis implikationen:∞
 ∑n=1
 µ(An) < ∞ =⇒ µ(
 limsupn→∞
 An
 )
 = 0. (1.37)
 Dette resultat omtales ofte som “det første Borel-CantelliLemma”.
 48

Page 49
                        

(c) Vis, f.eks. vha. Opgave 1.9.15, at implikationen (1.37)også gælder, selvomµ ikke er etendeligt mål.
 1.9.17 Opgave.Betragt målrummet(R,B(R),λ ), hvorλ er Lebesgue målet påR. Lad videreB være en vilkårlig Borel mængde iR, og betragt så funktionenf : (0,∞) → [0,∞) givet ved
 f (x) = λ (B∩ (−x,x]), (x∈ (0,∞)).
 (a) Vis, at f er voksende og kontinuert.
 (b) Bestem grænseværdierne limx→∞ f (x) og limx→0 f (x).
 (c) Vis, at for ethvert reelt tala i [0,λ (B)] findes en Borel mængdeA, således atA ⊆ B ogλ (A) = a.
 1.9.18 Opgave.Betragt det målelige rum(R,E), hvor
 E = {A⊆ R | A ellerAc er tællelig}(jvf. Eksempel 1.1.4(D)). Vis da, at der ved ligningen
 µ(A) =
 {
 0, hvisA er tællelig
 ∞, hvisAc er tællelig
 defineres et målµ påE. Vis derpå, atµ ikkeer σ -endeligt.
 1.9.19 Opgave.Lad (X,E) være et måleligt rum, og ladµ : E → [0,∞] være en ikke-negativmængdefunktion. Vis da, atµ er et mål, hvis og kun hvis den opfylder følgende tre betingelser:
 (i) µ( /0) = 0.
 (ii) µ(A∪B) = µ(A)+ µ(B) for alledisjunktemængderA og B fra E.
 (iii) µ(⋃
 n∈N An) = limn→∞ µ(An), for enhvervoksendefølge(An) af mængder fraE.
 Vis desuden, at hvisµ(X) < ∞, så erµ et mål, hvis og kun hvis den opfylder (i), (ii) og følgendebetingelse:
 (iv) µ(⋂
 n∈N Bn) = limn→∞ µ(Bn) for enhveraftagendefølge(Bn) af mængder fraE.
 1.9.20 Opgave.Lad X være en ikke-tom mængde, og ladA være en delmængde afX. Bestemda klassenM(E) af E-B(R)-målelige funktionerf : X → R i hvert af følgende tilfælde:
 (a) E = P(X).
 (b) E = { /0,X}.
 (c) E = { /0,A,Ac,X}.
 1.9.21 Opgave.Lad (X,E) være et måleligt rum, ladf og g være funktioner fraM(E), og ladA være en mængde fraE. Vis da, at funktionenh: X → R givet ved
 h(x) =
 {
 f (x), hvisx∈ A,
 g(x), hvisx∈ Ac,
 igen er et element iM(E).
 49

Page 50
                        

1.9.22 Opgave.Lad (X,E) være et målrum, og betragt en funktionf : X → R. Vis da, at f ∈M(E), hvis og kun hvis den kan skrives på formen:
 f = h+∞1A +(−∞)1B,
 hvorA og B er disjunkte mængder fraE, ogh∈ M(E).
 1.9.23 Opgave. (a) Betragt funktionernef1, f2, f3, f4 : R → R givet ved
 f1(x) = |x|, f2(x) = sign(x) =
 {
 −1, hvisx≥ 0
 1, hvisx < 0,f3(x) =
 {
 1/x, hvisx 6= 0
 0, hvisx = 0,
 f4(x) =
 exp(cos(1/x)), hvisx≥ 0
 1, hvisx = 0,√
 |sin(1/x)|, hvisx < 0
 for allex i R. Vis da, at disse funktioner alle er elementer iM(B(R)).
 (b) Lad(X,E) være et målrum, og ladf ,g være funktioner fraM(E). Vis da, at hvisg(x) 6= 0for allex i X, da er funktionenf/g igen et element iM(E). [Vink: Benyt f.eks. funktionenf3 fra (a)!]
 (c) Lad f : R → R være en funktion fraM(B(R))+, og betragt området under grafen forf ,dvs. mængden
 U f = {(x,y) ∈ R2 | 0≤ y≤ f (x)}.Vis da, atU f ∈ B(R2).
 1.9.24 Opgave.Lad (X,E) være et måleligt rum, og betragt en funktionf : X → R. Vis, at dergælder implikationen:
 f ∈ M(E) =⇒ | f | ∈ M(E).
 Gælder den modsatte implikation?
 1.9.25 Opgave.Betragt det målelige rum(R,B(R)).
 En delmængdeC af R kaldes (som bekendt?) konveks, hvis den opfylder betingelsen:
 λ ∈ [0,1], x,y∈C =⇒ λx+(1−λ )y∈C.
 En funktion f : R → R kaldes (som bekendt?) konveks, hvis den opfylder uligheden:
 f (λx+(1−λ )y) ≤ λ f (x)+(1−λ ) f (y),
 for allex,y i R ogλ i [0,1].
 Vis nu, at enhver konveks funktionf : R → R er B(R)-B(R)-målelig. [Vink: Vis f.eks., at forethvertt i R er f−1((−∞, t]) en konveks delmængde afR og dermed et interval.]
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1.9.26 Opgave.Lad f : R → R være en højrekontinuert funktion, dvs.
 f (t) = lims↓t
 f (s) for alle t i R.
 Definér så for hvertn i N funktionen fn : R → R givet ved:
 fn(x) =n2
 ∑k=1
 f ( kn)1[ k−1
 n , kn)(t)+
 n2
 ∑k=1
 f (−k+1n )1[−k
 n ,−k+1n )(t), (t ∈ R).
 (a) Vis, at f (x) = limn→∞ fn(x) for allex i R.
 (b) Vis, at f ∈ M(B(R)).
 (c) Vis, at enhver venstrekontinuert funktiong: R → R ligeledes erB(R)-B(R)-målelig.
 1.9.27 Opgave.Lad( fn) være en følge af funktioner fraM(E), og antag, at der findes en positivkonstantK, således at
 supx∈R
 | fn(x)| ≤ K,
 for allen i N. Vis da, at der ved ligningen:
 f (x) =∞
 ∑n=1
 1n2 fn(x), (x∈ R)
 defineres en ny funktionf i M(E).
 1.9.28 Opgave.Lad µ være etendeligtmål på(R,B(R)), og betragt funktionenFµ : R →[0,∞) givet ved:
 Fµ(x) = µ((−∞,x]), (x∈ R).
 (a) Vis, atFµ er voksende, og bestem grænseværdierne
 limx→−∞
 Fµ(x) og limx→∞
 Fµ(x).
 (b) Vis, atFµ er højrekontinuert, altså at limy↓xFµ(y) = Fµ(x) for allex i R.
 (c) Vis, at for allex i R eksisterer grænseværdien limy↑xFµ(y), og udtryk den i termer afµ.
 1.9.29 Opgave.Lad(X,E,µ) være et målrum, lad(Y,F) være et måleligt rum, og ladf : X →Yvære enE-F-målelig afbildning.
 (a) Vis, at der ved ligningen:
 ν f (F) = µ(
 f−1(F)), (F ∈ F),
 defineres et målν f på(Y,F).
 Betragt nu tilfældet, hvor(X,E,µ) = (R,B(R),λ ), (Y,F) = (R,B(R)), og
 f (t) = αt +β , (t ∈ R)
 for passende konstanterα i (0,∞) ogβ i R.
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(b) Vis, at f ∈ M(B(R)), og at
 ν f ((a,b)) =1α
 (b−a),
 for allea,b i R, således ata < b.
 (c) Vi har tidligere postuleret (jvf. Eksempel 1.3.3(A)), at λ er det eneste mål på(R,B(R)),hvis værdi på ethvert åbent, begrænset interval(a,b) er lig med intervallængdenb−a.Vis på grundlag af dette udsagn, at
 ν f (B) =1α
 λ (B),
 for alleB i B(R).
 1.9.30 Opgave. (Standardbeviset)Denne opgave går ud på at udlede eksplicitte formuleringeraf det såkaldte “standard-bevis” (jvf. indledningen til Afsnit 1.8). Vi betragter som sædvanlig etmåleligt rum(X,E).
 (a) LadV være en delmængde afM(E)+, og antag, atV opfylder følgende tre betingelser:
 (i) 1A ∈V for alleA i E.
 (ii) Hvis f ,g∈V, ogα,β ∈ [0,∞), så gælder der også, atα f +βg∈V.
 (iii) Hvis ( fn) er envoksendefølge af funktioner fraV, så gælder der også, at
 limn→∞
 fn = supn∈N
 fn ∈V.
 Vis da vha. Sætning 1.8.3, atV = M(E)+.
 (b) LadW være en delmængde afM(E), og antag, atW opfylder følgende tre betingelser:
 (I) 1A ∈W for alleA i E.
 (II) W er et vektorrum (et underrum af vektorrummet af alle reelle funktioner defineretpåX).
 (III) Hvis ( fn) er envoksendefølge af funktioner fraW, således at supn∈N fn(x) < ∞ forallex i X, da gælder der også, at
 limn→∞
 fn = supn∈N
 fn ∈W.
 Vis da vha. Sætning 1.8.3, atW = M(E).
 1.9.31 Opgave.Lad X være en ikke-tom mængde, lad(Y,F) være et måleligt rum, og ladϕ : X → Y være en afbildning. Som bekendt (jvf. Sætning 1.4.6) gælderder da, at mængdesy-stemetE := ϕ−1(F) er enσ -algebra iX.
 Vis nu, atM(E)+ = { f ◦ϕ | f ∈ M(F)+},
 og atM(E) = { f ◦ϕ | f ∈ M(F)}.
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[Vink: Benyt passende versioner af “standard-beviset” (jvf. Opgave 1.9.30). Det kan desudenvære nyttigt at bemærke, at 1B◦ϕ = 1ϕ−1(B) for enhver delmængdeB af Y.]
 1.9.32 Opgave.I denne opgave skal vi bl.a. betragteσ -algebraenσ( f ) frembragt af en funk-tion f : R → R. Husk, at
 σ( f ) = { f−1(B) | B∈ B(R)}.(a) Ladα og β være reelle tal, således atα > 0, og betragt funktionenfα,β : R → R givet
 vedfα,β (x) = αx+β , (x∈ R).
 Bestem for ethvert interval(a,b] i R originalmængden/urbilledetf−1((a,b]), og udled, at
 σ( fα,β ) = B(R).
 (b) Bestemσ -algebraenσ(exp) frembragt af exponentialfunktionen:
 exp(x) = ex, (x∈ R).
 For en funktiong: R → R indfører vi nu yderligere mængdesystemet
 I(g) = {B⊆ R | g−1(B) = B}.
 (c) Vis, atI(g) er enσ -algebra iR for enhver funktiong: R → R.
 En funktionh: R → R siges som bekendt at være periodisk med periode 2π , hvis
 h(x+2π) = h(x), for allex i R.
 (d) Betragt nu specielt funktioneng: R → R givet ved
 g(x) = x+2π, (x∈ R).
 Vis, at en funktionh: R → R er periodisk med periode 2π , hvis og kun hvis den erI(g)-B(R)-målelig.
 1.9.33 Opgave.Denne opgave går ud på at bestemmeσ -algebraenσ( f ) frembragt af funktio-nen f : R → [−1,1] givet ved
 f (x) = cos(x), (x∈ R).
 Vi skal dog i første omgang betragte restriktionernef1 og f2 af f til hhv. [0,π ] og [0,2π], dvs.funktionernef1 : [0,π]→ [−1,1] og f2 : [0,2π]→ [−1,1] givet ved
 f1(x) = cos(x), (x∈ [0,π]).
 ogf2(x) = cos(x), (x∈ [0,2π]).
 Vi får undervejs brug for at betragte Borel-algebraenB([0,π]) i [0,π], og det kan uden yderli-gere argumentation benyttes at
 B([0,π]) = {B∈ B(R) | B⊆ [0,π]} = σ({I ⊆ [0,π] | I er et lukket interval}
 ).
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(a) Antag ata,b∈ [−1,1], og ata < b. Bestem da originalmængdenf−11 ([a,b]).
 Betragt nuσ -algebraerneσ( f1) og σ( f2) frembragt af hhv.f1 og f2, altså
 σ( f1) = { f−11 (B) ⊆ [0,π] | B∈ B(R)} og σ( f2) = { f−1
 2 (B) ⊆ [0,2π ] | B∈ B(R)}.
 (b) Vis, atσ( f1) = B([0,π]).
 Betragt nu yderligere funktioneng: [π,2π ]→ [0,π] givet ved
 g(x) = 2π −x, (x∈ [π ,2π]).
 (c) Vis, at
 f2(x) =
 {
 f1(x), hvisx∈ [0,π ]
 f1(g(x)), hvisx∈ [π,2π],
 og udled atf−12 (B) = f−1
 1 (B)∪g−1( f−11 (B)),
 for enhver mængdeB fra B(R). Konkludér, at
 σ( f2) = {A∪g−1(A) | A∈ B([0,π])}.
 For en delmængdeB af R og en konstantc i R benytter vi som bekendt notationen
 c+B = {c+x | x∈ B}.
 (d) Vis, at der for enhver mængdeB fra B(R) og ethvert helt talp gælder, at
 {x∈ [p2π,(p+1)2π ]
 ∣∣ f (x) ∈ B
 }= p2π + f−1
 2 (B),
 og udled at
 σ( f ) ={
 ⋃
 p∈Z
 (p2π +(A∪g−1(A))
 )∣∣∣ A∈ B([0,π])
 }
 .
 (e) Skitsér på en tegning en typisk mængde fraσ( f ); f.eks. f−1(I), hvor I er et interval.
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2 Lebesgue-integralet
 Til ethvert målrum(X,E,µ) skal vi i dette kapitel knytte et integral, dvs. en afbildning defineretpå en passende bred klasse af funktioner påX, som til enhver sådan funktionf knytter ettal betegnet
 ∫f dµ. I hovedtilfældet(X,E,µ) = (R,B(R),λ ) er Lebesgue-integralet
 ∫ ba f dλ
 identisk med det velkendte Riemann-integral∫ b
 a f (x)dx, i hvert fald når f : [a,b] → R er enkontinuert funktion på et kompakt interval[a,b]. Men Lebesgue-integralet er defineret for enlangt bredere klasse af funktioner end de kontinuerte, ligesom det er væsentligt mere robustunder grænseovergang med en punktvis konvergent følge( fn) af funktioner, i den forstandat man i langt større generalitet har mulighed for at ombytteintegration og grænseovergang.Forskellen mellem Riemann-integralet og Lebesgue-integralet kan løst sagt udtrykkes ved, athvor Riemann-integralet opnås ved at betragte små inddelinger af 1.-aksen, så opnås Lebesgue-integralet ved at betragte inddelinger af 2.-aksen. Mere præcist så opnås Riemann-integralet∫ b
 a f (x)dx af en kontinuert funktionf : [a,b] → R som bekendt ved at approksimeref medstykkevis konstante funktioner
 gn =n
 ∑j=1
 f (t j−1)1[t j−1,t j)(t), (n∈ N)
 svarende til inddelingera = t0 < t1 < t2 < · · · < tn = b
 af [a,b], og Riemann-integralet bestemmes da som grænseværdien af de tilsvarende Riemann-summer
 n
 ∑j=1
 f (t j−1)(t j − t j−1)
 under betingelsen maxj=1,2,...,n(t j −t j−1)→ 0 forn→∞. Hvis man fortolker Riemann-integralet∫ b
 a f (x)dx som arealet under grafen forf (når f ≥ 0), så bestemmes dette areal altså vedRiemann-tilgangen som grænseværdien forn→ ∞ af arealerne under graferne forgn.
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Figur 3: Approksimation af arealet under grafen for en ikke-negativ funktionf ved Riemann-tilgangen.
 Lebesgue-integralet∫ b
 a f dλ kan ligeledes opfattes som arealet under grafen forf , men herbestemmes dette areal ved som i beviset for Sætning 1.8.3 at approksimeref med funktioner afformen6
 hn =n
 ∑j=1
 u j−11{u j−1≤ f<u j}, (n∈ N),
 svarende til inddelinger afværdimængden for f. Mere præcist vælges reelle talu0,u1, . . . ,un
 således atu0 < u1 < · · · < un, og u0 ≤ min
 t∈[a,b]f (t) ≤ max
 t∈[a,b]f (t) < un,
 og således at maxj=1,...,n(u j − u j−1) → 0 for n → ∞. Arealet under grafen forf bestemmesderefter som grænseværdien forn→ ∞ af arealerne
 n
 ∑j=1
 u j−1λ ({u j−1 ≤ f < u j}) (2.1)
 under graferne forhn.
 ����
 ����
 ����
 ����
 ����
 u_{j−1}
 u_j
 f
 u_0
 u_1
 b_3
 u_n
 h_n
 a_1 b_1 a_2 b_2 a_3 a_4 b_4
 Figur 4: Approksimation af arealet under grafen for en ikke-negativ funktionf ved Lebesgue-
 tilgangen. Bemærk specielt, at{u j−1 ≤ f < u j} = [a1,b1)∪ (a2,b2]∪ [a3,b3)∪ (a4,b4].
 Bemærk her, at veldefineretheden af summen i (2.1) forudsætter, at mængderne{u j−1 ≤ f <u j} tilhører Borel-algebraenB(R), hvilket generelt er opfyldt, hvisf er en Borel-funktion.Dette antyder, at Lebesgue-konstruktionen kan gennemføres for en langt større klasse af Borel-funktioner end de kontinuerte. Dog skal man holde sig for øje, at mængderne{u j−1 ≤ f < u j}
 6Her benyttes{u j−1 ≤ f < u j} som kort notation for mængden{x∈ X | u j−1 ≤ f (x) < u j}; jvf. Notation 2.3.7nedenfor.
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kan være yderst komplicerede for generelle Borel-funktioner f , og vores anstrengelser i detforegående kapitel med generel målelighed vil derfor vise sig yderst værdifulde undervejs ikonstruktionen af Lebesgue-integralet.
 Lebesgue selv beskrev i et foredrag i dansk matematisk forening anno 1926 (se [BM]) forskel-len mellem de to integraler som forskellen mellem to forskellige metoder til at optælle indholdetaf en pose mønter: Riemann-integralet svarer til, at man simpelthen tæller pengene i den ræk-kefølge, de trækkes op af posen. Lebesgue-integralet svarer derimod til, at man tæller pengeneved først at opdele posens indhold efter de forskellige mønttyper og derefter optællerantalletaf 1-kroner, antallet af 2-kroner, antallet af fem-kroner osv.
 En anden rammende beskrivelse af forholdet mellem Riemann-og Lebesgue-integralet fra [BM]består i at sammenligne med forskellen mellem mængdenQ af rationale tal og mængdenRaf reelle tal: I hverdagen møder man i praksis kun rationale tal, men det er (ikke mindst fraet teoretisk synspunkt) af stor betydning, at man f.eks. kantale om grænseværdien af følgen7
 (1+ 1n)n for n→∞, der som bekendt er lig med det ikke-rationale tal e. På sammemåde vil langt
 de fleste funktioner, man kommer ud for i forbindelse med anvendelser af matematik indenforfysik, kemi, statistik og økonomi, være kontinuerte eller ihvert fald stykkevis kontinuerte, ogtil håndtering af sådanne funktioner er Riemann-integralet tilstrækkeligt. Men ved punktvisgrænseovergang med en følge af kontinuerte funktioner kan man risikere at ryge ud af klassenaf sådanne8, og det er derfor (ikke mindst fra et teoretisk synspunkt) afvæsentlig betydning,at man alligevel –under passende betingelser– kan arbejde med integralet af grænsefunktionen.Og hertil får man altså brug for Lebesgue-integralet.
 Lad os endelig gentage, at Lebesgue-konstruktionen kan gennemføres for et vilkårligt målrum(X,E,µ). Hver gang man befinder sig i en situation, hvor man naturligtkan størrelsesangivemængder via et målµ, får man altså i tilgift viaµ-integralet tilsvarende mulighed for at størrel-sesangive en bred klasse af funktioner påX. Et af de væsentligste eksempler herpå kommer igenfra sandsynlighedsteorien, hvor integralet
 ∫
 f dµ kaldes for middelværdien eller den forventedeværdi af f , nårµ er et sandsynlighedsmål.
 2.1 Integralet af positive simple funktioner
 I det følgende betrages et fast målrum(X,E,µ). Lad s være en ikke-negativ simpel funktionskrevet på formen:
 s=n
 ∑j=1
 a j1A j
 hvora1, . . . ,an ≥ 0, og hvorA1, . . . ,An er disjunkte mængder fraE, således at foreningmængdenA1∪· · ·∪An = X (dvs. der er tale om en standard-repræsentation afs– jvf. Bemærkning 1.8.2).Med tanke på tilfældet, hvorµ er Lebesgue-målet påR, og på at integralet af en (ikke-negativ)
 7Den her omtalte grænseovergang har ovenikøbet også stor praktisk betydning i “den virkelige verden” i for-bindelse med kontinuert tilskrivning af rente.
 8Man kan faktisk vise (se Opgave 3.3.3), atM(B(R)) er det mindste vektorrum af reelle funktioner påR (jvf.Sætning 1.5.4), der er lukket overfor punktvis grænseovergang (jvf. Korollar 1.6.7) og omfatter alle de kontinuertefunktioner (jvf. Sætning 1.4.8).
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funktion påR skal angive arealet af området mellem grafen og første-aksen, ledes vi naturligttil at definere integralet afssom tallet
 n
 ∑j=1
 a j µ(A j). (2.2)
 Som nævnt i Bemærkning 1.8.2 hars dog mange forskellige standard-repræsentationer, og forat kunne benytte tallet (2.2) som definition af integralet, må vi derfor sikre os, at dette tal ikkeafhænger af, hvilken standard-repræsentation afs der benyttes.
 2.1.1 Lemma. Lad s være en funktion fraSM(E) med to standard-repræsentationer (jvf. Be-mærkning 1.8.2(4)):
 n
 ∑j=1
 a j1A j = s=m
 ∑k=1
 bk1Bk.
 Da gælder der, atn
 ∑j=1
 a j µ(A j) =m
 ∑k=1
 bkµ(Bk).
 Bevis.Da der er tale om standard-repræsentationer, har vi de disjunkte opspaltninger:
 n⋃
 j=1A j = X =
 m⋃
 k=1Bk,
 og det følger derfor, at
 A j =m⋃
 k=1(A j ∩Bk), og µ(A j) =
 m
 ∑k=1
 µ(A j ∩Bk) for alle j = 1, . . . ,n,
 ligesom
 Bk =n⋃
 j=1(A j ∩Bk), og µ(Bk) =
 n
 ∑j=1
 µ(A j ∩Bk) for allek = 1, . . . ,m.
 Vi finder nu, atn
 ∑j=1
 a j µ(A j) =n
 ∑j=1
 m
 ∑k=1
 a j µ(A j ∩Bk),
 ligesomm
 ∑k=1
 bkµ(Bk) =m
 ∑k=1
 n
 ∑j=1
 bkµ(A j ∩Bk).
 Idet vi kan ombytte summations-ordenen i disse endelige summer, er vi færdige, hvis vi kanvise, at
 a j µ(A j ∩Bk) = bkµ(A j ∩Bk) (2.3)
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for alle j i {1, . . . ,n} ogk i {1, . . . ,m}. Lad derfor sådannej ogk være givne. HvisA j ∩Bk = /0,er (2.3) oplagt opfyldt, og ellers kan vi vælge et elementx i A j ∩Bk. DaA j ’erne ogBk’erne erdisjunkte, følger det, at
 a j = s(x) = bk,
 som implicerer gyldigheden af (2.3). �
 Med Lemma 2.1.1 i bagagen kan vi nu give følgende
 2.1.2 Definition. Ladsvære en ikke-negativ funktion fraSM(E) med standard-repræsentation
 s=n
 ∑j=1
 a j1A j ,
 hvora1, . . . ,an ≥ 0. Vi definerer daµ-integraletIµ(s) af sved
 Iµ(s) =n
 ∑j=1
 a j µ(A j) ∈ [0,∞].
 Med ovenstående definition har vi indført en afbildningIµ : SM(E)+ → [0,∞]. Følgende sæt-ning anfører en række nyttige egenskaber ved denne afbildning.
 2.1.3 Sætning.AfbildningenIµ : SM(E)+ → [0,∞] har følgende egenskaber:
 (i) Iµ(1A) = µ(A) for enhver mængdeA fra E.
 (ii) Iµ(as) = aIµ(s) for alles i SM(E)+ og a i [0,∞).
 (iii) Iµ(s+ t) = Iµ(s)+ Iµ(t) for alles, t fra SM(E)+.
 (iv) Iµ(s) ≤ Iµ(t) for alles, t fra SM(E)+, således ats≤ t.
 Bevis.(i) og (ii) følger umiddelbart af Definition 2.1.2 og overlades til læseren.
 (iii) Lad s og t være funktioner fraSM(E)+ med standard-repræsentationer:
 s=n
 ∑j=1
 a j1A j , og t =m
 ∑k=1
 bk1Bk,
 hvora1, . . . ,an,b1, . . . ,bm≥ 0. IdetA1, . . . ,An ogB1, . . . ,Bm udgør disjunkte opspaltninger afX,har vi, at
 1A j =m
 ∑k=1
 1A j∩Bk, og 1Bk =n
 ∑j=1
 1A j∩Bk,
 og vi finder derfor, at
 s+ t =n
 ∑j=1
 m
 ∑k=1
 a j1A j∩Bk +m
 ∑k=1
 n
 ∑j=1
 bk1A j∩Bk =n
 ∑j=1
 m
 ∑k=1
 (a j +bk)1A j∩Bk. (2.4)
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Ved en passende identifikation af mængden{( j,k) | j = 1, . . . ,n, k= 1, . . . ,m}med{1,2, . . . ,mn}kan vi opfatte det sidste udtryk i (2.4) som en standard-repræsentation afs+ t, og det følger der-for, at
 Iµ(s+ t) =n
 ∑j=1
 m
 ∑k=1
 (a j +bk)µ(A j ∩Bk)
 =n
 ∑j=1
 a j
 m
 ∑k=1
 µ(A j ∩Bk)+m
 ∑k=1
 bk
 n
 ∑j=1
 µ(A j ∩Bk)
 =n
 ∑j=1
 a jµ(A j)+m
 ∑k=1
 bkµ(Bk)
 = Iµ(s)+ Iµ(t).
 (iv) Antag, ats, t ∈ SM(E)+, og ats≤ t. Så ert − s igen en funktion fraSM(E)+, og vedanvendelse af (iii) finder vi derfor, at
 Iµ(t) = Iµ(s+(t−s)) = Iµ(s)+ Iµ(t −s) ≥ Iµ(s),
 som ønsket. �
 2.2 Integration af positive målelige funktioner
 I dette afsnit betragter vi igen et fast målrum(X,E,µ). Vi skal i det følgende indføreµ-integralet∫
 f dµ af en generel funktionf : X → [0,∞] fra M(E)+. Hvis man igen tager udgangspunkt iareal-fortolkningen af integralet (nårµ er Lebesgue-målet), er følgende definition naturlig:
 2.2.1 Definition. Lad f være en funktion fraM(E)+. Vi definerer daµ-integralet∫
 f dµ af fved ∫
 f dµ = sup({
 Iµ(s)∣∣ s∈ SM(E)+, og s≤ f
 })∈ [0,∞].
 2.2.2 Bemærkning.Hvis f ,g er to funktioner fraM(E)+, således atf ≤ g, da gælder deroplagt, at
 {Iµ(s)
 ∣∣ s∈ SM(E)+ ogs≤ f
 }⊆
 {Iµ(s)
 ∣∣ s∈ SM(E)+ og s≤ g
 },
 og det følger derfor umiddelbart fra Definition 2.2.1, at∫
 f dµ ≤∫
 gdµ. �
 I øjeblikket giver Definition 2.1.2 og Definition 2.2.1 to umiddelbart forskellige definitioner afµ-integralet af en funktion fraSM(E)+ ⊆ M(E)+. Sprogbrugen retfærdiggøres af følgende
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2.2.3 Lemma. For enhver funktions fra SM(E)+ gælder der, at∫
 sdµ = Iµ(s).
 Bevis.Ladsvære en givet funktion fraSM(E)+. Da erIµ(s) selv et element i den mængde, dertages supremum over i definition af
 ∫sdµ, og det følger derfor umiddelbart, at
 Iµ(s) ≤∫
 sdµ.
 Hvis omvendtt er en funktion fraSM(E)+, således att ≤ s, da giver Sætning 2.1.3(iv), atIµ(t)≤ Iµ(s), og dermed følger det umiddelbart fra definitionen af
 ∫
 sdµ, at også∫
 sdµ ≤ Iµ(s),
 som ønsket. �
 Det næste resultat er af fundamental betydning for integralet og dets anvendelser. Det omtalesofte somLebesgues Sætning om monoton konvergenseller Lebesgues Monotonisætningellersimpelthenmonoton konvergens9. Resultatet er et eksempel på, hvordan man under passen-de betingelser kan bytte om på integration og grænseovergang for en følge( fn) af måleligefunktioner. Vi skal senere se andre eksempler på dette fænomen, idet vi dog med det samme un-derstreger, at derikkeer tale om et generelt gældende fænomen (jvf. Eksempel 2.2.6nedenfor).
 2.2.4 Hovedsætning. (Monoton Konvergens)Lad ( fn) være en følge af funktioner fraM(E)+, således at
 f1 ≤ f2 ≤ f3 ≤ ·· · .Da er funktionenf = supn∈N fn = limn→∞ fn igen et element iM(E)+, og der gælder, at
 ∫
 f dµ =∫
 limn→∞
 fndµ = limn→∞
 ∫
 fndµ = supn∈N
 ∫
 fndµ.
 Bevis.Da ( fn) er voksende, følger det umiddelbart, at supn∈N fn = limn∈N fn, og Sætning 1.6.6fortæller, at denne funktion, som vi altså kalder forf , igen er et element iM(E)+. Ifølge Be-mærkning 2.2.2 er
 ∫
 fndµ voksende in, ligesom∫
 fndµ ≤∫
 f dµ for allen. Dermed følger detogså umiddelbart, at
 limn→∞
 ∫
 fndµ = supn∈N
 ∫
 fndµ ≤∫
 f dµ.
 Tilbage står derfor at vise, at∫
 f dµ ≤ supn∈N
 ∫
 fndµ,
 9I [Sc] omtales Hovedsætning 2.2.4 som Beppo-Levis Sætning.
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hvilket ifølge Definition 2.2.1 kommer ud på, at
 Iµ(s) ≤ supn∈N
 ∫
 fndµ for alles i SM(E)+ således ats≤ f .
 Lad derfor en sådan funktions være givet, og bemærk så, at det er nok at vise, at
 αIµ(s) ≤ supn∈N
 ∫
 fndµ, for ethvertα i (0,1).
 Lad derfor ogsåα fra (0,1) være givet. Hvis nux ∈ X, således atf (x) > 0, så gælder der, atαs(x) < f (x), og ifølge definitionen aff findes derfor etmx i N, således at
 αs(x) ≤ fn(x) for allen i N for hvilke n≥ mx. (2.5)
 Hvis derimodf (x) = 0, så har vi, ats(x) = 0 = fn(x) for alle n, og derfor er (2.5) opfyldt medmx = 1. Ovenstående viser, at hvis vi for hvertm i N definerer
 Bm := {x∈ X | αs(x) ≤ fm(x)},
 så gælder der, at⋃
 m∈NBm = X. (2.6)
 Da ( fn) er voksende, gælder der yderligere, at
 B1 ⊆ B2 ⊆ B3 ⊆ ·· · . (2.7)
 Bemærk endvidere, at definitionen afBm medfører uligheden:
 αs1Bm ≤ fm for allem i N,
 hvor αs1Bm ∈ SM(E)+. Det følger derfor fra Sætning 2.1.3(ii) og Definitionen af∫
 fmdµ, at
 αIµ(s1Bm) = Iµ(αs1Bm) ≤∫
 fmdµ ≤ supn∈N
 ∫
 fndµ
 for ethvertm i N. Vi kan dermed også slutte, at
 α limsupm→∞
 Iµ(s1Bm) ≤ supn∈N
 ∫
 fndµ. (2.8)
 For at bestemme venstresiden i (2.8) indfører vi nu en standard-repræsentation
 s=N
 ∑j=1
 a j1A j
 af s, hvora1, . . . ,aN ≥ 0. Det følger da, ats1Bm har standard-repræsentationen
 s1Bm =N
 ∑j=1
 a j1A j∩Bm +0 ·1Bcm,
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således at
 Iµ(s1Bm) =N
 ∑j=1
 a j µ(A j ∩Bm).
 For hvert j i {1, . . . ,N} gælder der ifølge (2.6) og (2.7), atA j ∩Bm ↑ A j for m→ ∞, og vedanvendelse af Sætning 1.3.4(v) finder vi derfor, at
 limsupm→∞
 Iµ(s1Bm) = limsupm→∞
 N
 ∑j=1
 a j µ(A j ∩Bm) =N
 ∑j=1
 a j µ(A j) = Iµ(s).
 Indsættes dette i vurderingen (2.8), fremgår det, atαIµ(s)≤ supn∈N∫
 fndµ, som er den ønskedeulighed. �
 Som en umiddelbar konsekvens af Hovedsætning 2.2.4 noterervi, at integralet∫
 f dµ af engenerel funktion fraM(E)+ alternativt kunne defineres som grænsen af integralerne af en vok-sende følge af simple funktioner, der approksimererf :
 2.2.5 Korollar. Lad f være en funktion fraM(E)+, og lad (sn) være en voksende følge affunktioner fraSM(E)+, som opfylder, at
 sn(x) ↑ f (x) for n→ ∞
 for allex i X (jvf. Sætning 1.8.3). Da gælder der, at∫
 f dµ = limn→∞
 ∫
 sndµ = limn→∞
 Iµ(sn).
 Bevis.Det første lighedstegn følger af Hovedsætning 2.2.4; det andet af Lemma 2.2.3. �
 2.2.6 Eksempler. (A) Det er ikke svært at give eksempler på, at man ikke generelt kan byt-te om på integration og grænseovergang for følger af positive funktioner. Vi kan f.eks.genbruge eksemplet fra Bemærkning 1.3.6(2): Betragt målrummet(N,P(N),τ), hvor τer tællemålet, og definér herpå følgen( fn) af funktioner ved
 fn = 1{n,n+1,n+2,...}, (n∈ N).
 Det følger så, atlimn→∞
 fn(x) = 0 for allex i N,
 men samtidig har vi, at∫
 fndτ = τ({n,n+1,n+2, . . .}) = ∞
 for allen i N.
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(B) Antag, atµ er et mål på(R,B(R)), og lad f være en funktion fraM(B(R))+. Så gælderder oplagt, atf 1[−n,n] ↑ f for n→ ∞, og Hovedsætning 2.2.4 fortæller derfor, at
 ∫
 f 1[−n,n] dµ ↑∫
 f dµ for n→ ∞.
 I tilfældet hvorµ er Lebesgue-måletλ , og hvor f yderligere er en kontinuert funktion, dakan man, som vi skal se i Afsnit 2.7, identificere integralet
 ∫
 f 1[−n,n] dλ med Riemann-integralet R
 ∫ n−n f (x)dx. Dermed kan man altså i denne situation bestemme integralet
 ∫
 f dλ som en grænseværdi af sædvanlige Riemann-integraler. Og Riemann-integralerkan jo (i princippet) udregnes ved stamfunktionsbestemmelse (se f.eks. opgaverne 2.8.5og 2.8.7). ⋄
 Ved hjælp af Korollar 2.2.5 kan vi nu let vise en række andre vigtige egenskaber ved det gene-relle integral ud fra de tilsvarende egenskaber forIµ i Sætning 2.1.3.
 2.2.7 Sætning.Lad f ,g være funktioner iM(E)+. Da gælder følgende udsagn:
 (i)∫
 1Adµ = µ(A) for enhver mængdeA fra E.
 (ii)∫
 α f dµ = α∫
 f dµ for alleα i [0,∞).
 (iii)∫
 ( f +g)dµ =∫
 f dµ +∫
 gdµ.
 (iv)∫
 f dµ ≤∫
 gdµ, hvis f ≤ g.
 Bevis.Vi har allerede etableret (i) og (iv) (jvf. Lemma 2.2.3 og Bemærkning 2.2.2).
 (ii) Lad α fra [0,∞) være givet, og vælg en følge(sn) af funktioner fraSM(E)+, således atsn ↑ f for n → ∞ (jvf. Sætning 1.8.3). Så gælder der for hvertn, at αsn ∈ SM(E)+, ligesomαsn ↑ α f for n→ ∞. Ved anvendelse af Korollar 2.2.5 og Sætning 2.1.3 finder vi derfor, at
 ∫
 α f dµ = limn→∞
 Iµ(αsn) = α limn→∞
 Iµ(sn) = α∫
 f dµ,
 som ønsket.
 (iii) Vælg følger(sn) og(tn) fraSM(E)+, således atsn ↑ f ogtn ↑ g for n→∞. Så gælder der forhvertn, atsn+tn ∈ SM(E)+, ligesomsn+tn ↑ f +g for n→∞. Ved anvendelse af Korollar 2.2.5og Sætning 2.1.3 finder vi så, at
 ∫
 ( f +g)dµ = limn→∞
 Iµ(sn+ tn) = limn→∞
 (Iµ(sn)+ Iµ(tn)
 )=
 ∫
 f dµ +∫
 gdµ.
 Dermed er sætningen vist. �
 2.2.8 Bemærkning.Udsagn (ii) i Sætning 2.2.7 gælder faktisk også i tilfældet,hvorα = ∞. Foren funktion f fra M(E)+ har vi nemlig, atn · f ↑ ∞ · f for n→ ∞, hvilket ifølge Sætning 1.6.7sikrer, at∞ · f ∈ M(E)+. Endvidere giver Hovedsætning 2.2.4 sammen med Sætning 2.2.7(ii),at ∫
 ∞ · f dµ = limn→∞
 ∫
 n · f dµ = limn→∞
 n∫
 f dµ = ∞∫
 f dµ,
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som påstået. �
 Med Sætning 2.2.7 har vi foreløbig afsluttet konstruktionen af integralet (af positive, måleligefunktioner). Vi skal herefter anføre endnu et par nyttige konsekvenser af Hovedsætning 2.2.4.
 2.2.9 Sætning.Lad ( fn) være en følge af funktioner fraM(E)+, og betragt sumfunktionen
 u(x) =∞
 ∑n=1
 fn(x), (x∈ X).
 Så eru igen en funktion fraM(E)+, og
 ∫
 udµ =
 ∫ ( ∞
 ∑n=1
 fn)
 dµ =∞
 ∑n=1
 ∫
 fndµ.
 Bevis.For hvertn i N betragter vi funktionenun givet ved
 un =n
 ∑j=1
 f j ∈ M(E)+,
 og da alle led er positive funktioner, bemærker vi, atun ↑ u for n → ∞. Dermed sikrer Sæt-ning 1.6.6, atu∈M(E)+, og Hovedsætning 2.2.4 giver derefter sammen med Sætning 2.2.7(iii),at
 ∫
 udµ = limn→∞
 ∫
 undµ = limn→∞
 ∫ ( n
 ∑j=1
 f j
 )
 dµ = limn→∞
 n
 ∑j=1
 ∫
 f j dµ =∞
 ∑j=1
 ∫
 f j dµ,
 som ønsket. �
 2.2.10 Sætning. (Fatous Lemma)For enhver følge( fn) af funktioner fraM(E)+ gælder der,at lim infn→∞ fn ∈ M(E)+, og at
 ∫ (
 lim infn→∞
 fn)
 dµ ≤ lim infn→∞
 ∫
 fndµ.
 Bevis.Vi har set i Sætning 1.6.6, at lim infn→∞ fn ∈M(E)+. For hvertk i N betragter vi herefterfunktionenuk givet ved
 uk = infn≥k
 fn ∈ M(E)+,
 og vi husker, atuk ↑ lim infn→∞ fn for k → ∞. Ved anvendelse af Hovedsætning 2.2.4 finder viderfor, at
 ∫ (
 lim infn→∞
 fn)
 dµ = limk→∞
 ∫
 ukdµ = limk→∞
 ∫ (
 infn≥k
 fn)
 dµ ≤ lim infk→∞
 ∫
 fk dµ, (2.9)
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hvor vi til sidst benytter, at for hvertk er infn≥k fn ≤ fk, og dermed∫ (
 infn≥k
 fn)
 dµ ≤∫
 fk dµ,
 ved anvendelse af Bemærkning 2.2.2. Bemærk også, at da vi ikke kan vide, om∫
 fkdµ konver-gerer fork→ ∞, må vi erstatte lim med liminf i den sidste vurdering i (2.9). �
 Vi skal afslutningsvist i dette afsnit vise, atµ-integralet for positive målelige funktioner kan ka-rakteriseres som en afbildningEµ : M(E)+ → [0,∞] opfyldende tre grundlæggende egenskaber.Som vi skal se en række eksempler på, er dette specielt nyttigt, når man ønsker at fastlægge,hvordan man integrerer mht. et konkret målµ.
 2.2.11 Hovedsætning.Lad (X,E,µ) være et målrum. Der findes da én og kun én afbildningEµ : M(E)+ → [0,∞] med følgende egenskaber:
 (i1) Eµ(1A) = µ(A) for enhver mængdeA fra E.
 (i2) Eµ( f +g) = Eµ( f )+Eµ(g) for alle f ,g i M(E)+.
 (i3) for enhvervoksendefølge( fn) af funktioner fraM(E)+ gælder der, at
 Eµ
 (
 limn→∞
 fn)
 = limn→∞
 Eµ( fn).
 AfbildningenEµ er specifikt givet ved
 Eµ( f ) =
 ∫
 f dµ ( f ∈ M(E)+). (2.10)
 Bevis.Eksistens-delen følger umiddelbart af, at afbildningenEµ givet ved (2.10) har egenska-berne (i1)-(i3) ifølge Hovedsætning 2.2.4 og Sætning 2.2.7.
 Med hensyn til entydighedsdelen antager vi, atEµ : M(E)+ → [0,∞] er en afbildning, der op-fylder (i1)-(i3), og vi vil vise, atEµ nødvendigvis må være givet ved (2.10). Vi viser først, atEµ som konsekvens af (i1)-(i3) også opfylder følgende betingelse:
 (i4) Eµ(α f ) = αEµ( f ) for alle f i M(E)+ og α i [0,∞).
 I tilfældetα = 0 finder vi ved anvendelse af (i1), at
 Eµ(0 · f ) = Eµ(0) = Eµ(1/0) = µ( /0) = 0 = 0 ·Eµ( f ).
 Hvis α = n∈ N, finder vi derpå ved hjælp af (i2), at
 Eµ(n f) = Eµ( f + f + · · ·+ f ) = Eµ( f )+Eµ( f )+ · · ·+Eµ( f ) = nEµ( f ). (2.11)
 Hvis såα = r ∈ Q∩ (0,∞), skriver vi r på formenr = p/q, hvor p,q ∈ N. Det følger så vedanvendelse af (2.11), at
 pEµ( f ) = Eµ(p f) = Eµ(qr f ) = qEµ(r f ),
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som ved division medq giver, atrEµ( f ) = Eµ(r f ). For et genereltα i (0,∞) kan vi vælge envoksende følge(rn) fra (0,α)∩Q, således atrn ↑ α for n→ ∞. Så gælder der også, atrn f ↑ α ffor n→ ∞, og ved anvendelse af (i3) følger det så endelig, at
 Eµ(α f ) = limn→∞
 Eµ(rn f ) = limn→∞
 rnEµ( f ) = αEµ( f ),
 som ønsket.
 Efter at have etableret (i4) viser vi, atEµ opfylder (2.10) ved anvendelse af “standard-beviset”(jvf. indledningen til Afsnit 1.8). Vi betragter således først en funktions fra SM(E)+ skrevet påformen:
 s=N
 ∑j=1
 a j1A j ,
 hvora1, . . . ,aN ≥ 0. Ved anvendelse af (i2),(i4) og (i1) følger det så, at
 Eµ(s) = Eµ
 ( N
 ∑j=1
 a j1A j
 )
 =N
 ∑j=1
 a jEµ(1A j ) =N
 ∑j=1
 a j µ(A j) =∫
 sdµ.
 Betragt derefter en vilkårlig funktionf i M(E)+. Ifølge Sætning 1.8.3 kan vi vælge en følge(sn) af funktioner fraSM(E)+, således atsn ↑ f for n→ ∞. Det følger da fra (i3), det netop visteog Hovedsætning 2.2.4, at
 Eµ( f ) = limn→∞
 Eµ(sn) = limn→∞
 ∫
 sndµ =∫
 f dµ,
 som ønsket. Dermed er også entydigheden vist.�
 2.2.12 Bemærkninger. (1) Sætning 2.2.11 ovenfor kan som nævnt bl.a. benyttes til at fast-lægge virkningen af integralet med hensyn til et givet mål. For et punkta i X gælder derf.eks., at ∫
 f dδa = f (a) for alle f i M(E)+,
 hvilket kan ses som en konsekvens af, at afbildningenEa : M(E)+ → [0,∞] givet ved
 Ea( f ) := f (a), ( f ∈ M(E)+)
 let ses at have egenskaberne (i1)-(i3) i tilfældetµ = δa (se Opgave 2.8.3).
 (2) En anden konsekvens af Sætning 2.2.11 er, at enhver afbildningEµ : M(E)+ → [0,∞], derbesidder egenskaberne (i1)-(i3), automatisk også besidder samtlige øvrige egenskaber,som vi har udledt for integralet (f.eks. Fatous Lemma), og samtlige egenskaber som viskal udlede i de efterfølgende afsnit. �
 2.2.13 Eksempel. (Integration med hensyn til tællemålet påN) Vi betragter i dette eksem-pel målrummet(N,P(N),τ), hvorτ betegner tællemålet påN. DaN er udstyret medσ -algebraenP(N) bestående af alle delmængder afN, er alle funktionerf : N → R målelige. Vi ønsker atvise, at der for enhver funktionf : N → [0,∞] gælder, at
 ∫
 f dτ =∞
 ∑n=1
 f (n). (2.12)
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Hertil kunne vi benytte Sætning 2.2.11 og bevise, at højresiden af (2.12) (som funktion aff )opfylder betingelserne (i1)–(i3). Det er imidlertid nemmere at bemærke10, at enhver funktionf : N → [0,∞] kan skrives som en rækkesum:
 f (n) =∞
 ∑k=1
 f (k)1{k}(n), (n∈ N).
 Ved anvendelse Sætning 2.2.9 følger det derfor, at∫
 f dτ =
 ∫ ( ∞
 ∑k=1
 f (k)1{k})
 dτ =∞
 ∑k=1
 ∫
 f (k)1{k}dτ =∞
 ∑k=1
 f (k)∫
 1{k}dτ
 =∞
 ∑k=1
 f (k)τ({k}) =∞
 ∑k=1
 f (k),
 som ønsket. ⋄
 2.3 Nulmængder ogµ-næsten overalt
 I det følgende betragtes et fast målrum(X,E,µ). I forbindelse med overvejelser omkringµ-integralet er det praktisk at indføre terminologien “µ-næsten overalt” for egenskaber, der måskeikke gælder for allex i X, men hvor måletµ “ikke kan registrere” dex’er i X, for hvilkeegenskaben ikke gælder. Hvis f.eks.f ∈ M(E)+, og
 ∫
 f dµ = 0, så kan man ikke slutte, atf (x) = 0 for allex i X, men dog atµ({x ∈ X | f (x) > 0}) = 0 (jvf. Sætning 2.3.6 nedenfor).Vi siger i denne situation, atf (x) = 0 µ-næsten overalt. Vi skal nedenfor indføre terminologiengenerelt, men vi starter med at indføre de såkaldteµ-nulmængder.
 2.3.1 Definition. En delmængdeN af X kaldes enµ-nulmængde, hvis der findes en mængdeAfra E, således at
 N ⊆ A, og µ(A) = 0.
 Systemet af nulmængder iX betegnes medNµ .
 2.3.2 Bemærkninger. (1) En mængdeA fra E er enµ-nulmængde, hvis og kun hvisµ(A) =0. Specielt ses, at /0∈ Nµ .
 (2) Hvis (Nn)n∈N er en følge afµ-nulmængder, så er⋃
 n∈N Nn igen enµ-nulmængde. Forhvertn kan vi nemlig vælge en mængdeAn fra E, således atNn ⊆ An, og såµ(An) = 0.Det følger så, at
 ⋃
 n∈NNn ⊆
 ⋃
 n∈NAn ∈ E, og µ
 ( ∞⋃
 n=1An
 )≤
 ∞
 ∑n=1
 µ(An) = 0,
 ved anvendelse af Sætning 1.3.4(iv). �
 10Denne metode virker ikke, hvisτ er tællemålet på en overtællelig mængdeX (f.eks.X = R), og i den situationmå man derfor gå frem via Hovedsætning 2.2.11 (eller lignende) for at etablere et resultat svarende til (2.12).
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2.3.3 Eksempel.Betragt målrummet(Rd,B(Rd),λd). Det er ikke svært at indse, at for et-hvert punktx i Rd er den tilhørende et-punktsmængde (eller singleton){x} en (målelig)λd-nulmængde (overvej!). Enhver tællelig delmængdeM = {xn | n∈ N} af Rd kan vi skrive som(den tællelige) foreningsmængde af et-punktsmængderne svarende til dens elementer:
 M =⋃
 n∈N{xn}.
 Det følger derfor fra Bemærkning 2.3.2(2), at enhver tællelig delmængde afRd er en (måle-lig) λd-nulmængde. Specielt noterer vi, atQd er enλd-nulmængde. DaQd er tæt iRd (jvf.Opgave 1.9.2), ser vi, atλd-nulmængder godt kan “fylde meget” (i topologisk forstand). ⋄
 Som nævnt skal vi herefter indføre egenskaber blandt elementerne iX, der gælder “µ-næstenoveralt”. Formelt kan vi betragte en egenskab blandt elementerne iX som en afbildningp: X →{sand, falsk}, hvor fortolkningen naturligvis er, atx fra X har egenskabenp, hvis og kun hvisp(x) = sand. Men disse konventioner kan vi nu indføre følgende:
 2.3.4 Terminologi. Lad p være en egenskab blandt elementerne iX. Egenskabenp siges da atgælde
 µ-næsten overalt eller forµ-næsten allex,
 hvis mængden{x∈ X | p(x) = sand}c = {x∈ X | p(x) = falsk}
 er enµ-nulmængde.
 Ofte benytter man forkortelserne “n.o.” og “n.a.” for “næsten overalt” og “næsten alle”. I sand-synlighedsteori siges ofte “næsten sikkert”, forkortet “n.s.”, i stedet for næsten overalt.
 2.3.5 Eksempler. (A) Betragt en reel funktionf : X → R. Vi siger da, at
 f > 0 µ-næsten overalt, eller at f (x) > 0 for µ-næsten allex,
 hvis{x∈ X | f (x) ≤ 0} er enµ-nulmængde.
 (B) Lad f , f1, f2, f3, . . . være funktioner fraX ind i R. Vi siger da, at
 fn −→n→∞
 f µ-næsten overalt, eller at fn(x) −→n→∞
 f (x) for µ-næsten allex,
 hvis{x∈ X | fn(x) 6→ f (x)} er enµ-nulmængde. ⋄
 Udover det i indledningen til dette afsnit postulerede resultat (jvf. (i) nedenfor) viser nedenstå-ende sætning bl.a., atµ-integralet “ikke kan mærke”µ-nulmængder (se punkt (ii) og (iv)).
 2.3.6 Sætning.Lad f ,g være funktioner fraM(E)+. Da gælder der, at
 (i)∫
 f dµ = 0 ⇐⇒ f = 0 µ-n.o.
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(ii)∫
 f 1N dµ = 0 for enhver mængdeN i Nµ ∩E.
 (iii) Hvis∫
 f dµ < ∞, så gælder der, atf < ∞ µ-n.o.
 (iv) Hvis f = g µ-n.o., så gælder der, at∫
 f dµ =∫
 gdµ.
 Før beviset indfører vi lidt mere bekvem notation:
 2.3.7 Notation. Betragt reelle funktionerf ,g: X → R defineret påX. Vi benytter da symbolet“{ f > g}” som kort notation for mængden{x ∈ X | f (x) > g(x)}. Notationen generalisererumiddelbart til en lang række af mængder, f.eks.
 { f = g} := {x∈ X | f (x) = g(x)}
 { f 6= g} := {x∈ X | f (x) 6= g(x)}
 {exp( f ) ≤ g2} := {x∈ X | exp( f (x)) ≤ g(x)2}.
 Den beskrevne notation vil blive benyttet frit i det følgende.
 Bevis for Sætning 2.3.6. (i) Ved anvendelse af Bemærkning 2.2.8 noterer vi først, at
 ∞∫
 f dµ =∫
 ∞ · f dµ =∫
 ∞ ·1{ f>0}dµ = ∞∫
 1{ f>0}dµ = ∞ ·µ({ f > 0}),
 hvor 2. lighedstegn benytter, at∞ ·0= 0 (jvf. Appendix A.3). Det følger fra ovenstående udreg-ning, at
 ∫
 f dµ = 0 ⇐⇒ ∞∫
 f dµ = 0 ⇐⇒ ∞ ·µ({ f > 0}) = 0
 ⇐⇒ µ({ f > 0}) = 0 ⇐⇒ f = 0 µ-næsten overalt.
 (ii) Dette følger umiddelbart fra (i), idetf 1N = 0 µ-næsten overalt.
 (iii) Antag, at∫
 f dµ < ∞. Idet f ≥ ∞ · 1{ f=∞}, følger det ved anvendelse af Bemærkninger-ne 2.2.2 og 2.2.8, at
 ∞ >
 ∫
 f dµ ≥∫
 ∞ ·1{ f=∞}dµ = ∞∫
 1{ f=∞}dµ = ∞ ·µ({ f = ∞}),
 hvilket medfører, atµ({ f = ∞}) = 0.
 (iv) Antag, at f = g µ-n.o., altså atµ({ f 6= g}) = 0 (jvf. Eksempel 1.6.10). Det følger så fra(ii), at
 ∫
 f dµ =
 ∫
 f 1{ f=g} dµ +
 ∫
 f 1{ f 6=g}dµ =
 ∫
 f 1{ f=g} dµ
 =∫
 g1{ f=g}dµ =∫
 g1{ f=g}dµ +∫
 g1{ f 6=g}dµ =∫
 gdµ,
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hvor vi i tredje lighedstegn benytter, at funktionernef 1{ f=g} ogg1{ f=g} er identiske. �
 2.4 Integration af reelle funktioner
 Vi skal i dette afsnit udvide integralet til klasser af funktioner med værdier iR = [−∞,∞], idetden væsentligste interesse naturligvis påkaldes af funktioner med værdier iR. Vi vil i detteafsnit benytte notationen:
 Eµ( f ) =
 ∫
 f dµ for enhver funktionf fra M(E)+.
 Dette er til dels for at kunne gøre brug af en kort notation menogså for igennem notationen atkunne tydeliggøre, hvordan de integraler, der indføres i dette afsnit, og deres egenskaber etab-leres udfra integralerne af ikke-negative funktioner, somblev indført i foregående afsnit. I deefterfølgende afsnit vil vi vende tilbage til notationen
 ∫f dµ også for ikke-negative funktioner
 f . Vi minder om (jvf. Bemærkning 1.6.9), at for en funktionf : X → R betegnerf + og f− hhv.positiv- og negativdelen aff , og der gælder, at
 f = f +− f−, og | f | = f + + f−.
 Endvidere har vi set, atf +, f− ∈ M(E)+, hvis og kun hvisf ∈ M(E).
 2.4.1 Definition. For et målrum(X,E,µ) definerer vi klasserneL(µ) og L1(µ) af måleligefunktioner fraX ind i R ved:
 L(µ) = { f ∈ M(E) | Eµ( f +)∧Eµ( f−) < ∞}
 ogL1(µ) = { f ∈ M(E) | Eµ( f +)∨Eµ( f−) < ∞}.
 2.4.2 Bemærkninger. (1) En funktionf fra L1(µ) kan kun antage reelle værdier; værdierne±∞ er pr. definition udelukkede.
 (2) Det følger umiddelbart fra definitionerne afL(µ) ogL1(µ), at
 M(E)+ ⊆ L(µ), og L1(µ) ⊆ L(µ).
 (3) For allea i R og f i L(µ) har vi også, ata f ∈ L(µ). Der gælder nemlig, at
 (a f)± =
 {
 a f±, hvisa≥ 0
 |a| f∓, hvisa < 0,
 og dermed i alle tilfælde at
 Eµ((a f)+)∧Eµ((a f)−) = Eµ(|a| f +)∧Eµ(|a| f−) = |a|(Eµ( f +)∧Eµ( f−)).
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(4) For f i M(E) gælder der, at
 Eµ(| f |) = Eµ( f + + f−) = Eµ( f +)+Eµ( f−),
 og dermed fremgår det, at
 Eµ( f +)∨Eµ( f−) ≤ Eµ(| f |)≤ 2(Eµ( f +)∨Eµ( f−)
 ),
 hvilket medfører følgende alternative karakterisering afL1(µ):
 L1(µ) = { f ∈ M(E) | Eµ(| f |) < ∞}. (2.13)
 For f ,g i M(E) oga i R har vi endvidere ifølge (ii)–(iv) i Sætning 2.2.7, at
 Eµ(|a f |) = |a|Eµ(| f |), og Eµ(| f +g|) ≤ Eµ(| f |+ |g|) = Eµ(| f |)+Eµ(|g|),og sammen med (2.13) viser dette, atL1(µ) er et vektorrum.
 (5) Hvis f ∈ L(µ), ogg∈ L1(µ), så gælder der også, atf +g∈ L(µ). Vi har nemlig, at
 ( f +g)+ = ( f +g)∨0≤ f ∨0+g∨0 = f + +g+, (2.14)
 og( f +g)− = −
 (( f +g)∧0
 )≤−( f ∧0+g∧0) = f− +g−, (2.15)
 og dermed følger det vha. (ii)–(iv) i Sætning 2.2.7, at
 Eµ(( f +g)+)∧Eµ(( f +g)−) ≤ (Eµ( f +)+Eµ(g+))∧ (Eµ( f−)+Eµ(g−)),
 hvor højresiden er endelig, hvisf ∈ L(µ) og g∈ L1(µ). �
 2.4.3 Definition. For en funktionf i L(µ) defineres integralet∫
 f dµ af f med hensyn tilµved ∫
 f dµ = Eµ( f +)−Eµ( f−). (2.16)
 2.4.4 Bemærkninger. (1) Definitionen afL(µ) sikrer, at vi ikke kommer til at “trække∞ fra∞” i formel (2.16).
 (2) Hvis f ∈ L(µ)\L1(µ), så gælder der, at
 ∫
 f dµ =
 {
 ∞, hvisEµ( f +) = ∞−∞, hvisEµ( f−) = ∞.
 (3) For en funktionf fra M(E)+ har vi, at f− = 0, og dermed at∫
 f dµ = Eµ( f +)−Eµ( f−) = Eµ( f +) = Eµ( f ).
 For en generel funktionf fra L(µ) kan vi derfor også skrive∫
 f dµ =
 ∫
 f + dµ −∫
 f−dµ.
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(4) Antag, atf ,g∈ M(E), og at f = g µ-n.o. Så gælder der, atf ∈L(µ) ⇐⇒ g∈ L(µ), ogat f ∈L1(µ) ⇐⇒ g∈ L1(µ). Hvis f ∈ L(µ), gælder der endvidere, at
 ∫f dµ =
 ∫gdµ.
 Samtlige disse påstande følger umiddelbart af, atf± = g± µ-n.o., således atEµ( f±) =Eµ(g±) ifølge Sætning 2.3.6(iv).
 (5) I litteraturen benyttes mange alternative notationer for integralet∫
 f dµ, bl.a.∫
 Xf dµ,
 ∫
 f (x)µ(dx),∫
 f (x)dµ(x).
 Vi vil også i disse noter fremover gøre brug af de to førstnævnte. �
 2.4.5 Sætning.Lad (X,E,µ) være et målrum, og antag atf ,g∈ L(µ), og ata∈ R. Da gælderfølgende udsagn:
 (i)∫
 a f dµ = a∫
 f dµ.
 (ii) Hvis f ,g∈ L1(µ), har vi, at∫
 ( f +g)dµ =∫
 f dµ +∫
 gdµ.
 (iii) Hvis f ≤ g µ-n.o., gælder der, at∫
 f dµ ≤ ∫gdµ, og hvisyderligere f,g∈L1(µ), gælder
 bi-implikationen:∫
 f dµ =∫
 gdµ ⇐⇒ f = g µ-n.o.
 (iv)∣∣∫
 f dµ∣∣ ≤
 ∫
 | f |dµ.
 Bevis.(i) Hvis a≥ 0, finder vi ved anvendelse af Sætning 2.2.7(ii), at∫
 (a f)dµ = Eµ((a f)+)−Eµ((a f)−) = Eµ(a f+)−Eµ(a f−)
 = aEµ( f +)−aEµ( f−) = a∫
 f dµ,
 og hvisa < 0, har vi tilsvarende∫
 (a f)dµ = Eµ((a f)+)−Eµ((a f)−) = Eµ(|a| f−)−Eµ(|a| f +)
 = −aEµ( f−)+aEµ( f +) = a∫
 f dµ.
 (ii) Antag, at f ,g∈ L1(µ). Vi bemærker først, at
 ( f +g)+− ( f +g)− = f +g = f +− f− +g+ −g−,
 og dermed at (husk, at alle funktionsværdier er endelige)
 ( f +g)+ + f− +g− = ( f +g)− + f + +g+.
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Ved anvendelse af Sætning 2.2.7(iii) følger det derfor, at
 Eµ(( f +g)+)+Eµ( f−)+Eµ(g−) = Eµ(( f +g)−)+Eµ( f +)+Eµ(g+).
 Da alle indgående integraler er endelige (jvf. Bemærkning 2.4.2(4)), kan vi herfra slutte, at∫
 ( f +g)dµ = Eµ(( f +g)+)−Eµ(( f +g)−)
 = Eµ( f +)−Eµ( f−)+Eµ(g+)−Eµ(g−) =∫
 f dµ +∫
 gdµ,
 som ønsket.
 (iii) Vi bemærker først, at vi uden tab af generalitet kan antage, atf ≤ g overalt (dvs. foralle xi X) og ikke bareµ-n.o. I modsat fald kan vi nemlig erstattef og g med funktionernef 1{ f≤g}ogg1{ f≤g} uden at ændre på integralerne
 ∫
 f dµ,∫
 gdµ (jvf. Bemærkning 2.4.4(4)) eller på omf = g µ-n.o. Vi antager således, atf ≤ g, eller ækvivalent at
 f + ≤ g+, og f− ≥ g−.
 Ved anvendelse af Sætning 2.2.7(iv) finder vi så, at∫
 f dµ = Eµ( f +)−Eµ( f−) ≤ Eµ(g+)−Eµ(g−) =∫
 gdµ.
 Antages nu yderligere, atf ,g∈L1(µ), kan vi betragte funktioneng− f ∈L1(µ)+, og det følgerda fra (i) og (ii), at
 ∫
 gdµ =∫
 f dµ ⇐⇒∫
 (g− f )dµ = 0 ⇐⇒ g− f = 0 µ-n.o.,
 hvor vi til sidst benytter Sætning 2.3.6(i).
 (iv) Vi finder ved anvendelse af trekantsuligheden (for| · |), at
 ∣∣∣
 ∫
 f dµ∣∣∣ =
 ∣∣Eµ( f +)−Eµ( f−)
 ∣∣ ≤ Eµ( f +)+Eµ( f−)
 = Eµ( f + + f−) = Eµ(| f |) =∫
 | f |dµ.
 Dermed er sætningen vist. �
 2.4.6 Bemærkninger. (1) I forbindelse med (iii) i Sætning 2.4.5 bemærkes, at hvisf ,g ∈L(µ), f ≤ g, og
 ∫
 f dµ =∫
 gdµ = ∞, så kan manikke generelt slutte, atf = g µ-n.o.Betragt f.eks. funktionerne 1X og 21X, i tilfældet hvorµ(X) = ∞.
 (2) Formlen i Sætning 2.4.5(ii) gælder faktisk mere generelt i tilfældet, hvor f ∈ L(µ), ogg∈ L1(µ). Husk nemlig først fra Bemærkning 2.4.2(5), at under disse antagelser har vi,at f + g ∈ L(µ). Hvis såEµ( f +) og Eµ( f−) begge er endelige, så er mængdenN ={| f | = ∞} en µ-nulmængde, idetEµ(| f |) < ∞ (jvf. Sætning 2.3.6(iii)). Dermed følger
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det, at f 1Nc ∈ L1(µ), og ved anvendelse af Bemærkning 2.4.4(4) samt Sætning 2.4.5(ii)finder vi derfor, at
 ∫
 ( f +g)dµ =
 ∫
 ( f 1Nc +g)dµ =
 ∫
 f 1Nc dµ +
 ∫
 gdµ =
 ∫
 f dµ +
 ∫
 gdµ.
 Vi mangler således kun at betragte tilfældene, hvor entenEµ( f +) = ∞ eller Eµ( f−) = ∞.Antages f.eks., atEµ( f−) = ∞, så finder vi ved anvendelse af (2.15), at
 f− =(( f +g)+(−g)
 )− ≤ ( f +g)− +(−g)− = ( f +g)− +g+,
 således at∞ = Eµ( f−) ≤ Eµ(( f +g)−)+Eµ(g+).
 DaEµ(g+) < ∞, kan vi altså slutte, atEµ(( f +g)−) = ∞, og dermed at∫
 ( f +g)dµ = Eµ(( f +g)+)−Eµ(( f +g)−) = −∞
 = Eµ( f +)−Eµ( f−)+
 ∫
 gdµ =
 ∫
 f dµ +
 ∫
 gdµ.
 Tilfældet, hvorEµ( f +) = ∞, klares tilsvarende. �
 En ofte benyttet metode til at påvise, at en forelagt funktion f tilhørerL(µ), består i at sam-menlignef med en funktiong, som man ved tilhørerL(µ):
 2.4.7 Korollar. Lad f være en funktion iM(E).
 (i) Antag, at der findes en funktiong fra L(µ), således at
 f ≤ g µ-n.o. , og Eµ(g+) < ∞.
 Da gælder der også, atf ∈ L(µ), og at∫
 f dµ < ∞.
 (ii) Antag, at der findes en funktiong fra L(µ), således at
 f ≥ g µ-n.o. , og Eµ(g−) < ∞.
 Da gælder der også, atf ∈ L(µ), og at∫
 f dµ > −∞.
 (iii) Antag, at f kun antager reelle værdier, og at der findes en funktiong fra M(E)+, såledesat
 | f | ≤ g µ-n.o. , og Eµ(g) < ∞.
 Da gælder der, atf ∈ L1(µ).
 Bevis.(i) Da f ≤g µ-n.o., har vi specielt, atf + ≤g+ µ-n.o., og dermed giver Sætning 2.4.5(iii),at Eµ( f +) ≤ Eµ(g+) < ∞. Dette sikrer, atf ∈ L(µ), og at
 ∫
 f dµ = Eµ( f +)−Eµ( f−) < ∞.
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(ii) Da f ≥ g µ-n.o., har vi specielt, atf− ≤ g− µ-n.o., og udsagnet følger herefter ganske somi beviset for (i).
 (iii) Da | f | ≤ g µ-n.o., giver Sætning 2.4.5(iii), atEµ(| f |) ≤ Eµ(g) < ∞, og dermed atf ∈L1(µ) ifølge (2.13). �
 Lad os afslutningsvist i dette afsnit bemærke, at der mellemklasserneL1(µ) og L(µ) liggerklassen
 L1(µ) = { f ∈ M(E) | Eµ(| f |) < ∞},
 der kun adskiller sig fraL1(µ) derved, at funktionerne gerne må antage værdier i{−∞,∞}.BetingelsenEµ(| f |) < ∞ medfører dog ifølge Sætning 2.3.6(iii), at mængden
 N = {| f | = ∞} = {x∈ X | f (x) ∈ {−∞,∞}}
 er enµ-nulmængde, og funktionenf 1Nc er så et element iL1(µ), der opfylder, atf = f 1Nc
 µ-n.o. Generelt vil de resultater, som vi ovenfor og i det følgende beviser forL1(µ), således
 også være gyldige forL1(µ) (evt. i en passende modificeret form), hvilket i alle tilfælde indses
 ved at indføre en passendeµ-nulmængde11. Vi vil derfor ikke i det følgende arbejde specifikt
 med klassenL1(µ).
 2.5 Konvergenssætninger for integralet
 I dette afsnit betragtes et fast målrum(X,E,µ). Vi skal vise en række vigtige og nyttige resulta-ter om, hvornår man for en følge af funktioner fraM(E), der konvergererµ-næsten overalt, kanbytte om på rækkefølgen af grænseværdi og integration. Hovedsætning 2.2.4 er som tidligerenævnt et resultat af denne type, og vi starter med at vise en stærkere version af dette resultat.
 2.5.1 Sætning. (Generaliseret Monoton Konvergens) (i) Lad f , f1, f2, f3, . . . være funk-tioner fraM(E), som opfylder følgende tre betingelser:
 (a) f1 ≤ f2 ≤ f3 ≤ ·· · µ-n.o.
 (b)∫
 f−1 dµ < ∞.
 (c) f = limn→∞ fn µ-n.o.
 Da gælder der, atfn ∈ L(µ) for allen, f ∈ L(µ), og at∫
 fndµ ↑∫
 f dµ for n→ ∞.
 (ii) Antag, at f , f1, f2, f3, . . . er funktioner fraM(E), således at følgende tre betingelser eropfyldte:
 (d) f1 ≥ f2 ≥ f3 ≥ ·· · µ-n.o.
 (e)∫
 f +1 dµ < ∞.
 (f) f = limn→∞ fn µ-n.o.
 Da gælder der, atfn ∈ L(µ) for allen, f ∈ L(µ), og at∫
 fndµ ↓∫
 f dµ for n→ ∞.
 11Vi har allerede gennemført et argument af denne type i Bemærkning 2.4.6(2).
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Bevis.(i) Da fn ≥ f1 µ-n.o. for allen, og dermed ogsåf = limn→∞ fn ≥ f1 µ-n.o., så følger detumiddelbart fra Korollar 2.4.7(ii), atfn ∈ L(µ) for allen, og at f ∈ L(µ).
 For at vise konvergensudsagnet antager vi først, at (a) og (c) gælder overalt (og ikke bare næstenoveralt), samt atf−1 (x) < ∞ for allex i X. Bemærk så, at
 − f−1 ≤ f1 ≤ fn, og dermed at 0≤ f−1 + fn for allen.
 Ved anvendelse af Bemærkning 2.4.6(2) sammen med Hovedsætning 2.2.4 på den voksendefølge( f−1 + fn)n∈N fra M(E)+ finder vi så, at
 ∫
 f−1 dµ +
 ∫
 f dµ =
 ∫
 ( f−1 + f )dµ = limn→∞
 ∫
 ( f−1 + fn)dµ
 = limn→∞
 (∫
 f−1 dµ +∫
 fndµ)
 =∫
 f−1 dµ + limn→∞
 ∫
 fndµ,
 og dermed fremgår det ønskede ved subtraktion af det endelige tal∫
 f−1 dµ.
 Under de generelle antagelser i (i) bemærker vi først, at antagelse (b) ifølge Sætning 2.3.6(iii)medfører, atµ({ f−1 = ∞}) = 0. Sammen med antagelserne (a) og (c) kan vi dermed slutte, atmængden
 N = {x∈ X | fn(x) 6→ f (x)}∪{ f−1 = ∞}∪(
 ⋃
 n∈N{ fn > fn+1}
 )
 er en (målelig)µ-nulmængde. Funktionernefn1Nc og f 1Nc opfylder nu de skærpede forudsæt-ninger, under hvilke vi beviste konvergensudsagnet ovenfor, og vi kan derfor slutte, at
 ∫fn1Nc dµ ↑
 ∫
 f 1Nc dµ for n→ ∞. Men da fn = fn1Nc µ-n.o., ligesomf = f 1Nc µ-n.o., følger det herefterved anvendelse af Bemærkning 2.4.4(4), at også
 ∫
 fndµ ↑∫
 f dµ for n→ ∞.
 (ii) Funktionerne− f ,− f1,− f2,− f3, . . . opfylder betingelserne:
 • − f1 ≤− f2 ≤− f3 ≤ ·· · µ-n.o.
 •∫
 (− f1)−dµ =∫
 f +1 dµ < ∞.
 • − f = limn→∞(− fn) µ-n.o.
 Ved anvendelse af (i), Bemærkning 2.4.2(3) og Sætning 2.4.5(i) følger det derfor, atfn ∈ L(µ)for allen, at f ∈ L(µ), samt at
 −∫
 fndµ =
 ∫
 (− fn)dµ ↑∫
 (− f )dµ = −∫
 f dµ for n→ ∞,
 hvoraf det ønskede fremgår ved multiplikation med−1. �
 2.5.2 Sætning. (Generaliseret Fatous Lemma) (i) Lad( fn) være en følge af funktioner fraM(E), og antag, at der findes en funktiong fra L(µ), således at
 (a) fn ≥ g µ-n.o. for allen i N
 (b)∫
 g−dµ < ∞.
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Da gælder der, atfn ∈ L(µ) for allen, liminfn→∞ fn ∈ L(µ), og at∫ (
 lim infn→∞
 fn)
 dµ ≤ lim infn→∞
 ∫
 fndµ.
 (ii) Lad ( fn) være en følge af funktioner fraM(E), og antag, at der findes en funktiong fraL(µ), således at
 (c) fn ≤ g µ-n.o. for allen i N.
 (d)∫
 g+ dµ < ∞.
 Da gælder der, atfn ∈ L(µ) for allen, limsupn→∞ fn ∈ L(µ), og at∫ (
 limsupn→∞
 fn)
 dµ ≥ limsupn→∞
 ∫
 fndµ.
 Bevis. (i) Da fn ≥ g µ-n.o. for allen, og dermed også liminfn→∞ fn ≥ g µ-n.o., følger detumiddelbart fra Korollar 2.4.7(ii), atfn ∈ L(µ) for allen, og at liminfn→∞ fn ∈ L(µ).
 For hvertk i N betragter vi herefter funktionenuk givet ved
 uk = infn≥k
 fn ∈ M(E),
 og vi husker, atuk ↑ lim infn→∞ fn for k → ∞. Da g ≤ infn∈N fn = u1 µ-n.o., følger det vi-dere fra Sætning 2.4.5(iii), at
 ∫u−1 dµ ≤ ∫
 g−dµ < ∞. Alle forudsætninger for anvendelse afSætning 2.5.1 på følgen(un) er dermed opfyldte. Vi finder således ganske som i beviset forSætning 2.2.10, at
 ∫ (
 lim infn→∞
 fn)
 dµ = limk→∞
 ∫
 ukdµ = limk→∞
 ∫ (
 infn≥k
 fn)
 dµ ≤ lim infk→∞
 ∫
 fk dµ,
 som ønsket.
 (ii) Funktionerne−g,− f1,− f2,− f3, . . . opfylder betingelserne:
 • − fn ≥−g µ-n.o. for allen i N.
 •∫
 (−g)−dµ =∫
 g+ dµ < ∞.
 Ved anvendelse af (i) følger det derfor, atfn ∈ L(µ) for allen, og at
 limsupn→∞
 fn = − lim infn→∞
 (− fn) ∈ L(µ),
 og endelig at
 −∫ (
 limsupn→∞
 fn)
 dµ =∫ (
 − limsupn→∞
 fn)
 dµ =∫ (
 lim infn→∞
 (− fn))
 dµ
 ≤ lim infn→∞
 ∫
 (− fn)dµ = lim infn→∞
 (
 −∫
 fndµ)
 = − limsupn→∞
 ∫
 fndµ,
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hvoraf det ønskede fremgår ved multiplikation med−1. �
 Nedenstående hovedresultat er yderst anvendeligt, og det er dermed et af de vigtigste resultaterom Lebesgue-integralet.
 2.5.3 Hovedsætning. (Domineret Konvergens)Lad f , f1, f2, f3, . . . være funktioner fraM(E),og antag, at
 (a) f = limn→∞ fn µ-n.o.
 Antag endvidere, at der findes en funktiong fra M(E)+, således at følgende to betingelser eropfyldte:
 (b) | fn| ≤ g µ-n.o. for allen i N.
 (c)∫
 gdµ < ∞.
 Da gælder der, atfn ∈ L1(µ) for allen, f ∈ L1(µ), og∫
 f dµ = limn→∞
 ∫
 fndµ, ligesom limn→∞
 ∫
 | fn− f |dµ = 0.
 Bevis.Da | fn| ≤ g µ-n.o. for allen, og dermed også| f | = limn→∞ | fn| ≤ g µ-n.o., følger detumiddelbart fra Korollar 2.4.7(iii), atfn ∈ L1(µ) for allen, og at f ∈ L1(µ).
 Bemærk derpå, at∣∣∣
 ∫
 fndµ −∫
 f dµ∣∣∣ =
 ∣∣∣
 ∫
 ( fn− f )dµ∣∣∣ ≤
 ∫
 | fn− f |dµ,
 ved anvendelse af (i), (ii) og (iv) i Sætning 2.4.5. Det er derfor nok at vise, at
 limn→∞
 ∫
 | fn− f |dµ = 0.
 Bemærk hertil, at| fn− f | ≤ | fn|+ | f | ≤ 2g µ-n.o. for allen. Ved anvendelse af Sætning 2.5.2(ii)finder vi derfor, at
 limsupn→∞
 ∫
 | fn− f |dµ ≤∫ (
 limsupn→∞
 | fn− f |)
 dµ =∫
 0dµ = 0,
 som ønsket. �
 2.5.4 Bemærkninger. (1) En funktiong fra M(E)+, der opfylder betingelserne (b) og (c)i Hovedsætning 2.5.3, omtales ofte som enintegrabel majorentfor følgen( fn). Hoved-sætningen omtales derfor ofte somLebesgues Sætning om domineret konvergensellerLebesgues majorentsætningeller blotdomineret konvergens.
 (2) Konvergensudsagnene i Hovedsætning 2.5.3 gælder faktisk også, hvis man kun forudsæt-ter, at f , f1, f2, f3 . . . er elementer iM(E) og ikkeM(E). Argumentet er naturligvis, at be-tingelse (c) sikrer, atg< ∞ µ-n.o., og dermed at| fn| ≤ g< ∞ µ-n.o., ligesom| f | ≤ g< ∞µ-n.o. Ved at indføre en passendeµ-nulmængde som i beviset for Sætning 2.5.1 opnås
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konvergensudsagnene dermed også i den mere generelle situation. Dog skal man i forbin-delse med udsagnet
 limn→∞
 ∫
 | fn− f |dµ = 0, (2.17)
 være opmærksom på, at differensenfn − f kan være udefineret i nogle punkter. Menda fn, f ∈ R µ-n.o., udgør disse punkter højst enµ-nulmængde, og de har derfor ingenbetydning for værdien af integralet
 ∫ | fn− f |dµ, hvorfor (2.17) alligevel giver mening iden mere generelle situation. �
 2.5.5 Eksempel.Lad µ være et mål på(R,B(R)), og lad f være en funktion iL1(µ). Dagælder der, at
 f 1[−n,n] −→n→∞f , og | f 1[−n,n]| ≤ | f | for allen.
 Det følger derfor ved anvendelse af Sætning 2.5.3 (medg = | f |), at∫
 f dµ = limn→∞
 ∫
 f 1[−n,n] dµ.
 I tilfældet, hvorµ er Lebesgue-måletλ , og f yderligere er kontinuert, kan man, som vi skalse i Afsnit 2.7, identificere
 ∫
 f 1[−n,n] dλ med Riemann-integralet R∫ n−n f (x)dx. Dermed kan
 man altså analogt til Eksempel 2.2.6(B) bestemme∫
 f dλ som en grænseværdi af Riemann-integraler. ⋄
 2.6 Integration over delmængde
 Lad (X,E,µ) være et målrum, og ladA være en ikke-tom mængde fraE. Vi skal i dette afsnitkort diskutere integraler overA med hensyn tilµ både for funktioner, der er defineret på heleX, og for funktioner der kun er defineret påA. Vi minder om (jvf. Bemærkning 1.7.2(1)), at vikan udstyreA medσ -algebraen
 EA = {A∩B | B∈ E} = {B∈ E | B⊆ A}.
 For en funktiong: A→ R skal vi endvidere betragte funktionen ˜g: X → R givet ved:
 g(x) =
 {
 g(x), hvisx∈ A
 0, hvisx∈ Ac.(2.18)
 Vi vil omtale g somstandard-udvidelsenaf g. Det følger umiddelbart ved anvendelse af Sæt-ning 1.7.3, at ˜g∈ M(E), hvisg∈ M(EA).
 2.6.1 Definition. (a) Lad f : X → R være en funktion iM(E), og antag, atf 1A ∈ L(µ). Videfinerer daµ-integralet
 ∫
 A f dµ af f overA ved formlen:∫
 Af dµ =
 ∫
 Xf 1Adµ.
 Hvis værdien af integralet er et reelt tal, sigesf at væreµ-integrabel over A.
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(b) Lad g: A→ R være en funktion iM(EA), og betragt funktioneng givet ved(2.18). Hvisg∈ L(µ), definerer viµ-integralet
 ∫
 Agdµ af g overA ved:∫
 Agdµ =
 ∫
 Xgdµ.
 Hvis værdien af integralet er et reelt tal, sigesg at væreµ-integrabel over A.
 2.6.2 Bemærkninger. (1) LadA og B være disjunkte mængder fraE. For enhver funktionffra L(µ) har vi da, atf 1A∪B = f 1A + f 1B, og at
 ∫
 A∪Bf dµ =
 ∫
 Af dµ +
 ∫
 Bf dµ. (2.19)
 Dette følger umiddelbart fra Sætning 2.2.7(iii), hvisf ≥ 0, og fra Sætning 2.4.5(ii) hvisf ∈ L1(µ). For genereltf i L(µ) følger (2.19) f.eks. ved at splittef som f + − f−, idetman kan være sikker på, at
 ∫
 A∪Bf + dµ,
 ∫
 Af + dµ,
 ∫
 Bf + dµ < ∞, eller
 ∫
 A∪Bf−dµ,
 ∫
 Af−dµ,
 ∫
 Bf−dµ < ∞,
 hvorfor (2.19) kan opnås ved at subtrahere de to ligninger:∫
 A∪Bf + dµ =
 ∫
 Af + dµ +
 ∫
 Bf + dµ, og
 ∫
 A∪Bf−dµ =
 ∫
 Af−dµ +
 ∫
 Bf−dµ.
 Som specialtilfælde af (2.19) har vi, at∫
 Xf dµ =
 ∫
 Af dµ +
 ∫
 Acf dµ,
 for enhver mængdeA fra E.
 (2) For en funktiong fra M(EA) kan det være bekvemt at skrive standard-udvidelsen ˜g påformeng ·1A, idet vi naturligt opfatter sidstnævnte udtryk som 0 udenfor A, selvom ud-trykket strengt taget kun giver mening indenforA. Med denne konvention udtrykker De-finition 2.6.1(b) gyldigheden af formlen:
 ∫
 Agdµ =
 ∫
 Xg1Adµ,
 også for funktioner, der kun er defineret påA (jvf. Definition 2.6.1(a)). �
 2.6.3 Notation. Lad I være et interval iR, og lada,b være tal fraI , således ata < b. Ladendvidereµ være et mål på det målelige rum(I ,B(I)) (jvf. Afsnit 1.7), og lad f : I → R være
 81

Page 82
                        

en funktion fraL(µ). Vi benytter da notationen:
 ∫ b
 af dµ =
 ∫
 (a,b]f dµ =
 ∫
 If 1(a,b] dµ
 ∫ ∞
 af dµ =
 ∫
 (a,∞)f dµ =
 ∫
 If 1(a,∞) dµ, hvissup(I) = ∞
 ∫ b
 −∞f dµ =
 ∫
 (−∞,b]f dµ =
 ∫
 If 1(−∞,b] dµ, hvis inf(I) = −∞.
 2.6.4 Bemærkninger. (1) Med den netop indførte notation gælderindskudsreglen:
 ∫ c
 af dµ =
 ∫ b
 af dµ +
 ∫ c
 bf dµ
 for alle f fra L(µ) og alle reelle tala,b,c fra I , således ata < b < c. Hvis f er inte-grabel over[min{a,b,c},max{a,b,c}], gælder formlen faktisk også uanset det indbyrdesstørrelsesforhold mellema, b og c, hvis man benytter konventionen:
 ∫ b
 af dµ = −
 ∫ a
 bf dµ.
 (2) I situationen fra Notation 2.6.3 gælder der f.eks., at∫
 [a,b]f dµ =
 ∫
 (a,b]f dµ,
 hvis µ({a}) = 0. Vi har nemlig (jvf. Bemærkning 2.6.2), at∫
 [a,b]f dµ =
 ∫
 {a}f dµ +
 ∫
 (a,b]f dµ,
 hvor∫
 {a} f dµ = 0 ifølge Sætning 2.3.6(ii) (anvendt påf + og f−). �
 Betragt igen målrummet(X,E,µ), en ikke-tom mængdeA fra E samt det målelige rum(A,EA).Det følger umiddelbart, at der ved definitionen
 µ rA(B) := µ(B), (B∈ EA)
 fastlægges et målµ rA på EA. Vi omtaler µ r
 A som restriktionen afµ til A. Som alternativ tilDefinition 2.6.1(b) kunne man for en funktiong fra M(EA) vælge at definereµ-integralet overA som integralet afg mht. måletµ r
 A (når dette integral eksisterer). Det viser sig heldigvis (ogikke overraskende), at denne tilgang giver samme resultat som Definition 2.6.1(b).
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2.6.5 Sætning.Lad g: A → R være en funktion fraM(EA), og betragt standard-udvidelseng: X → R givet ved(2.18). Så gælder der, at
 g∈ L(µ rA) ⇐⇒ g∈ L(µ),
 og i bekræftende fald gælder der videre, at∫
 Agdµ r
 A =
 ∫
 Xgdµ =
 ∫
 Agdµ.
 Bevis.Vi viser først, at afbildningenEA : M(EA)+ → [0,∞] givet ved
 EA(g) =∫
 Xgdµ, (g∈ M(EA)+)
 opfylder betingelserne (i1)-(i3) i Hovedsætning 2.2.11 for µ rA-integralet:
 (i1) Lad B være en mængde fraEA, dvs.B⊆ A og B∈ E. Så gælder der12, at 1B = 1B, og detfølger, at
 EA(1B) =
 ∫
 X1Bdµ = µ(B) = µ r
 A(B).
 (i2) For to funktionerf ,g fra M(EA)+ bemærker vi først, at( f +g)∼ = f + g, og det følgerderfor vha. Sætning 2.2.7(iii), at
 EA( f +g) =∫
 X( f +g)∼dµ =
 ∫
 Xf + gdµ =
 ∫
 Xf dµ +
 ∫
 Xgdµ = EA( f )+EA(g).
 (i3) Lad (gn) være en voksende følge af funktioner fraM(EA)+, og sætg = limn→∞ gn. Vibemærker så, at ˜gn ↑ g for n → ∞, og ved anvendelse af Hovedsætning 2.2.4 følger detderfor, at
 EA(g) =∫
 Xgdµ = lim
 n→∞
 ∫
 Xgndµ = lim
 n→∞EA(gn).
 Det følger nu fra Hovedsætning 2.2.11, at∫
 Agdµ r
 A = EA(g) =
 ∫
 Xgdµ =
 ∫
 Agdµ
 for alle funktionerg i M(E)+. For en vilkårlig funktiong fra M(EA) bemærker vi dernæst, at(g±)∼ = (g)±, og derfor følger det umiddelbart, at
 g∈ L(µ rA) ⇐⇒
 (∫
 Ag+ dµ r
 A
 )
 ∧(∫
 Ag−dµ r
 A
 )
 < ∞
 ⇐⇒(∫
 X(g)+ dµ
 )
 ∧(∫
 X(g)−dµ
 )
 < ∞ ⇐⇒ g∈ L(µ),
 12På venstresiden opfattes 1B som en funktion defineret påA, og på højresiden som en funktion defineret på heleX.
 83

Page 84
                        

og i bekræftende fald gælder der, at∫
 Agdµ r
 A =
 ∫
 Ag+ dµ r
 A−∫
 Ag−dµ r
 A =
 ∫
 X(g)+ dµ −
 ∫
 X(g)−dµ =
 ∫
 Xgdµ =
 ∫
 Agdµ.
 Dermed er sætningen vist. �
 2.7 Lebesgue-integralet vs. Riemann-integralet
 Vi starter med kort at minde om konstruktionen af Riemann-integralet: Lada og b være reelletal, således ata < b. En inddelingaf [a,b] er en endelig delmængdeπ = {t0, t1, . . . , tn} af [a,b],således at
 a = t0 < t1 < · · · < tn = b.
 MedΠ([a,b]) betegner vi systemet af alle inddelinger af[a,b]. Betragt nu yderligere en funktionf : [a,b] → R. For en inddelingπ = {t0, t1, . . . , tn} af [a,b] defineres den tilsvarende Riemann-undersumR( f ,π) og Riemann-oversumR( f ,π) ved formlerne
 R( f ,π) =n
 ∑i=1
 mi(ti − ti−1), og R( f ,π) =n
 ∑i=1
 Mi(ti − ti−1),
 hvormi = inf
 t∈[ti−1,ti ]f (t), og Mi = sup
 t∈[ti−1,ti ]f (t).
 2.7.1 Definition. En funktion f : [a,b]→ R siges at væreRiemann-integrabelover[a,b], hvis
 −∞ < supπ∈Π([a,b])
 R( f ,π) = infπ∈Π([a,b])
 R( f ,π) < ∞.
 I bekræftende fald defineresRiemann-integraletR∫ b
 a f (x)dx af f over[a,b] ved
 R∫ b
 af (x)dx = sup
 π∈Π([a,b])
 R( f ,π) = infπ∈Π([a,b])
 R( f ,π).
 2.7.2 Bemærkninger. (1) Hvis f : [a,b] → R er en kontinuert funktion, gælder der som be-kendt, atf er Riemann-integrabel over[a,b], og at
 R∫ b
 af (x)dx = F(b)−F(a),
 hvorF er en (vilkårlig) stamfunktion tilf .
 (2) Hvis f : [a,b] → R er Riemann-integrabel over[a,b], så erf nødvendigvis begrænset. Vikan nemlig vælge en inddelingπ = {t0, t1, . . . , tn} af [a,b], således at
 −∞ < R( f ,π) =n
 ∑i=1
 mi(ti − ti−1),
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og dette medfører, at
 −∞ < mi = inft∈[ti−1,ti ]
 f (t) for alle i fra {1,2, . . . ,n},
 og dermed atinf
 t∈[a,b]f (t) = min
 i=1,...,nmi > −∞,
 således atf er nedadtil begrænset. Tilsvarende ses, atf er opadtil begrænset ved at be-tragte Riemann-oversummer. �
 2.7.3 Sætning.Lad a og b være reelle tal, således ata < b, og lad f : [a,b] → R være enB([a,b])–B(R)-målelig funktion. Hvisf er Riemann-integrabel over[a,b], da erf også elementi L1(λ r
 [a,b]), og∫ b
 af dλ = R
 ∫ b
 af (x)dx.
 Bevis.Antag, atf : [a,b]→ R er Riemann-integrabel. Ifølge Bemærkning 2.7.2(2) erf dermedbegrænset, og vi sætter
 S= supt∈[a,b]
 | f (t)|< ∞.
 Betragt endvidere standard-udvidelsen aff :
 f (t) =
 {
 f (t), hvis t ∈ [a,b]
 0, hvis t ∈ R\ [a,b],
 og bemærk, at| f | ≤ S1[a,b]. Det følger så (jvf. Sætning 2.6.5), at∫
 [a,b]| f |dλ r
 [a,b] =∫
 | f |dλ ≤∫
 S1[a,b] dλ = Sλ ([a,b]) = S(b−a) < ∞,
 hvilket viser, atf ∈ L1(λ r[a,b]). Betragt derpå en vilkårlig inddelingπ = {t0, t1, . . . , tn} af [a,b],
 og bemærk, at udenforλ -nulmængden{b} gælder vurderingen:
 n
 ∑i=1
 mi1[ti−1,ti) ≤ f ≤n
 ∑i=1
 Mi1[ti−1,ti),
 hvor som ovenformi = inf
 t∈[ti−1,ti ]f (t), og Mi = sup
 t∈[ti−1,ti ]f (t).
 Ved anvendelse af (i)-(iii) i Sætning 2.4.5 følger det så, at
 R(π, f ) =n
 ∑i=1
 mi(ti − ti−1) =∫ ( n
 ∑i=1
 mi1[ti−1,ti)
 )
 dλ ≤∫
 f dλ
 ≤∫ ( n
 ∑i=1
 Mi1[ti−1,ti)
 )
 dλ =n
 ∑i=1
 Mi(ti − ti−1) = R(π, f ).
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Idet∫
 f dλ =∫ b
 a f dλ (jvf. Definition 2.6.1), har vi altså for enhver inddelingπ af [a,b], at
 R(π, f ) ≤∫ b
 af dλ ≤ R(π, f ),
 og derfor også at
 supπ∈Π([a,b])
 R(π, f ) ≤∫ b
 af dλ ≤ inf
 π∈Π([a,b])R(π, f ). (2.20)
 Da f er Riemann-integrabel ved vi, at
 supπ∈Π([a,b])
 R(π, f ) = infπ∈Π([a,b])
 R(π, f ) = R∫ b
 af (x)dx,
 og sammenholdes dette med (2.20), fremgår det ønskede umiddelbart. �
 2.7.4 Bemærkninger. (1) Hvis f : [a,b] → R er en funktion iL(λ r[a,b]), skriver man som en
 konsekvens af ovenstående sætning ofte∫ b
 a f (x)dx i stedet for∫ b
 a f dλ .
 (2) Hvis f : [a,b] → R er kontinuert på[a,b], så medfører ovenstående sætning, at integraletover[a,b] med hensyn tilλ kan udregnes ved hjælp af stamfunktionsbestemmelse:
 ∫ b
 af dλ = R
 ∫ b
 af (x)dx = F(b)−F(a),
 hvorF er en stamfunktion tilf . �
 2.7.5 Eksempler. (A) Lad os som et konkret eksempel benytte resultaterne ovenfor til at ud-regne integralet
 ∫
 [0,∞) xe−x λ (dx). Vi bemærker først, at
 xe−x1[0,∞)(x) = limn→∞
 xe−x1[0,n](x) for allex i R,
 og atxe−x1[0,n](x) er ikke-negativ og voksende in. Ved anvendelse af Hovedsætning 2.2.4og Sætning 2.7.3 følger det derfor, at
 ∫ ∞
 0xe−x λ (dx) =
 ∫
 xe−x1[0,∞)(x)λ (dx)
 = limn→∞
 ∫
 xe−x1[0,n](x)λ (dx) = limn→∞
 R∫ n
 0xe−x dx.
 (2.21)
 For fastn i N finder vi dernæst ved partiel integration, at
 R∫ n
 0xe−xdx =
 [−xe−x]n
 0 +R∫ n
 0e−xdx = −ne−n+
 [−e−x]n
 0 = −(n+1)e−n+1.
 Sammenholdes dette med (2.21), kan vi konkludere, at∫ ∞
 0xe−x λ (dx) = lim
 n→∞
 (− (n+1)e−n+1
 )= 1.
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(B) FunktionenD = 1Q∩[0,1] omtales ofte somDirichlets funktion. Der gælder oplagt, atD ∈L1(λ ), og at
 ∫ 10 D(x)λ (dx) = λ (Q∩ [0,1]) = 0. MenD er ikkeRiemann-integrabel over
 [0,1]! For en vilkårlig inddelingπ = {t0, t1, . . . , tn} af [0,1], gælder der nemlig, at
 mi = inft∈[ti−1,ti ]
 D(t) = 0, og Mi = supt∈[ti−1,ti ]
 D(t) = 1,
 eftersom bådeQ og R\Q er tætte iR. Det følger derfor umiddelbart, atR(D,π) = 0, ogat R(D,π) = 1 for enhver inddelingπ af [0,1], og dermed gælder der også, at
 supπ∈Π([0,1])
 R(D,π) = 0 < 1 = infπ∈Π([0,1])
 R(D,π).
 DaQ∩ [0,1] er en tællelig mængde, kan vi skrive den på formen:Q∩ [0,1] = {xn | n∈N}.For hvertn i N kan vi da betragte funktionenfn : [0,1] → R givet ved:
 fn(x) =n
 ∑j=1
 1{x j}(x), (x∈ [0,1]).
 Det følger da umiddelbart, atfn ↑ D for n→ ∞. Endvidere er det ikke svært at indse, atfor hvertn er fn Riemann-integrabel, og R
 ∫ 10 fn(x)dx = 0. Men daD ikke er Riemann-
 integrabel, overføres denne egenskab altså ikke frafn’erne til D ved grænseovergangenn→ ∞, og det giverikkemening at skrive:
 limn→∞
 R∫ 1
 0fn(x)dx = R
 ∫ 1
 0D(x)dx. (2.22)
 Erstatter vi imidlertid ovenstående Riemann-integraler med de tilsvarende integraler mht.Lebesgue-måletλ , da bliver (2.22) meningsfuld og korrekt i overensstemmelse med bl.a.Hovedsætningerne 2.5.3 og 2.2.4.
 2.7.6 Bemærkning.Lad os som afslutning på dette afsnit notere, at en funktion,der er Riemann-integrabel, ikke kan være “alt for diskontinuert”. Mere præcist gælder der (se f.eks. [Sc, The-orem 11.8]), at en begrænset funktionf : [a,b] → R er Riemann-integrabel, hvis og kun hvismængden af diskontinuitetspunkter forf udgør enλ -nulmængde (jvf. Eksempel 2.7.5(B)). Spe-cielt vil enhver begrænset funktion med kun tælleligt mangediskontinuitetspunkter altså væreRiemann-integrabel (jvf. Eksempel 2.3.3). �
 2.8 Opgaver til Kapitel 2
 2.8.1 Opgave.Vis udsagnene (i) og (ii) i Sætning 2.1.3.
 2.8.2 Opgave.Lad (X,E,µ) være et målrum.
 (a) Ladsvære en funktion fraSM(E)+ skrevet på formen
 s=n
 ∑j=1
 a j1A j , (2.23)
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hvora1, . . . ,an ≥ 0, ogA1, . . . ,An ∈ E. Vis da, at∫
 sdµ =n
 ∑j=1
 a j µ(A j),
 uanset om (2.23) er en standard-repræsentation eller ej (jvf. Definition 2.1.2).
 (b) Lad(An) være en følge af disjunkte mængder fraE, lad(an) være en følge af tal fra[0,∞),og betragt funktionens: X → [0,∞) givet ved
 sn(x) =∞
 ∑j=1
 a j1A j (x), (x∈ X).
 Vis da, ats∈ M(E)+, og at∫
 sdµ =∞
 ∑j=1
 a j µ(A j).
 Gælder ovenstående også, hvisA j ’erne ikke er disjunkte?
 (c) Betragt funktionens: R → [0,∞) givet ved udtrykket:
 s(x) =
 {
 n−2, hvisx∈ (n−1,n], ogn∈ N,
 0, hvisx∈ (−∞,0].
 Vis da, ats∈ M(B(R))+, og udregn derefter integralet∫
 sdλ .
 2.8.3 Opgave.Lad X være en ikke-tom mængde, lada være et udvalgt element iX, og betragtmålrummet(X,P(X),δa) (jvf. Eksempel 1.3.3(C)). Vis da, at
 ∫
 f dδa = f (a) for alle funktionerf : X → [0,∞].
 [Vink: Benyt en passende udgave af “standard-beviset” (jvf. Opgave 1.9.30). Alternativt kanman benytte Hovedsætning 2.2.11].
 2.8.4 Opgave.Lad (αn) være en følge af tal fra[0,∞), og betragt da målrummet(N,P(N),µ),hvor µ er målet givet ved:
 µ =∞
 ∑n=1
 αnδn
 (jvf. Opgave 1.9.14). Vis da, at der for enhver funktionf : N → [0,∞] gælder, at∫
 f dµ =∞
 ∑n=1
 αn f (n).
 2.8.5 Opgave. (a) Lad f : R → [0,∞) være en funktion fraM(B(R))+, og antag, atf erkontinuert på(0,∞). Vis da, at
 ∫
 f 1[1,∞) dλ = limn→∞
 R∫ n
 1f (x)dx,
 og at∫
 f 1(0,1] dλ = limn→∞
 R∫ 1
 1/nf (x)dx.
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(b) Betragt funktionenf : R → [0,∞) givet ved
 f (x) =
 {
 x−2, hvisx∈ (0,∞)
 0, hvisx∈ (−∞,0].
 Vis, at f ∈ M(B(R))+, og udregn derefter integralerne∫
 f 1[1,∞) dλ og∫
 f 1(0,1] dλ vedat benytte sammenhængen mellem Lebesgue integraler og Riemann integraler (jvf. Be-mærkning 2.2.6(B)).
 2.8.6 Opgave.Udregn for hvertα i R værdierne af integralerne∫ 1
 0 xα λ (dx) og∫ ∞
 1 xα λ (dx).[Vink: Benyt Opgave 2.8.5.]
 2.8.7 Opgave.Betragt funktionernef1, f2, f3 : R → [0,∞) givet ved:
 f1(x) = x2, f2(x) =1
 1+x2 , f3(x) = e−|x|,
 for allex i R. Udregn da integralet∫
 f j dλ for hvert j fra {1,2,3}.
 [Vink: Benyt Bemærkning 2.2.6(B)]
 2.8.8 Opgave.Fatous Lemma er, som det fremgår af dets bevis, en konsekvensaf LebesguesSætning om Monoton Konvergens (kort: Monoton Konvergens).Giv omvendt et bevis for Mo-noton Konvergens baseret på Fatous Lemma (dvs. antag, at vi ved, at Fatous Lemma gælder).Giv tilsvarende et bevis for Monoton Konvergens baseret på Sætning 2.2.9.
 2.8.9 Opgave.Betragt målrummet(R,B(R),λ ).
 (a) Vis, at enhver tællelig delmængde afR er en (målelig)λ -nulmængde.
 Vi minder om, at en delmængdeT af Rd siges at være tæt iRd, hvisb(x, r)∩T 6= /0 for allex iRd og aller i (0,∞).
 (b) Vis, at der for enhver delmængdeN af R gælder implikationen:
 N er enλ -nulmængde=⇒ R\N er tæt iR.
 Gælder den modsatte implikation?
 (c) Vis, at hvis f ,g: R → R er to kontinuerte funktioner, så gælder der, at
 f = g λ -n.o. ⇐⇒ f (x) = g(x) for allex i R.
 (d) Vis, at der ikke findes en kontinuert funktionf : R → R, således atf = 1(0,∞) λ -n.o.
 2.8.10 Opgave.Betragt målrummet(N,P(N),τ), hvorτ er tællemålet.
 (a) Bestem systemetNτ af τ-nulmængder.
 (b) Beskriv mængderneL(τ) ogL1(τ).
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(c) Vis, at der for enhver funktionf fra L1(τ) gælder, at
 ∫
 Nf (n)τ(dn) =
 ∞
 ∑n=1
 f (n).
 (d) Vis, at hvis f ∈ L(τ), så eksisterer grænseværdien limN→∞ ∑Nn=1 f (n) i [−∞,∞], og der
 gælder, at∫
 Nf (n)τ(dn) = lim
 N→∞
 N
 ∑n=1
 f (n).
 (e) Formulér Lebesgues sætninger om monoton og domineret konvergens (Hovedsætninger-ne 2.2.4 og 2.5.3) for målrummet(N,P(N),τ) som resultater om rækker af hhv. ikke-negative og reelle tal.
 2.8.11 Opgave.Betragt målrummet(R,B(R),λ ).
 (a) Betragt desuden følgen( fn) af funktioner givet ved:
 fn = n1(0,1/n], (n∈ N).
 Bestem da limn→∞ fn(x) for alle x i R og limn→∞∫
 fndλ . Sammenhold med Hovedsæt-ningerne 2.2.4 og 2.5.3.
 (b) Lad g: R → R være en kontinuert funktion, og betragt følgen(gn) af funktioner givetved:
 gn(x) = g(xn)1[0,1](x), (x∈ R, n∈ N).
 Bestem limn→∞ gn(x) for allex i R og limn→∞∫
 gndλ . [Vink: Benyt, atg er begrænset på[0,1] samt Hovedsætning 2.5.3.]
 2.8.12 Opgave.Lad (X,E,µ) være et målrum, og ladf ,g,h være funktioner fraM(E).
 (a) Antag, atf ,h∈ L1(µ), og at f ≤ g≤ h µ-n.o. Vis da, atg∈ L1(µ).
 (b) Antag, atµ er et endeligt mål, og at der findes reelle konstantera,b, således ata≤ g(x)≤b for µ-næsten allex i X. Vis da, atg∈ L1(µ), og at
 aµ(X) ≤∫
 Xg(x)µ(dx) ≤ bµ(X).
 (c) Antag, ath∈ L1(µ), og at der findes en positiv konstantK, således at| f | ≤ K µ-n.o. Visda, at produktetf h igen ligger iL1(µ).
 (d) Antag atf ,h∈ L1(µ). Undersøg om det generelt kan sluttes, at ogsåf h∈ L1(µ).
 2.8.13 Opgave.Bevis at∫ 1
 0
 n√
 x1+n2x2 λ (dx) −→ 0, for n→ ∞.
 [Vink: Vis og benyt, at n√
 x1+n2x2 ≤ 1
 2√
 x for allex i (0,1] samt Opgave 2.8.6.]
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2.8.14 Opgave.Betragt funktionenf : R → R givet ved:
 f (x) =
 ln(x), hvisx > 0.
 0, hvisx = 0.
 ln(−x), hvisx < 0.
 (a) Vis, at f /∈ L1(λ ).
 (b) Vis, at f 1[−2,2] ∈ L1(λ ), og bestem derefter værdien af integralet∫ 2−2 f (x)λ (dx).
 2.8.15 Opgave.Lad(X,E,µ) være et målrum, og antag, atµ(X) < ∞. Lad endvidere( fn) væreen følge af funktioner fraL1(µ), og antag, at der findes en funktionf : X → R, således at
 fn → f uniformt påX for n→ ∞.
 (a) Vis, at f ∈ L1(µ), og at∫
 f dµ = limn→∞∫
 fndµ.
 (b) Gælder (a) også uden antagelsen om, atµ(X) < ∞?
 2.8.16 Opgave.Lad (X,E) være et måleligt rum, og ladµ1,µ2 : E → [0,∞] være to mål herpå.Det følger specielt af Opgave 1.9.14, at der ved formlen:
 ν(A) = µ1(A)+ µ2(A), (A∈ E)
 defineres et nyt målν på(X,E).
 (a) Vis, at der for enhver funktionf fra M(E)+ gælder, at∫
 f dν =∫
 f dµ1 +∫
 f dµ2. (2.24)
 (b) Vis, at (2.24) også gælder for allef i L(ν).
 (c) Vis, atL1(ν) = L1(µ1)∩L1(µ2).
 (d) Undersøg, om der generelt gælder, atL(µ) = L(µ1)∩L(µ2).
 2.8.17 Opgave.Lad µ være et mål på(R,B(R)), og lad f være en funktion fraL1(µ).
 (a) Vis, at der ved udtrykket
 F(x) =∫ x
 −∞f (t)µ(dt), (x∈ R)
 defineres en funktion, som er højrekontinuert i ethvertx i R.
 (b) Vis, at for ethvertx i R eksisterer grænseværdien fra venstre limy↑xF(y) i R. Undersøgendvidere, hvornårF er kontinuert ix.
 2.8.18 Opgave.Lad (X,E,µ) være et målrum, ladI være et interval iR, og lad f : X× I → Rvære en funktion. For fastex i X og t i R betragter vi snitfunktionernefx : I → R og f t : X → Rgivet ved
 fx(s) = f (x,s), (s∈ I),
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ogf t(y) = f (y, t), (y∈ X).
 Vi antager, atf t ∈ L1(µ) for alle t i I , og vi kan da betragte funktionenF : I → R givet ved
 F(t) =
 ∫
 Xf t(x)µ(dx) =
 ∫
 Xf (x, t)µ(dx), (t ∈ I).
 Antag yderligere, at alle snitfunktionernefx er kontinuerte i et punktt0 fra I , og at der findes enfunktiong fra M(E)+, således at
 ∀x∈ X ∀t ∈ I : | f (x, t)| ≤ g(x), og∫
 Xg(x)µ(dx) < ∞.
 Vis da, atF ligeledes er kontinuert it0.
 2.8.19 Opgave.Betragt en kontinuert funktionf : R → R, og definér for ethvertn i N funktio-nen∆n f : R → R ved
 ∆n f (x) = n( f (x+ 1n)− f (x)), (x∈ R).
 (a) Vis, at hvisa,b∈ R, oga < b, så gælder der, at
 limn→∞
 ∫ b
 a∆n f (x)λ (dx) = f (b)− f (a).
 (b) Antag, at f er differentiabel på heleR, og at den aflededef ′ er begrænset på ethvertbegrænset interval. Vis da, at
 f (b) = f (a)+
 ∫ b
 af ′(t)λ (dt)
 for allea,b i R, således ata< b. [Vink: Benyt (a), Middelværdisætningen samt LebesguesSætning om Domineret Konvergens].
 2.8.20 Opgave. (Differentiation under integraltegnet)Lad (X,E,µ) være et målrum, og ladI være et åbent interval iR. Lad endvideref : X × I → R være en funktion, og betragt forfastholdtet i I og x i X snitfunktionerne
 f t(y) = f (y, t) (y∈ X)
 ogfx(s) = f (x,s), (s∈ I).
 Vi antager, atf t ∈ L1(µ) for alle t i I og kan dermed betragte funktionenF : I → R givet ved
 F(t) =∫
 Xf t(x)µ(dx) =
 ∫
 Xf (x, t)µ(dx), (t ∈ I).
 Vi antager yderligere, at
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• For hvert fastx i X er snitfuntionenfx : I → R differentiabel i I , dvs. for hvertt i Ieksisterer den partielle afledede
 f ′x(t) =∂∂ t
 f (t,x).
 • Der findes en funktiong i M(E)+, således at∫
 Xgdµ < ∞, og
 ∂∂ t
 f (t,x) ≤ g(x) for allex i X og allet i I .
 Opgaven går ud på at vise, atF er differentiabel iI samt at bestemme differential-kvotienten.Lad såledest være en punkt fraI , og lad(tn) være en følge af punkter fraI \ {t}, således attn → t for n→ ∞.
 (a) Vis, atF(tn)−F(t)
 tn− t=
 ∫
 X
 f (x, tn)− f (x, t)tn− t
 µ(dx), for allen i N.
 (b) Vis, at for ethvertn i N og ethvertx i X findes et punktξn,x mellemtn og t, således at
 f (x, tn)− f (x, t)tn− t
 =∂∂ t
 f (x,ξn,x),
 og udled, at∣∣∣
 f (x, tn)− f (x, t)tn− t
 ∣∣∣ ≤ g(x) for allen i N og allex i X.
 (c) Vis, at funktionenx 7→ ∂∂ t f (x, t) er et element iL1(µ), og at
 F(tn)−F(t)tn− t
 −→n→∞
 ∫
 X
 ∂∂ t
 f (x, t)µ(dx).
 (d) Konkludér, atF er differentiabel iI med afledet
 F ′(t) =∫
 X
 ∂∂ t
 f (x, t)µ(dx), (t ∈ I).
 (e) Vis, at der ved udtrykket
 F(t) =∫ ∞
 0cos(t2x)e−x λ (dx), (t ∈ R),
 fastlægges en veldefineret funktionF : R → R, som er differentiabel iR. Bestem endvi-dere den afledede.
 2.8.21 Opgave.Lad µ være et sandsynlighedsmål på(R,B(R)).
 (a) Vis, at der ved ligningen
 G(t) =∫
 Rcos(xt)µ(dx), (t ∈ R)
 defineres en kontinuert funktionG: R → R.
 (b) Antag, at∫
 R x2 µ(dx) < ∞. Vis da, atG er to gange kontinuert differentiabel, og bestemG′(0) samtG′′(0).
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3 Entydighed af mål
 Lad X være en ikke-tom mængde. I de foregående kapitler har vi studeret mange aspekteraf klassen afσ -algebraer iX. I Afsnit 3.1 nedenfor skal vi introducere en bredere klasseafsystemer af delmængder afX, nemlig de såkaldteδ -systemer (hvorδ ’et står for J. Dynkin).Ofte står man i den situation, at man ønsker at påvise en bestemt egenskabP for alle mængder iσ(D), hvorD er et passende system af delmængder afX, og hvor man ved, atPer gyldig for allemængder iD. Som bekendt (jvf. Sætning 1.1.11) er man færdig, hvis man kan vise, at systemetE(P) af alle delmængder afX, der besidderP, udgør enσ -algebra, men dette kan være yderstvanskeligt (eller forkert). I en række sammenhænge viser det sig imidlertid væsentligt nemmereat påvise, atE(P) er et δ -system, og man har så brug for at vide, hvornår etδ -system, derindeholderD, også vil indeholdeσ(D). Svaret på sidstnævnte spørgsmål leveres af DynkinsLemma (Sætning 3.1.7 nedenfor). Præmie-eksemplet på anvendelse af den ovennævnte strategipræsenteres i Afsnit 3.2, hvor vi skal etablere entydighedssætninger for mål, men vi skal ogsåi senere afsnit gøre brug af metoden. Entydighedssætningerne for mål udtaler sig om, hvornårman for to målµ og ν på et måleligt rum(X,E) kan slutte, atµ = ν, hvis man ved, atµ og νstemmer overens på et frembringersystem forE.
 3.1 δ -systemer og Dynkins Lemma
 I dette afsnit betragtes en fast ikke-tom mængdeX. Som nævnt ovenfor skal vi i det følgendeindføre og studere en mere generel type af systemer af delmængder afX endσ -algebraer nemligde såkaldteδ -systemer (eller Dynkin-systemer).
 3.1.1 Definition. Et systemD af delmængder afX siges at udgøre etδ -system iX, hvis detopfylder følgende betingelser:
 (δ1) X ∈ D.
 (δ2) B\A∈ D, hvisA,B∈ D ogA⊆ B [D er \-stabilt].
 (δ3) Hvis (An)n∈N er envoksendefølge af mængder fraD, så gælder der også, at⋃
 n∈N An ∈D
 [D er ↑-stabilt].
 3.1.2 Bemærkninger. (1) Det følger umiddelbart fra Definition 1.1.1 og Lemma 1.1.3, atenhverσ -algebra iX specielt er etδ -system iX.
 (2) Antag, atD er etδ -system iX. Så gælder der også, at
 (2a) Ac = X \A∈ D for alleA fra D pga. (δ1) og (δ2).
 (2b)⋂
 n∈N An ∈ D for enhverdalendefølge(An) af mængder fraD, idet
 ⋂
 n∈NAn =
 ( ⋃
 n∈NAc
 n
 )c,
 hvor (Acn)n∈N er en voksende følge af mængder fraD. �
 94

Page 95
                        

Ganske som forσ -algebraer har vi følgende resultat.
 3.1.3 Sætning. (i) For en vilkårlig familie(Di)i∈I af δ -systemer iX er systemet
 ⋂
 i∈IDi = {A⊆ X | A∈ Di for alle i ∈ I}
 igen etδ -system iX.
 (ii) For ethvert systemS af delmængder afX findes et mindsteδ -systemδ (S) i X, somindeholderS, nemlig
 δ (S) =⋂
 D δ -system iXS⊆D
 D.
 Bevis.Præcis som forσ -algebraer (jvf. Sætningerne 1.1.6 og 1.1.7). �
 3.1.4 Bemærkning. (1) LadD være etδ -system iX, og ladS,S1,S2 være vilkårlige syste-mer af delmængder afX. Ganske som forσ -algebraer (jvf. Bemærkning 1.1.9(1)) har vida implikationerne:
 S ⊆ D =⇒ δ (S) ⊆ D.
 S1 ⊆ S2 =⇒ δ (S1) ⊆ δ (S2).
 (2) I situationen fra Sætning 3.1.3 kunne man fristes til at omtaleD som etδ -frembringersystemfor δ (S). For at undgå mulig forvirring vil vi dog undlade at benytte den terminologi, så-ledes at vi kan forbeholde ordet “frembringersystem” tilσ -algebraer. �
 Som nævnt er enhverσ -algebra specielt etδ -system. Det omvendte udsagn er ikke korrekt (etmodeksempel gives i Opgave 3.3.1), hvilket, som Lemma 3.1.6nedenfor viser, skyldes, at etδ -system ikke nødvendigvis er∩-stabilt.
 3.1.5 Notation & Terminologi. Et systemS af delmængder afX siges at værefællesmængdestabilt (kort:∩-stabilt), hvis
 A∩B∈ S for alleA,B fra S.
 Hvis S er et∩-stabilt system af delmængder afX, følger det umiddelbart ved iteration, at⋂n
 j=1A j ∈ S for alle n i N og alle mængderA1, . . . ,An fra S. Egenskaben kan dog ikke genereltudvides til uendelige følger af mængder fraS.
 3.1.6 Lemma. LadD være et system af delmængder afX. Da er følgende betingelser ækviva-lente:
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(a) D er enσ -algebra.
 (b) D er et∩-stabiltδ -system.
 Bevis.Som nævnt er det oplagt, at (a) medfører (b). For at vise den modsatte implikation an-tager vi, atD er et∩-stabiltδ -system, og vi viser så, atD opfylder betingelserne(σ1)-(σ3) iDefinition 1.1.1. Her er(σ1) identisk med (δ1), og(σ2) følger af (δ1) og (δ2) (jvf. Bemærk-ning 3.1.2(2)). For endelig at påvise (σ3) antager vi, at(An) er en vilkårlig følge af mængderfra D, og vi definerer så en ny følge(Bn) af mængder ved:
 Bn =n⋃
 j=1A j , (n∈ N).
 Da gælder der oplagt, atB1 ⊆ B2 ⊆ B3 ⊆ ·· · , så hvis vi kan vise, atBn ∈ D for alle n, vil (δ3)sikre, at
 ⋃
 n∈NAn =
 ⋃
 n∈NBn ∈ D.
 Bemærk hertil, at
 Bcn =
 ( n⋃
 j=1A j
 )c=
 n⋂
 j=1Ac
 n ∈ D,
 daD er∩-stabilt, og daAcn ∈ D for allen. Men så følger det også, atBn = (Bc
 n)c ∈ D. �
 3.1.7 Sætning. (Dynkins Lemma). Antag, atS er et∩-stabilt system af delmængder afX. Sågælder der, at
 δ (S) = σ(S).
 Bevis.Da σ(S) er etδ -system, som indeholderS, gælder der oplagt, atδ (S) ⊆ σ(S). For atvise den modsatte inklusion er det tilsvarende nok at vise, at δ (S) er enσ -algebra, hvilketifølge Lemma 3.1.6 kommer ud på at vise, atδ (S) er∩-stabilt. For en vilkårlig mængdeA fraδ (S) betragter vi hertil systemet
 DA = {B∈ δ (S) | A∩B∈ δ (S)}.
 Bemærk, at vi er færdige, hvis vi kan vise, at
 DA = δ (S) for alleA i δ (S). (3.1)
 Vi viser først, atDA er etδ -system for ethvert fastA i δ (S):
 (δ1) X ∈ DA, idetX ∈ δ (S), ogA∩X = A∈ δ (S).
 (δ2) Antag, atB1,B2 ∈ DA, og atB1 ⊆ B2. Så følger det, atB2\B1 ∈ δ (S), og at
 A∩ (B2\B1) = (A∩B2)\B1 = (A∩B2)\ (A∩B1) ∈ δ (S),
 idetδ (S) er\-stabil, ligesomA∩B1,A∩B2 ∈ δ (S), ogA∩B1 ⊆ A∩B2.
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(δ3) Antag, at(Bn) er en følge af mængder fraDA, således atB1 ⊆ B2 ⊆ B3 ⊆ ·· · . Så gælderder, at
 ⋃
 n∈N Bn ∈ δ (S), og at
 A∩( ⋃
 n∈NBn
 )=
 ⋃
 n∈N(A∩Bn) ∈ δ (S),
 idetδ (S) er↑-stabilt, ligesomA∩Bn ∈ δ (S) for allen, ogA∩B1 ⊆ A∩B2 ⊆ ·· · .Efter at have etableret atDA er etδ -system, viser vi nu, at identiteten i (3.1) er opfyldt, nårA ∈ S. Da S er ∩-stabilt, har vi nemlig i dette tilfælde, atS ⊆ DA, og dermed atδ (S) ⊆ DA,hvilket er ækvivalent med lighedstegnet i (3.1). Vi har således vist, at
 A∩B∈ δ (S) for alleA i S og alleB i δ (S). (3.2)
 Ved nu at ladeA og B bytte rolle i forhold til det netop anførte argument følger gyldighedenaf (3.1) generelt: For fastB i δ (S) viser (3.2), atS ⊆ DB, og daDB er etδ -system, følger detderfor, atδ (S) ⊆ DB, altsåδ (S) = DB, som ønsket. �
 3.2 Entydighedsresultater for mål
 Ved hjælp af Dynkins Lemma kan vi nu let vise et vigtigt entydighedsresultat for mål, der blandtsine konsekvenser tæller entydigheden af Lebesgue-mål. Videler resultatet op i to dele, hvorafdet første omhandler endelige mål og det sidste mere generelle mål.
 3.2.1 Sætning.Lad(X,E) være et måleligt rum, og ladµ ogν være to mål herpå, som opfylder,at
 µ(X) = ν(X) < ∞.
 Antag videre, at der findes et systemS af delmængder afX, således at
 S er∩-stabilt, σ(S) = E, og µ(A) = ν(A) for alleA i S.
 Da erµ = ν, dvs.µ(A) = ν(A) for alleA i E.
 Bevis.Vi betragter systemet
 D = {A∈ E | µ(A) = ν(A)},og vi skal vise, atD ⊇ E. Vi bemærker først, atS ⊆ D ifølge antagelserne. Hvis vi kan vise,atD er etδ -system, så vil det derfor følge, atδ (S) ⊆ D, og daS er∩-stabilt gælder her ifølgeSætning 3.1.7, atδ (S) = σ(S) = E. Vi er derfor færdige, hvis vi kan vise, atD er etδ -system:
 (δ1) X ∈ D, idet µ(X) = ν(X) pr. antagelse.
 (δ2) Antag, atA1,A2 ∈ D, og atA1 ⊆ A2. Da µ og ν er endelige mål, følger det fra Sæt-ning 1.3.4(iii), at
 µ(A2\A1) = µ(A2)−µ(A1) = ν(A2)−ν(A1) = ν(A2\A1),
 således atA2\A1 ∈ D.
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(δ3) Antag, at(An) er en følge af mængder fraD, således atA1 ⊆ A2 ⊆ A3 ⊆ ·· · . Ved anven-delse af Sætning 1.3.4(v) finder vi da, at
 µ( ⋃
 n∈NAn
 )= lim
 n→∞µ(An) = lim
 n→∞ν(An) = ν
 ( ⋃
 n∈NAn
 ),
 således at⋃
 n∈N An ∈ D.
 Dermed er sætningen vist. �
 3.2.2 Hovedsætning.Lad(X,E) være et måleligt rum, og ladµ ogν være to mål herpå. Antag,at der findes et systemS af delmængder afX med følgende egenskaber:
 (a) S er∩-stabilt.
 (b) σ(S) = E.
 (c) Der findes envoksendefølge(An) af mængder fraS, således at
 ⋃
 n∈NAn = X, og µ(An) = ν(An) < ∞ for allen.
 (d) µ(A) = ν(A) for alleA fra S.
 Da gælder der, atµ = ν, dvs.µ(A) = ν(A) for alleA fra E.
 Bevis.Betragt for hvert fastn i N måleneµkAn
 og νkAn
 på(X,E) givet ved
 µkAn
 (B) = µ(B∩An), og νkAn
 (B) = ν(B∩An), (B∈ E)
 (jvf. Eksempel 1.3.3(D)). Det følger fra antagelse (c), at
 µkAn
 (X) = µ(An) = ν(An) = νkAn
 (X) < ∞,
 og antagelserne (a) og (d) sikrer videre, at
 µkAn
 (B) = µ(B∩An) = ν(B∩An) = νkAn
 (B) for alleB fra S.
 Ved anvendelse af Sætning 3.2.1 kan vi derfor slutte, atµkAn
 = νkAn
 , altså at
 µ(B∩An) = ν(B∩An) for alleB i E ogn i N. (3.3)
 Lad nuB være en vilkårlig mængde fraE, og bemærk, at ifølge antagelse (c) har vi
 B∩A1 ⊆ B∩A2 ⊆ B∩A3 ⊆ ·· · , og⋃
 n∈N(B∩An) = B∩
 (⋃
 n∈NAn
 )
 = B∩X = B.
 Ved anvendelse af Sætning 1.3.4(v) samt (3.3) ovenfor følger det derfor, at
 µ(B) = limn→∞
 µ(B∩An) = limn→∞
 ν(B∩An) = ν(B),
 som ønsket. �
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3.2.3 Eksempel. (Entydighed af Lebesgue-mål)Det følger fra Hovedsætning 3.2.2, at der højstkan findes et målλ på(R,B(R)), som opfylder, at
 λ ((a,b)) = b−a for allea,b i R, så ata < b. (3.4)
 Antages nemlig, atλ ′ er endnu et mål på(R,B(R)) med denne egenskab, så stemmerλ og λ ′
 altså overens på systemet
 S = {(a,b) | a,b∈ R, a < b}∪{ /0},som udgør et∩-stabilt frembringersystem forB(R) (jvf. Sætning 1.2.2). Sættes f.eks.An =(−n,n), fremgår det videre, at
 ⋃
 n∈NAn = R, og λ (An) = 2n = λ ′(An) < ∞ for allen.
 Alle antagelserne i Hovedsætning 3.2.2 er således opfyldte, og vi kan slutte, atλ = λ ′.
 Helt tilsvarende indses, ved at betragte systemet
 Sd = {(a1,b1)×·· ·× (ad,bd) | ai ,bi ∈ R, ai < bi , i = 1, . . . ,d}∪{ /0},at der højst findes et målλd på(Rd,B(Rd)), som opfylder, at
 λd((a1,b1)×·· ·× (ad,bd)) = (b1−a1) · · ·(bd−ad). (3.5)
 Vi skal i de efterfølgende kurser vise, at der faktiskeksisterermål λ på (R,B(R)) og λd på(Rd,B(Rd)), som opfylder hhv. (3.4) og (3.5). Disse mål kaldes som bekendt for Lebesgue-målenepå hhv.R ogRd. ⋄
 3.2.4 Eksempel. (Fordelingsfunktioner)Ladµ være etendeligtmål på(R,B(R)), og betragtdet∩-stabile frembringersystem
 S = {(−∞,b] | b∈ R}for B(R) (jvf. Korollar 1.2.4). Det følger så umiddelbart fra Sætning 3.2.1, atµ er entydigtbestemt af funktionenFµ : R → [0,∞) givet ved
 Fµ(x) = µ((−∞,x]), (x∈ R). (3.6)
 For hvisµ ′ er endnu et mål på(R,B(R)), således at
 Fµ ′(x) = Fµ(x) for allex i R,
 så stemmerµ og µ ′ overens påS, og dermed følger det også, at
 µ ′(R) = limn→∞
 µ ′((−∞,n]) = limn→∞
 Fµ ′(n) = limn→∞
 Fµ(n) = µ(R)
 (jvf. Sætning 1.3.4(v)). Sætning 3.2.1 viser derfor, atµ = µ ′.
 Tilsvarende følger det, at ethvert endeligt målν på(Rd,B(Rd)) er entydigt bestemt af funktio-nenFν : Rd → [0,∞) givet ved
 Fν((x1, . . . ,xd)) = ν((−∞,x1]×·· ·× (−∞,xd]), (x1, . . . ,xd ∈ R).
 Hvis µ og ν specielt er sandsynlighedsmål på hhv.(R,B(R)) og (Rd,B(Rd)), så kaldes funk-tionerneFµ ogFν for fordelingsfunktionernefor hhv.µ ogν. Et sandsynlighedsmål på(Rd,B(Rd))er altså entydigt bestemt af sin fordelingsfunktion. ⋄
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3.3 Opgaver til Kapitel 3
 3.3.1 Opgave.I denne opgave betragtes et målrum(X,E,µ), således atµ(X) = 1. Vi betragterendvidere et vilkårligt systemG af mængder fraE (dvs.G ⊆ E), og vi indfører så mængdesyste-met:
 UG :={
 A∈ E∣∣ µ(A∩B) = µ(A)µ(B) for alleB i G
 }.
 (a) Vis, atUG er etδ -system iX.
 (b) Vis ved at give et eksempel, atUG ikke generelt er enσ -algebra. [Vink: Betragt f.eks.situationen:X = {1,2,3,4}, E = P(X), og µ({ j}) = 1
 4 for alle j i X. Betragt endvideremængderneA1 = {1,3}, A2 = {1,4}, ogB = {1,2}.]
 (c) ErUG generelt enσ -algebra, hvisG er en del-σ -algebra afE?
 3.3.2 Opgave.Lad (X,E,µ), G ogUG være som i Opgave 3.3.1, men antag nu yderligere, atG
 er en del-σ -algebra afE. Vi betragter desuden en funktionf : X → R fra M(E), og vi antager,at
 f−1([a,b])∈ UG for allea,b i R, således ata≤ b.
 (b) Vis, f.eks. vha. Dynkins Lemma, at
 f−1(B) ∈ UG for enhver BorelmængdeB i R.
 [Vink: Betragt systemetI = {[a,b] | a,b∈ R, a ≤ b}∪{ /0}, og redegør for, at systemetf−1(I) er et∩-stabilt frembringersystem forf−1(B(R)).]
 (c) Vis, at hvisψ ∈ SM(B(R))+, ogs∈ SM(G)+, så gælder formlen:∫
 Xψ( f (x)) ·s(x)µ(dx) =
 ∫
 Xψ( f (x))µ(dx) ·
 ∫
 Xs(x)µ(dx).
 [Vink: Antag evt. først, atψ og ser indikatorfunktioner.]
 (d) Vis mere generelt, at hvisϕ ∈ M(B(R))+, ogg∈ M(G)+, så gælder formlen:∫
 Xϕ( f (x)) ·g(x)µ(dx) =
 ∫
 Xϕ( f (x))µ(dx) ·
 ∫
 Xg(x)µ(dx).
 3.3.3 Opgave.Ved at kombinere Sætning 1.5.4(ii), Sætning 1.4.8 og Korollar 1.6.7(ii) følgerdet, at klassenM(B(Rd)) af Borel-funktioner påRd har følgende egenskaber:
 (i) M(B(Rd)) er et vektorrum.
 (ii) M(B(Rd)) indeholder enhver kontinuert funktionf : Rd → R.
 (iii) Hvis ( fn) er en punktvis konvergent følge af funktioner fraM(B(Rd)), så gælder derogså, at limn→∞ fn ∈ M(B(Rd)).
 Denne opgave går ud på at vise, atM(B(Rd)) er den mindste klasse af reelle funktioner påRd, som har egenskaberne (i)-(iii). HvisC er en klasse af reelle funktioner påRd, som haregenskaberne (i)-(iii), skal det således nedenfor vises, at C ⊇ M(B(Rd)).
 For en vilkårlig ikke-tom delmængdeA af Rd og et vilkårligtx i Rd sætter vi
 d(x,A) = inf{ρ2(x,y) | y∈ A},
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hvor ρ2(x,y) er den sædvanlige afstand mellemx og y i Rd (jvf. formel (1.6)). Det kan i detfølgende uden yderligere argumentation benyttes, at funktionenx 7→ d(x,A) er kontinuert påheleRd. Det kan tilsvarende benyttes13, at hvisF er en lukket (=afsluttet), ikke-tom delmængdeaf Rd, så gælder der for allex i Rd, at
 x∈ F ⇐⇒ d(x,F) = 0.
 (a) LadF være en ikke-tom lukket delmængde afRd, og definér derefter for hvertn i N:
 Hn = {x∈ Rd | d(x,F) ≥ 1n}.
 Vis da, atHn er en lukket delmængde afRd for allen i N, og at⋃
 n∈N Hn = Fc.
 (b) Antag, atF er en lukket delmængde afRd, og at /06= F 6= Rd. Vis da, at der findes etN iN, således atHn 6= /0, nårn≥ N. Vis derefter, at hvisn≥ N, så fastlægges ved udtrykket:
 fn(x) =d(x,Hn)
 d(x,F)+d(x,Hn), (x∈ Rd)
 en veldefineret funktionfn påRd.
 Vis endelig, atlimn→∞
 fn+N(x) = 1F(x) for allex i Rd.
 Lad nuC være en klasse af reelle funktioner defineret påRd, og antag, atC opfylder betingel-serne:
 (i) C er et vektorrum.
 (ii) C indeholder enhver kontinuert funktionf : Rd → R.
 (iii) Hvis ( fn) er en punktvis konvergent følge af funktioner fraC, så gælder der også, atlimn→∞ fn ∈ C.
 (c) Vis, at{1F | F ⊆ Rd, ogF er lukket} ⊆ C.
 (d) Vis, at systemetD = {B⊆ Rd | 1B ∈ C}
 er etδ -system iRd.
 (e) Udled vha. Dynkins Lemma, atD ⊇ B(Rd).
 (f) Vis, f.eks. ved at benytte “standard-beviset”, atC ⊇ M(B(Rd)).
 13Den ambitiøse studerende bør naturligvis overveje disse påstande!
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4 Produktmål
 Betragt to målrum(X,E,µ) og(Y,F,ν). Vi skal i dette kapitel organisere det kartesiske produktX ×Y til et målrum(X ×Y,E⊗F,µ ⊗ ν), således atE⊗F indeholder alle produktmængderA×B, hvorA∈ E og B∈ F, og således at
 µ ⊗ν(A×B) = µ(A)ν(B), (4.1)
 for sådanneA ogB. Konstruktionen afµ ⊗ν viser sig imidlertid kun at være mulig under anta-gelse af, atµ ogν er σ -endelige(jvf. Definition 1.3.7), og den bygger påµ- ogν-integralerne,som vi har indført i Kapitel 2. Under forudsætningen omσ -endelighed gælder der også, atmålet µ ⊗ ν er entydigt bestemt af betingelsen (4.1), ogµ ⊗ ν omtales derfor somprodukt-måletaf µ og ν. I tilfældet (X,E,µ) = (Y,F,ν) = (R,B(R),λ ) ses specielt, at produktmåletλ ⊗λ har den egenskab, der karakteriserer Lebesgue-måletλ2 (jvf. Eksempel 3.2.3). Dermedfølger eksistensen af Lebesgue-målet i to dimensioner (og –ved iteration– i højere dimensioner)fra eksistensen af det én-dimensionale Lebesgue-mål og konstruktionen af produktmål, som viskal give nedenfor. Vores udestående, hvad angår Lebesgue-mål, er efter dette kapitel såledesreduceret til at etablere eksistensen af det én-dimensionale Lebesgue-målλ .
 I afsnit 4.4 skal vi undersøge, hvordan man integrerer med hensyn til produktmåletµ ⊗ν. Viskal således vise to resultater (Tonellis og Fubinis sætninger), der udtrykker, hvordan integralermht. µ ⊗ν kan udregnes som dobbelt-integraler, idet man først integrerer mht.µ og dernæstmht.ν (eller omvendt).
 4.1 Produktrummet af to målelige rum
 I dette afsnit betragtes to målelige rum(X,E) og (Y,F). Vi skal udstyre det kartesiske produktX ×Y med en naturligσ -algebraE⊗F, ligesom vi skal studere målelighed med hensyn tilE⊗F både af afbildinger defineret påX×Y og af afbildninger med værdier iX×Y.
 4.1.1 Definition. Vi udstyrer det kartesiske produktX ×Y medprodukt-σ -algebraenE⊗F,defineret ved
 E⊗F = σ({A×B | A∈ E, B∈ F}
 ).
 I forbindelse med produktrummetX ×Y er det naturligt at betragte koordinat-projektionernened på hhv.X ogY samt indlejringerne afX ogY i X×Y.
 4.1.2 Definition. (a) Koordinat-projektionerne p1 : X×Y → X og p2 : X×Y →Y defineresved:
 p1(x,y) = x og p2(x,y) = y for alle (x,y) i X×Y.
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(b) Ladx0 ogy0 være faste elementer i hhv.X ogY. Vi definerer da de tilhørendeindlejrings-afbildningerιx0 : Y → X×Y og ιy0 : X → X×Y ved
 ιx0(y) = (x0,y), og ιy0(x) = (x,y0), (x∈ X, y∈Y).
 Det næste resultat viser specielt, at produkt-σ -algebraenE⊗F er nært knyttet til projektionsaf-bildningerne.
 4.1.3 Sætning. (i) Projektionsafbildningernep1 og p2 er hhv. (E⊗ F)-E- og (E⊗ F)-F-målelige. Endvidere kanE⊗F karakteriseres som den mindsteσ -algebra iX ×Y meddenne egenskab: HvisH er enσ -algebra iX×Y, som opfylder, atp1 og p2 er hhv.H-E-ogH-F-målelige, så gælder der, atH ⊇ E⊗F.
 (ii) For vilkårligex0 i X og y0 i Y er indlejringsafbildningerneιx0 : Y → X×Y og ιy0 : X →X×Y hhv.F-(E⊗F)- ogE-(E⊗F)-målelige.
 Bevis.(i) For vilkårlige mængderA fra E og B fra F har vi, at
 p−11 (A) = A×Y ∈ E⊗F og p−1
 2 (B) = X×B∈ E⊗F,
 hvilket viser, atp1 og p2 er målelige som foreskrevet. Antag derpå, atH er enσ -algebra iX×Ysom beskrevet i (i). Det følger da, at
 A×B = (A×Y)∩ (X×B) = p−11 (A)∩ p−1
 2 (B) ∈ H for alleA i E ogB i F,
 og dette medfører (jvf. (1.3)), at
 H ⊇ σ({A×B | A∈ E, B∈ F}
 )= E⊗F,
 som ønsket.
 (ii) For at vise atιx0 er F-(E⊗F)-målelig, er det ifølge Sætning 1.4.6(iv) nok at vise, atι−1x0
 (D) ∈ F for alle mængderD fra frembringersystemet{A×B | A ∈ E, B ∈ F} for E⊗F.Men hvisA∈ E ogB∈ F, ses det umiddelbart, at
 ι−1x0
 (A×B) = {y∈Y | (x0,y) ∈ A×B} =
 {
 B∈ F, hvisx0 ∈ A
 /0∈ F, hvisx0 /∈ A,
 som ønsket. Helt tilsvarende vises det, atιy0 erE-(E⊗F)-målelig. �
 4.1.4 Sætning.Lad (X,E), (Y,F) og (Z,H) være målelige rum.
 (i) En funktion f : Z → X ×Y er H-(E⊗F)-målelig, hvis og kun hvis koordinatafbildnin-gernep1◦ f : Z → X og p2◦ f : Z →Y er hhv.H-E- ogH-F-målelige.
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(ii) Lad g: X ×Y → Z være en(E⊗F)-H-målelig afbildning, og ladx0 og y0 være fasteelementer i hhv.X ogY. Da er “snit-afbildningerne”
 g(·,y0) : x 7→ g(x,y0) : X → Z og g(x0, ·) : y 7→ g(x0,y) : Y → Z
 hhv.E-H- ogF-H-målelige.
 Bevis.(i) Antag først, atf erH-E⊗F målelig. Idetp1 og p2 er hhv.(E⊗F)-E- og (E⊗F)-F-målelige, følger det fra Sætning 1.4.6(v), atp1◦ f og p2◦ f er hhv.H-E- ogH-F-målelige.
 Antag omvendt, atp1 ◦ f og p2◦ f er hhv.H-E- og H-F-målelige. Ifølge Sætning 1.4.6(iv) erdet nok at vise, atf−1(A×B) ∈ H for alleA i E ogB i F. Men for sådanneA ogB finder vi, at
 f−1(A×B) = (p1◦ f )−1(A)∩ (p2◦ f )−1(B) ∈ H,
 idet mængderne(p1◦ f )−1(A) og (p2◦ f )−1(B) begge er elementer iH.
 (ii) Bemærk, atg(·,y0) = g◦ ιy0, og g(x0, ·) = g◦ ιx0, hvor afbildningerneιy0 og ιx0 er hhv.E-(E⊗F)- ogF-(E⊗F)-målelige ifølge Sætning 4.1.3. Dermed følger påstanden umiddelbartaf Sætning 1.4.6(v). �
 4.1.5 Bemærkning.Lad U være en delmængde afX ×Y, og ladx0 og y0 være udvalgte ele-menter i hhv.X ogY. Vi benytter da notationen
 Ux0 = {y∈Y | (x0,y) ∈U} = ι−1x0
 (U)
 ogUy0 = {x∈ X | (x,y0) ∈U} = (ιy0)−1(U),
 og disse mængder kaldes forsnitmængderne af Ui hhv. x0 og y0.
 x_0
 U
 y_0
 Figur 5: Snitmængder i en delmængdeU af R2. De med fedt markerede intervaller på 2.-aksen udgør tilsammen
 snitmængdenUx0, mens de med fedt markerede intervaller på 1.-aksen tilsammen udgør snitmængdenUy0.
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Som følge af Sætning 4.1.3 noterer vi, at
 Ux0 ∈ F, og Uy0 ∈ E for alleU i E⊗F.
 Snitmængderne spiller en væsentlig rolle i konstruktionenaf produktmålet i Afsnit 4.3. �
 Det næste resultat er nyttigt med henblik på at identificere (små) frembringersystemer forE⊗F.
 4.1.6 Sætning.Lad C og D være frembringersystemer for hhv.E og F, og antag, at der findesfølger(Cn) og (Dn) af mængder fra hhv.C ogD, således at
 ⋃
 n∈NCn = X, og
 ⋃
 n∈NDn = Y.
 Da gælder der, atE⊗F = σ
 ({A×B | A∈ C, B∈ D}
 ).
 Bevis.Vi sætterH = σ({A×B | A ∈ C, B ∈ D}). Det følger umiddelbart fra definitionen afE⊗F, atH ⊆ E⊗F. For at vise den omvendte inklusion er det ifølge Sætning 4.1.3(i) nok atvise, atp1 og p2 er hhv.H-E- ogH-F-målelige. For at vise denne målelighed afp1 er det ifølgeSætning 1.4.6(iv) nok at vise, atp−1
 1 (A) ∈ H for alleA i C, og for et sådantA finder vi, at
 p−11 (A) = A×Y = A×
 ( ⋃
 n∈NDn
 )=
 ⋃
 n∈NA×Dn ∈ H,
 eftersomA×Dn ∈ H for allen. Tilsvarende vises det, atp2 er målelig som foreskrevet. �
 I forbindelse med Sætning 4.1.6 ovenfor noterer vi, at betingelsen om eksistens af følger(Cn)og (Dn) med de i sætningen beskrevne egenskaber specielt er opfyldt, hvisX ∈ C ogY ∈ D.
 4.1.7 Korollar. I tilfældet (X,E) = (Y,F) = (R,B(R)) gælder der, at
 B(R)⊗B(R) = B(R2).
 Bevis.Ved anvendelse af Sætning 1.2.2 følger det, at
 B(R) = σ({(a,b) | −∞ < a < b < ∞}
 ),
 og atB(R2) = σ
 ({(a1,b1)× (a2,b2) | −∞ < ai < bi < ∞, i = 1,2}
 ). (4.2)
 Idet vi kan skrive:R =⋃
 n∈N(−n,n), følger det endvidere fra Sætning 4.1.6, at højresiden af(4.2) er lig medB(R)⊗B(R). �
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4.2 Produktrum af flere end to målelige rum
 Vi skal i dette afsnit kort gennemgå, hvordan resultaterne fra det foregående afsnit kommer tilat se ud, hvis man betragter produktrummet af flere end to målelige rum. Vi betragter således idet følgended målelige rum(X1,E1), . . . ,(Xd,Ed), hvord er et naturligt tal større end 2.
 4.2.1 Definition. Vi udstyrer det kartesiske produktX1× ·· · ×Xd med produkt-σ -algebraenE1⊗·· ·⊗Ed defineret ved
 E1⊗·· ·⊗Ed = σ({A1×·· ·×Ad | Ai ∈ Ei, i = 1, . . . ,d}
 ).
 For hverti fra {1,2, . . . ,d} kan vi betragte projektions-afbildningen
 pi : (x1, . . . ,xd) 7→ xi : X1×·· ·×Xd → Xi, (4.3)
 og for fastholdteξ j fra Xj , j ∈ {1,2, . . . ,d}\{i}, kan vi betragte indlejringsafbildningen
 xi 7→ (ξ1, . . . ,ξi−1,xi ,ξi+1, . . . ,ξd) : Xi → X1×·· ·×Xd. (4.4)
 I analogi med Sætning 4.1.3 har vi da
 4.2.2 Sætning. (i) For hverti fra {1,2, . . . ,d} er projektionsafbildningenpi givet ved (4.3)(E1⊗·· ·⊗Ed)-Ei-målelig. Endvidere kanE1⊗·· ·⊗Ed karakteriseres som den mindsteσ -algebra iX ×·· ·×Xd med denne egenskab: HvisH er enσ -algebra iX1×·· ·×Xd,som opfylder, atpi erH-Ei-målelig for allei, så gælder der, atH ⊇ E1⊗·· ·⊗Ed.
 (ii) Lad i fra {1,2, . . . ,d} og ξ j fra Xj , j ∈ {1,2, . . . ,d} \ {i}, være givne. Da er indlejrings-afbildningen givet ved(4.4)Ei-(E1⊗·· ·⊗Ed)-målelig.
 Bevis.(i) Dette følger ganske som i beviset for Sætning 4.1.3 ved anvendelse af identiteterne:
 p−1i (Ai) = X1×·· ·×Xi−1×Ai ×Xi+1×·· ·×Xd, (Ai ∈ Ei , i = 1,2, . . . ,d),
 og
 A1×·· ·×Ad =d⋂
 i=1p−1
 i (Ai), (Ai ∈ Ei, i = 1,2, . . . ,d).
 (ii) Lad ι betegne indlejringsafbildningen givet ved (4.4). Ifølge Sætning 1.4.6(iv) er det nok atvise, atι−1(A1×·· ·×Ad) ∈ Ei for vilkårlige A j fra E j , j = 1,2, . . . ,d. Men dette følger af, at
 ι−1(A1×·· ·×Ad) =
 {
 Ai , hvis ξ j ∈ A j for alle j fra {1, . . . ,d}\{i}/0, hvis ξ j /∈ A j for mindst ét j fra {1, . . . ,d}\{i}.
 Dermed er sætningen vist. �
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4.2.3 Sætning.Lad (X1,E1), . . . ,(Xd,Ed) og (Z,H) være målelige rum.
 (i) En funktion f : Z → X1×·· ·×Xd erH-(E1⊗·· ·⊗Ed)-målelig, hvis og kun hvis koordi-natafbildningenpi ◦ f : Z → Xi erH-Ei-målelig for allei = 1,2, . . . ,d.
 (ii) Lad g: X1×·· ·×Xd → Z være en(E1⊗·· ·⊗Ed)-H-målelig afbildning. For vilkårligeifra {1,2, . . . ,d} og ξ1, . . . ,ξi−1,ξi+1, . . . ,ξd fra hhv.X1, . . . ,Xi−1,Xi+1, . . . ,Xd gælder derda, at “snit-afbildningen”
 g(ξ1, . . . ,ξi−1, ·,ξi+1, . . . ,ξd) : xi 7→ g(ξ1, . . . ,ξi−1,xi,ξi+1, . . . ,ξd) : Xi → Z
 erEi-H-målelig.
 Bevis.Beviset er helt analogt til beviset for Sætning 4.1.4:
 (i) Hvis f er målelig som foreskrevet, da gælder der for hverti, at pi ◦ f erH-Ei-målelig ifølgeSætning 4.2.2 og Sætning 1.4.6(v). Hvis omvendtpi ◦ f er H-Ei-målelig for allei, så gælderder, at
 f−1(A1×·· ·×Ad) =d⋂
 i=1(pi ◦ f )−1(Ai) ∈ H,
 for alle Ai fra Ei, i = 1, , . . . ,d, hvilket viser, atf er H-(E1⊗·· ·⊗Ed)-målelig ved anvendelseaf Sætning 1.4.6(iv).
 (ii) Dette følger af Sætning 1.4.6(v) og identiteten:
 g(ξ1, . . . ,ξi−1, ·,ξi+1, . . . ,ξd) = g◦ ι,
 hvor ι er indlejringsafbildningen givet ved (4.4), som erEi-(E1⊗·· ·⊗Ed)-målelig ifølge Sæt-ning 4.2.2(ii). �
 Vi bemærker i forbindelse med Sætning 4.2.3, at udsagn (i) generaliserer Sætning 1.4.9, efter-somB(Rd) = B(R)⊗d.
 4.2.4 Sætning.Antag for hverti fra {1, . . . ,d} at Di er et frembringersystem forEi, og at der
 findes en følge(D(i)n )n∈N af mængder fraDi , således at
 ⋃
 n∈N D(i)n = Xi. Da gælder der, at
 E1⊗·· ·⊗Ed = σ({A1×·· ·×Ad | Ai ∈ Di , i = 1,2, . . . ,d}
 ).
 Bevis.Vi sætterH = σ({A1×·· ·×Ad | Ai ∈ Di , i = 1,2, . . . ,d}
 ). InklusionenH ⊆ E1⊗·· ·⊗
 Ed er da oplagt fra definitionen afE1 ⊗ ·· · ⊗ Ed. For at vise den modsatte inklusion er detifølge Sætning 4.2.2(i) og Sætning 1.4.6(iv) nok at vise, atp−1
 j (B j) ∈ H, for vilkårlige j fra
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{1,2, . . . ,d} og B j fra D j . Men dette følger af, at
 p−1j (B j) = X1×·· ·×Xj−1×B j ×Xj+1×·· ·×Xd
 =⋃
 n1,...,n j−1,n j+1,...,nd∈ND(1)
 n1 ×·· ·×D( j−1)n j−1 ×B j ×D( j+1)
 n j+1 ×·· ·×D(d)nd ,
 hvor det sidste udtryk er en tællelig foreningsmængde af mængder fraH. �
 Notationen antyder, atE1⊗ ·· ·⊗Ed kan opnås ved at anvende operationen “⊗” successivtdgange. At dette er tilfældet, bekræftes af følgende resultat (i tilfældetm= 1).
 4.2.5 Korollar. Ladd ogmvære naturlige tal, og lad(X1,E1), . . . ,(Xd+m,Ed+m) være måleligerum. Under den naturlige identifikation:
 X1×·· ·×Xd+m ≃ (X1×·· ·×Xd)× (Xd+1×·· ·×Xd+m), (4.5)
 gælder der da, at
 E1⊗·· ·⊗Ed+m = (E1⊗·· ·⊗Ed)⊗ (Ed+1⊗·· ·⊗Ed+m).
 Bevis.Pr. definition af produkt-σ -algebra har vi
 E1⊗·· ·⊗Ed+m = σ({D1×·· ·×Dd+m | D j ∈ E j , j = 1, . . . ,d+m}
 ),
 ligesomE1⊗·· ·⊗Ed = σ
 ({D1×·· ·×Dd | D j ∈ E j , j = 1, . . . ,d}
 ),
 ogEd+1⊗·· ·⊗Ed+m = σ
 ({Dd+1×·· ·×Dd+m | D j ∈ E j , j = d+1, . . . ,d+m}
 ).
 Ifølge Sætning 4.2.4 gælder der derfor, at
 (E1⊗·· ·⊗Ed)⊗ (Ed+1⊗·· ·⊗Ed+m)
 = σ({(D1×·· ·×Dd)× (Dd+1×·· ·×Dd+m) | D j ∈ E j , j = 1, . . . ,d+m}
 ),
 og korollaret følger nu af, at der for vilkårligeD j fra E j , j = 1, . . . ,d+m, gælder, at
 (D1×·· ·×Dd)× (Dd+1×·· ·×Dd+m) = D1×·· ·×Dd+m
 under den naturlige identifikation (4.5). �
 4.2.6 Korollar. For vilkårlige naturlige tald og m gælder følgende udsagn:
 (i) B(R)⊗d := B(R)⊗·· ·⊗B(R)︸ ︷︷ ︸
 d faktorer
 = B(Rd).
 (ii) B(Rd)⊗B(Rm) = B(Rd+m), under den naturlige identifikationRd×Rm ≃ Rd+m.
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Bevis.(i) Dette følger ganske som i beviset for Korollar 4.1.7 ved anvendelse af Sætning 4.2.4samt identiteterne (jvf. Sætning 1.2.2):
 B(R) = σ({(a,b) | −∞ < a < b < ∞}
 ),
 ogB(Rd) = σ
 ({(a1,b1)×·· ·× (ad,bd) | −∞ < ai < bi < ∞, i = 1, . . . ,d}
 ).
 (ii) Ved anvendelse af (i) og Korollar 4.2.5 finder vi, at
 B(Rd)⊗B(Rm) = B(R)⊗d⊗B(R)⊗m = B(R)⊗(d+m) = B(Rd+m),
 som ønsket. �
 Vi noterer afslutningsvist, at for et generelt metrisk rum(S,ρ) kan man udstyre produktrummetSd med f.eks. metrikken
 ρ∞((x1, . . . ,xd),(y1, . . . ,yd)) = maxi=1,...,d
 ρ(xi ,yi), ((x1, . . . ,xd),(y1, . . . ,yd) ∈ Sd),
 og derefter indføre Borel-algebraenB(Sd) i Sd somσ -algebraen frembragt af systemet af åbnemængder mht.ρ∞. Der gælder da generelt, atB(S)⊗d ⊆ B(Sd), med lighedstegn hvis(S,ρ) erseparabelt. Vi refererer til Appendix A.6 for detaljer.
 4.3 Produktmål
 I dette afsnit skal vi forσ -endelige målrum(X,E,µ) og(Y,F,ν) bevise eksistens og entydighedaf et målµ ⊗ ν på (X ×Y,E⊗F), der opfylder formlen (4.1). I specialtilfældet(X,E,µ) =(Y,F,ν) = (R,B(R),λ ), gælder der som tidligere nævnt, atλ ⊗λ = λ2. For at motivere dengenerelle konstruktion af produktmål, starter vi med en heuristisk udledning i dette tilfælde,idet vi som bekendt opfatterλ2(U) som arealet afU for enhver Borel-mængdeU i R2. Lad osfor simpelhedskyld antage, atU er en “pæn” delmængde afR2, som er indeholdt i et rektangel[0,b]× [0,c] for passende positive talb og c. For at approksimere arealet afU er det naturligtat gå frem som ved konstruktionen af Riemann-integralet. Vibetragter således som i Afsnit 2.7inddelinger
 0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tn = b,
 af [0,b] på 1.-aksen, hvor
 maxi=1,2,...,n
 (ti − ti−1) −→ 0 for n→ ∞.
 For hverti kan vi så betragte rektanglet(ti−1, ti]× [0,c] over del-intervallet(ti−1, ti], og vi kanopspalteU i sine fællesmængder med disse rektangler. For arealet afU svarer dette til formlen:
 λ2(U) =n
 ∑i=1
 λ2(U ∩ (ti−1, ti]× [0,c]).
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For hverti kan vi derefter approksimere arealetλ2(U ∩ (ti−1, ti]× [0,c]) med summen af area-lerne af akseparallelle rektangler, hvis lodrette sider erstykker af liniernex = ti−1 og x = ti, oghvis vandrette sider er bestemt af skæringspunkterne mellem linienx = ti−1 og randen afU .
 t_{i−1} t_i
 c
 b
 U
 Figur 6: Approksimation af arealet af mængdenU med en Riemann-venstresum. De med fed markerede
 intervaller på 2.-aksen udgør tilsammen snit-mængdenUti−1.
 Bemærk her, at rektanglernes venstre lodrette sider tilsammen udgør mængden{ti−1}×Uti−1,hvorUti−1 betegner snitmængden afU i ti−1 (jvf. Bemærkning 4.1.5). Den samlede længde afrektanglernes lodrette sider bliver dermedλ (Uti−1), og det samlede areal af rektanglerne bliverλ (Uti−1)(ti − ti−1). Vi opnår således approksimationen
 λ2(U ∩ (ti−1, ti]× [0,c]) ≈ λ (Uti−1)(ti − ti−1),
 og dermed også
 λ2(U)≈n
 ∑i=1
 λ (Uti−1)(ti − ti−1).
 Her genkender vi højresiden som en Riemann-venstresum for funktionen
 ϕU(t) = λ (Ut), (t ∈ [0,b]),
 og hvis denne funktion er Riemann-integrabel, kan vi dermedslutte, at
 λ2(U) = limn→∞
 n
 ∑i=1
 λ (Uti−1)(ti − ti−1) = R∫ b
 0λ (Ut)dt,
 hvor første lighedstegn i hvert fald er intuitivt klart. Da Riemann-integralet stemmer overensmed Lebesgue-integralet for alle Borel-målelige, Riemann-integrable funktioner (jvf. Sætning 2.7.3),ledes vi til at benytte formlen:
 λ2(U) =
 ∫ b
 0λ (Ut)λ (dt), (4.6)
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som er meningsfuld, hvis bare funktionenϕU er Borel-målelig. Spørgsmålet er så bare, forhvilke mængderU funktionenϕU ér Borel-målelig. For at kunne benytte (4.6) til at konstruereλ2 udfraλ skulle formlen jo gerne gælde for alleU i B(R2). Det viser sig heldigvis også, atϕU
 er en Borel-funktion for alleU i B(R2), men det kræver en del arbejde at få etableret, og detteviser sig faktisk at være den vanskeligste del af hele konstruktionen. Lad os som en hyldesttil Lebesgue-integralet afslutningsvist bemærke, at hvisvi kun havde Riemann-integralet tilrådighed, så ville formel (4.6) kun være meningsfuld for en stærkt begrænset klasse af mængderU .
 Da vores ambition er at konstruere produktmåletµ ⊗ν for generelleσ -endelige målµ og ν,vender vi i det følgende tilbage til dette mere generelle setup. Vi skal således som det næstebevise måleligheden afϕU i denne generelle ramme, idet vi dog starter med at antage, atµ ogν er endelige mål.
 4.3.1 Lemma. Betragt målrummene(X,E,µ) og (Y,F,ν), og antag, atµ(X),ν(Y) < ∞. LadvidereU være en(E⊗F)-målelig delmængde afX ×Y, og betragt afbildningerneϕU : X →[0,∞) ogψU : Y → [0,∞) givet ved
 ϕU(x) = ν(Ux), og ψU (y) = µ(Uy), (x∈ X, y∈Y),
 hvorUx ogUy er snitmængderne indført i Bemærkning 4.1.5. Da erϕU E-B(R)-målelig ogψU
 erF-B(R)-målelig.
 Bevis.Bemærk først, atϕU og ψU er veldefinerede, idetUx ∈ F, ogUy ∈ E for alle x i X ogy i Y ifølge Bemærkning 4.1.5. Vi viser kun, atϕU er E-målelig, idet argumentet for atψU erF-målelig forløber helt analogt. Betragt systemet
 D := {U ∈ E⊗F | ϕU erE-målelig}.Vi skal vise, atD = E⊗F. Hertil er det nok at vise, atD er etδ -system, som indeholder det∩-stabile frembringersystem
 K = {A×B | A∈ E, B∈ F}for E⊗F. For så medfører Dynkins lemma (Sætning 3.1.7), at
 D ⊇ δ (K) = σ(K) = E⊗F.
 Trin 1. Vi viser først, atK⊆D. Betragt således mængdenA×B, hvorA∈ E ogB∈F. Vi finderså forx i X, at
 (A×B)x = {y∈Y | (x,y) ∈ A×B} =
 {
 /0, hvisx /∈ A,
 B, hvisx∈ A,
 således atϕA×B(x) = ν((A×B)x) = ν(B) ·1A(x). (4.7)
 DaA∈ E fremgår det heraf, atϕA×B erE-målelig, således atA×B∈ D.
 Trin 2. Vi viser dernæst, atD er etδ -system:
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(δ1) X×Y ∈ D, idetX×Y ∈ K ⊆ D (ifølge Trin 1).
 (δ2) Antag, atU1,U2 ∈ D, og atU1 ⊆U2. Forx i X finder vi så, at
 (U2\U1)x = ι−1x (U2\U1) = ι−1
 x (U2)\ ι−1x (U1) = (U2)x\ (U1)x,
 hvor (U1)x ⊆ (U2)x. Idetν((U1)x) ≤ ν(Y) < ∞, følger det af Sætning 1.3.4(iii), at
 ϕU2\U1(x) = ν((U2\U1)x) = ν((U2)x\ (U1)x)
 = ν((U2)x)−ν((U1)x) = ϕU2(x)−ϕU1(x),
 for allex i X. DaϕU1,ϕU2 begge erE-målelige, følger det dermed fra Sætning 1.5.4(ii), atogsåϕU2\U1
 erE-målelig, dvs.U2\U1 ∈ D.
 (δ3) Lad(Un) være en voksende følge af mængder fraD, og sætU =⋃
 n∈NUn. Forx i X harvi så, at
 (U1)x ⊆ (U2)x ⊆ (U3)x ⊆ ·· · ,og at
 ⋃
 n∈N(Un)x =
 ⋃
 n∈Nι−1x (Un) = ι−1
 x
 (⋃
 n∈NUn
 )
 = ι−1x (U) = Ux.
 Det følger da fra Sætning 1.3.4(v), at
 ϕU (x) = ν(Ux) = limn→∞
 ν((Un)x) = limn→∞
 ϕUn(x), (x∈ X).
 Da ϕUn er E-målelig for allen, følger det dermed, at ogsåϕU er E-målelig (jvf. Korol-lar 1.6.7(ii)), dvs.U ∈ D.
 Dermed er det godtgjort, atD er etδ -system, hvilket afslutter beviset. �
 4.3.2 Lemma. Betragt målrummene(X,E,µ) og (Y,F,ν), og antag, atµ og ν er σ -endelige.Lad videreU være en mængde fraE⊗F, og betragt afbildningerneϕU : X → [0,∞] ogψU : Y →[0,∞] givet ved
 ϕU(x) = ν(Ux), og ψU (y) = µ(Uy), (x∈ X, y∈Y).
 Da erϕU E-B(R)-målelig, ogψU erF-B(R)-målelig.
 Bevis.Som i beviset for Lemma 4.3.1 erϕU og ψU veldefinerede ifølge Bemærkning 4.1.5, ogvi viser kun, atϕU erE-målelig. Daν erσ -endeligt, kan vi vælge en følge(Bn) af mængder fraF, således at
 B1 ⊆ B2 ⊆ B3 ⊆ ·· · , ⋃
 n∈NBn = Y, og ν(Bn) < ∞ for allen.
 For hvertn i N definerer vi derpå detendelige målνn på(Y,F), givet ved
 νn(B) := νkBn
 (B) = ν(B∩Bn), (B∈ F)
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(jvf. Eksempel 1.3.3(D)). Betragt nu en vilkårlig mængdeU fra E⊗F, og betragt for hvertn
 funktionenϕ(n)U : X → [0,∞) givet ved
 ϕ(n)U (x) = νn(Ux) = ν(Ux∩Bn), (x∈ X).
 Daνn er et endeligt mål, fortæller Lemma 4.3.1, atϕ(n)U erE-målelig for allen. Bemærk videre,
 atUx∩B1 ⊆Ux∩B2 ⊆Ux∩B3 ⊆ ·· · , og
 ⋃
 n∈N(Ux∩Bn) = Ux∩Y = Ux,
 for hvertx i X, og vha. Sætning 1.3.4(v) følger det derfor, at
 ϕU(x) = ν(Ux) = limn→∞
 ν(Ux∩Bn) = limn→∞
 ϕ(n)U (x),
 for allex i X. Vha. Korollar 1.6.7(i) kan vi derfor slutte, at ogsåϕU erE-målelig. �
 Vi er nu parate til at bevise eksistens og entydighed af produktmål.
 4.3.3 Hovedsætning.Lad (X,E,µ) og (Y,F,ν) væreσ -endelige målrum. Da findes ét og kunét målπ på(X×Y,E⊗F), således at
 π(A×B) = µ(A)ν(B) for alleA i E og B i F. (4.8)
 Måletπ er givet eksplicit ved
 π(U) =∫
 Xν(Ux)µ(dx) =
 ∫
 Yµ(Uy)ν(dy) for alleU i E⊗F. (4.9)
 Bevis for entydigheds-delen af Hovedsætning 4.3.3.Antag, atπ og π ′ er to mål på pro-duktrummet(X ×Y,E⊗F), der begge opfylder (4.8). Med andre ord gælder der, atπ(D) =π ′(D) for alleD i det∩-stabile frembringersystem
 K = {A×B | A∈ E, B∈ F},
 for E⊗F. Da (X,E,µ) og (Y,F,ν) er σ -endelige, kan vi vælge voksende følger(An) og (Bn)fra hhv.E ogF, således at
 ⋃
 n∈NAn = X,
 ⋃
 n∈NBn = Y, og µ(An),ν(Bn) < ∞ for allen.
 Sættes nuHn = An×Bn for allen, så er(Hn) en voksende følge af mængder fraK, der opfylder,at
 ⋃
 n∈NHn = X×Y, og π(Hn) = µ(An)ν(Bn) = π ′(Hn) < ∞ for allen.
 En anvendelse af Hovedsætning 3.2.2 viser dermed, atπ = π ′.
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Bevis for eksistens-delen af Hovedsætning 4.3.3.Ifølge Lemma 4.3.2 kan vi definere afbild-ningenπ : E⊗F → [0,∞] ved
 π(U) =
 ∫
 Xν(Ux)µ(dx), (U ∈ E⊗F).
 Vi viser først, atπ faktisk er et mål påE⊗F. Det følger umiddelbart, at
 π( /0) =
 ∫
 Xν( /0x)µ(dx) =
 ∫
 X0µ(dx) = 0.
 For en følge(Un) af disjunkte mængder fraE⊗F bemærker vi dernæst, at((Un)x)n∈N er enfølge af disjunkte mængder fraF for hvertx i X. Dermed følger det, at
 π(∪n∈N Un
 )=
 ∫
 Xν((
 ∪n∈N Un)
 x
 )µ(dx) =
 ∫
 Xν(∪n∈N (Un)x
 )µ(dx)
 =∫
 X
 ( ∞
 ∑n=1
 ν((Un)x
 ))
 µ(dx) =∞
 ∑n=1
 (∫
 Xν((Un)x
 )µ(dx)
 )
 =∞
 ∑n=1
 π(Un),
 hvor vi bl.a. har benyttet Sætning 2.2.9.
 Vi viser dernæst, at måletπ opfylder identiteten (4.8). LadA fra E og B fra F være givne. Vihar tidligere bemærket (se formel (4.7)), at
 ν((A×B)x) = ν(B) ·1A(x), (x∈ X).
 Det følger derfor, at
 π(A×B) =∫
 Xν((A×B)x)µ(dx) =
 ∫
 Xν(B)1A(x)µ(dx)
 = ν(B)∫
 X1A(x)µ(dx) = ν(B)µ(A),
 som ønsket.
 På samme måde som ovenfor følger det, at der ved ligningen
 π ′(U) =
 ∫
 Yµ(Uy)ν(dy), (U ∈ E⊗F),
 defineres et målπ ′ påE⊗F, som ligeledes opfylder (4.8). Ifølge entydighedsdelen (etableretovenfor) gælder der derfor, atπ = π ′, hvilket beviser det andet lighedstegn i (4.9). �
 4.3.4 Definition. Lad (X,E,µ) og (Y,F,ν) væreσ -endelige målrum. Måletπ beskrevet i Ho-vedsætning 4.3.3 kaldes forproduktmåletaf µ og ν, og det betegnes medµ ⊗ν.
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4.3.5 Bemærkning.Vi har ovenfor indført produktmålet af toσ -endelige mål. Hvis man meregenerelt betragterd σ -endelige målrum(X1,E1,µ1),. . . ,(Xd,Ed,µd), da følger det helt analogttil beviset for entydighedsdelen af Sætning 4.3.3, at der højst findes ét målπ på produkt-σ -algebraenE1⊗·· ·⊗Ed, som opfylder, at
 π(A1×·· ·×Ad) =d
 ∏j=1
 µ j(A j), (A j ∈ E j , j = 1, . . . ,d). (4.10)
 Eksistensen af et målπ på(X1×·· ·×Xd,E1⊗·· ·⊗Ed), der opfylder (4.10), kan f.eks. etable-res ved successiv anvendelse af Sætning 4.3.3: Hvisd = 3, kan vi indføreπ som produktmålet(µ1⊗ µ2)⊗ µ3, som er veldefineret, idetµ1⊗ µ2 automatisk erσ -endeligt. Bemærk også, at(E1⊗E2)⊗E3 = E1⊗E2⊗E3 ifølge Bemærkning 4.2.5. Hvisd = 4, kan man efterfølgendeindføreπ som produktmålet((µ1⊗µ2)⊗µ3)⊗µ4, og således fortsættes (induktion!). Det en-tydigt bestemte målπ påE1⊗·· ·⊗Ed, der opfylder (4.10), kaldes naturligt for produktmålet afµ1, . . . ,µd, og det betegnes medµ1⊗·· ·⊗µd. �
 Følgende resultat viser sammenhængen mellem Lebesgue-målene i forskellige dimensioner viaproduktmålskonstruktionen.
 4.3.6 Sætning.For vilkårlige naturlige tald og m gælder følgende udsagn:
 (i) λ⊗d := λ ⊗·· ·⊗λ︸ ︷︷ ︸
 d faktorer
 = λd.
 (ii) λd⊗λm = λd+m, under den naturlige identifikation:Rd×Rm ≃ Rd+m.
 Bevis.(i) Ifølge Korollar 4.2.6(i) erλ⊗d et mål på(Rd,B(Rd)). Påstanden følger derefter af,at λ⊗d ifølge definitionen af produktmål har egenskaben:
 λ⊗d((a1,b1)×·· ·× (ad,bd)) =d
 ∏i=1
 λ ((ai,bi)) =d
 ∏i=1
 (bi −ai)
 for alle ai ,bi i R, således atai < bi , i = 1, . . . ,d. Ifølge Eksempel 3.2.3 karakteriserer denneegenskabλd, og vi kan derfor slutte, atλ⊗d = λd.
 (ii) Ifølge Korollar 4.2.6(ii) kan vi under den nævnte identifikation betragteλd ⊗ λm som etmål på(Rd+m,B(Rd+m)), og påstanden følger så igen af, atλd ⊗ λm har den egenskab, derkarakterisererλd+m ifølge Eksempel 3.2.3. �
 4.3.7 Korollar. Lad d og m være naturlige tal. For enhver mængdeB fra B(Rd+m) gælder derda, at
 λd+m(B) =
 ∫
 Rdλm(Bx)λd(dx) =
 ∫
 Rmλd(B
 y)λm(dy).
 Bevis. Dette resultat følger umiddelbart ved at kombinere Sætning4.3.6(ii) med Hovedsæt-ning 4.3.3. �
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Den næste sætning viser, at den intuitive opfattelse af integralet af en positiv funktion somarealet under dens graf er i fuld overensstemmelse med den udviklede teori.
 4.3.8 Sætning.Lad (X,E,µ) være etσ -endeligt målrum, og betragt produktrummet:
 (X×R,E⊗B(R),µ ⊗λ ).
 Lad videref være en funktion iM(E)+, og betragt “området under grafen forf ”, dvs. mængden
 H = {(x, t) ∈ X×R | 0≤ t ≤ f (x)}.
 Da gælder der, atH ∈ E⊗B(R), og at∫
 Xf dµ = (µ ⊗λ )(H) =
 ∫ ∞
 0µ({ f ≥ t})λ (dt).
 Bevis.For at vise atH ∈ E⊗B(R), betragter vi koordinat-projektionernep1 : X ×R → X ogp2 : X×R → R (jvf. Definition 4.1.2). Vi finder da, at
 H = {(x, t) ∈ X×R | p2(x, t)≥ 0}∩{(x, t) ∈ X×R | f ◦ p1(x, t)− p2(x, t) ≥ 0}
 = p−12 ([0,∞))∩ ( f ◦ p1− p2)
 −1([0,∞)) ∈ E⊗B(R),
 idet afbildningernep2 og ( f ◦ p1− p2) begge erE⊗B(R)-målelige. Vi bestemmer derpå snit-mængderneHx ogHt for x i X og t i R:
 Hx = {t ∈ R | (x, t) ∈ H} = {t ∈ R | 0≤ t ≤ f (x)} = [0, f (x)],
 og
 Ht = {x∈ X | (x, t) ∈ H} =
 {
 /0, hvis t < 0
 { f ≥ t}, hvis t ≥ 0.
 Ved anvendelse af (4.9) i Hovedsætning 4.3.3 finder vi derefter, at
 µ ⊗λ (H) =
 ∫
 Xλ (Hx)µ(dx) =
 ∫
 Xλ ([0, f (x)])µ(dx) =
 ∫
 Xf (x)µ(dx),
 og at
 µ ⊗λ (H) =
 ∫
 Rµ(Ht)λ (dt) =
 ∫
 Rµ({ f ≥ t})1[0,∞)(t)λ (dt) =
 ∫ ∞
 0µ({ f ≥ t})λ (dt).
 Dermed er sætningen vist. �
 4.3.9 Korollar. Lad (X,E,µ) være etσ -endeligt målrum, og ladf være en funktion iM(E)+.Da gælder der, at
 ∞
 ∑k=1
 µ({ f ≥ k}) ≤∫
 Xf dµ ≤
 ∞
 ∑k=0
 µ({ f ≥ k}). (4.11)
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Hvis µ er etendeligtmål, gælder der specielt, at
 ∫
 Xf dµ < ∞ ⇐⇒
 ∞
 ∑k=1
 µ({ f ≥ k}) < ∞. (4.12)
 Bevis.Da funktionent 7→ µ({ f ≥ t}) er aftagende (og dermed Borel-målelig), finder vi fort i(0,∞), at
 ∞
 ∑k=1
 µ({ f ≥ k−1})1(k−1,k](t) ≥ µ({ f ≥ t}) ≥∞
 ∑k=1
 µ({ f ≥ k})1(k−1,k](t).
 Ved integration mht.λ og anvendelse af Sætning 2.2.9 følger det derfor, at
 ∫ ∞
 0µ({ f ≥ t})λ (dt)≥
 ∫ ∞
 0
 ( ∞
 ∑k=1
 µ({ f ≥ k})1(k−1,k](t))
 λ (dt)
 =∞
 ∑k=1
 (∫ ∞
 0µ({ f ≥ k})1(k−1,k](t)λ (dt)
 )
 =∞
 ∑k=1
 µ({ f ≥ k}),
 og helt tilsvarende fås, at
 ∫ ∞
 0µ({ f ≥ t})λ (dt)≤
 ∞
 ∑k=1
 µ({ f ≥ k−1}) =∞
 ∑k=0
 µ({ f ≥ k}).
 Sammenholdes disse uligheder med Sætning 4.3.8, fremgår (4.11).
 Bemærk dernæst, at forskellen på højre- og venstreside af (4.11) er leddetµ({ f ≥ 0}), og hvisµ er endeligt, er dette et endeligt tal. Derfor gælder der i dette tilfælde, at
 ∞
 ∑k=1
 µ({ f ≥ k}) < ∞ ⇐⇒∞
 ∑k=0
 µ({ f ≥ k}) < ∞,
 som sammen med (4.11) viser (4.12). �
 4.4 Integration med hensyn til produktmål – Tonellis og Fubinis Sætnin-ger
 I dette afsnit betragtes toσ -endelige målrum(X,E,µ) og (Y,F,ν), og vi skal undersøge, hvor-dan man integrerer(E⊗F)-målelige funktioner defineret påX×Y med hensyn til produktmåletµ ⊗ν.
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For en funktionf fraM(E⊗F) og forx i X ogy i Y betragter vi “snit-funktionerne”f (x, ·) : Y→R og f (·,y) : X → R givet ved:
 f (x, ·)(t) = f ◦ ιx(t) = f (x, t), og f (·,y)(s) = f ◦ ιy(s) = f (s,y), (s∈ X, t ∈Y).
 Vi erindrer fra Sætning 4.1.4(ii), atf (x, ·) ∈ M(F), og f (·,y) ∈ M(E).
 4.4.1 Sætning. (Tonellis Sætning)Lad (X,E,µ) og (Y,F,ν) være σ -endelige målrum ogbetragt produktrummet(X ×Y,E ⊗ F,µ ⊗ ν). For enhver funktionf : X ×Y → [0,∞] fraM(E⊗F)+ gælder der da, at
 (i) Funktionenx 7→ ∫
 Y f (x, ·)dν =∫
 Y f (x,y)ν(dy) er positiv ogE-målelig.
 (ii)∫
 X
 (∫
 Yf (x,y)ν(dy)
 )
 µ(dx) =
 ∫
 X×Yf (x,y)(µ ⊗ν)(dx,dy).
 4.4.2 Bemærkning.Lad (X,E,µ) og (Y,F,ν) væreσ -endelige målrum. Der gælder naturlig-vis et resultat analogt til Tonellis Sætning, hvis man laderx og y bytte rolle og først integrerermht.x og dernæst mht.y. For enhver funktionf fra M(E⊗F)+ har vi således ialt, at
 ∫
 X
 (∫
 Yf (x,y)ν(dy)
 )
 µ(dx) =∫
 X×Yf (x,y)(µ ⊗ν)(dx,dy)
 =
 ∫
 Y
 (∫
 Xf (x,y)µ(dx)
 )
 ν(dy).
 Specielt fremgår det, at integrations-ordenen er ligegyldig. �
 Bevis for Tonellis Sætning. Beviset er (endnu) et eksempel på anvendelse af “standard-beviset” (jvf. indledningen til Afsnit 1.8). Vi viser således først sætningen for en simpel funktions i M(E⊗F)+. Vi skriver spå formen:
 s=n
 ∑i=1
 a j1U j ,
 hvorn∈ N, oga j ∈ [0,∞), U j ∈ E⊗F for alle j i {1, . . . ,n}. Forx i X bemærker vi da, at
 s(x, ·) =n
 ∑j=1
 a j1U j (x, ·) =n
 ∑j=1
 a j1(U j )x,
 hvor (U j)x betegner snitmængden afU j i x (jvf. Bemærkning 4.1.5). Det følger derfor, at
 ∫
 Ys(x, ·)dν =
 ∫
 Y
 ( n
 ∑j=1
 a j1(U j )x
 )
 dν =n
 ∑j=1
 a jν((U j)x), (4.13)
 som sammen med Lemma 4.3.2 viser, atx 7→∫
 Y s(x, ·)dν er en linear-kombination afE-måleligefunktioner, hvilket sikrer, at (i) er opfyldt.
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Med hensyn til (ii) finder vi ved integration med hensyn tilµ i (4.13), at
 ∫
 X
 (∫
 Ys(x, ·)dν
 )
 µ(dx) =∫
 X
 ( n
 ∑j=1
 a jν((U j)x))
 µ(dx) =n
 ∑j=1
 a j
 ∫
 Xν((U j)x)µ(dx)
 =n
 ∑j=1
 a j(µ ⊗ν)(U j) =∫
 X×Ysd(µ ⊗ν),
 hvor vi i tredje lighedstegn har benyttet Hovedsætning 4.3.3. Dermed er også (ii) opfyldt.
 For en generel funktionf fra M(E⊗F)+ benytter vi Sætning 1.8.3 til at vælge en følge(sn) afsimple funktioner fraM(E⊗F)+, således atsn ↑ f for n→ ∞. For hvertx i X har vi da, at ogsåsn(x, ·) ↑ f (x, ·) for n→ ∞, og dermed ved Hovedsætning 2.2.4 at
 ∫
 Ysn(x, ·)dν ↑
 ∫
 Yf (x, ·)dν for n→ ∞. (4.14)
 For hvertn ved vi fra første del af beviset, at funktionenx 7→∫
 Y sn(x, ·)dν er E-målelig, ogdermed viser (4.14), atx 7→ ∫
 Y f (x, ·)dν er punktvis grænse afE-målelige funktioner, hvilketsikrer, at (i) er opfyldt (jvf. Korollar 1.6.7). Med hensyn til (ii) finder vi ved anvendelse af (4.14),første del af beviset og (yderligere) to anvendelser af Hovedsætning 2.2.4, at
 ∫
 X
 (∫
 Yf (x, ·)dν
 )
 µ(dx) = limn→∞
 ∫
 X
 (∫
 Ysn(x, ·)dν
 )
 µ(dx)
 = limn→∞
 ∫
 X×Ysnd(µ ⊗ν) =
 ∫
 X×Yf d(µ ⊗ν).
 Dermed er sætningen bevist. �
 4.4.3 Eksempel.Betragt mængden
 E = {(x,y) ∈ R2 | 0 < x < y < 1}.
 Vi ønsker for ethvertα i R at udregne integralet:∫
 E(y− x)α λ2(dx,dy). Bemærk, at integra-let er veldefineret, eftersomE er en åben mængde og dermed en Borel-mængde, ligesom denikke-negative funktion(x,y) 7→ (y−x)α er kontinuert påE og dermed Borel-målelig (jvf. Kor-ollar 1.7.8(i)). Ved anvendelse af Bemærkning 2.6.2(2) og Tonellis Sætning finder vi nu, at
 ∫
 E(y−x)α λ2(dx,dy) =
 ∫
 R2(y−x)α1E(x,y)λ2(dx,dy)
 =
 ∫
 R
 (∫
 R(y−x)α1Ex(y)λ (dy)
 )
 λ (dx).
 Bemærk her, at
 Ex =
 {
 /0, hvisx /∈ (0,1)
 (x,1), hvisx∈ (0,1).
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1
 1x
 x
 E_x
 E
 Figur 7: Illustration af snitmængdenEx fra Eksempel 4.4.3.
 Indsættes dette i ovenstående udregning, finder vi, at
 ∫
 E(y−x)α λ2(dx,dy) =
 ∫ 1
 0
 (∫ 1
 x(y−x)α λ (dy)
 )
 λ (dx). (4.15)
 For at udregne det inderste integral på højresiden af (4.15)betragter vi et fastx i (0,1). Hvisα ≥ 0, er funktioneny 7→ (y− x)α kontinuert på[x,1], og
 ∫ 1x (y− x)α λ (dy) kan umiddelbart
 udregnes som et Riemann-integral ved stamfunktionsbestemmelse. Hvisα < 0 gælder der, at(y− x)α → ∞ for y ↓ x, og derfor kan samme fremgangsmåde ikke umiddelbart benyttes. Vedhjælp af Hovedsætning 2.2.4 kan vi imidlertid i alle tilfælde udregne
 ∫ 1x (y−x)α λ (dy) som en
 grænseværdi:∫ 1
 x(y−x)α λ (dy) = lim
 n→∞
 ∫ 1
 x+ 1n
 (y−x)α λ (dy),
 og her kan∫ 1
 x+ 1n(y−x)α λ (dy) i alle tilfælde udregnes ved stamfunktionsbestemmelse:
 ∫ 1
 x+ 1n
 (y−x)α λ (dy) =
 [(α +1)−1(y−x)α+1
 ]y=1y=x+ 1
 n, hvis α 6= −1,
 [ln(y−x)
 ]y=1y=x+ 1
 n, hvis α = −1,
 =
 {
 (α +1)−1((1−x)α+1− (1
 n)α+1), hvis α 6= −1,
 ln(1−x)− ln(1n), hvis α = −1.
 Vi slutter derfor, at
 ∫ 1
 x(y−x)α λ (dy) =
 {
 (α +1)−1(1−x)α+1, hvis α > −1,
 ∞, hvis α ≤−1.
 Dermed kan vi endelig slutte (jvf. (4.15)), at hvisα ≤−1, så er
 ∫
 E(y−x)α λ2(dx,dy) =
 ∫ 1
 0∞λ (dx) = ∞,
 120

Page 121
                        

mens vi forα i (−1,∞) finder, at
 ∫
 E(y−x)α λ2(dx,dy) = (α +1)−1
 ∫ 1
 0(1−x)α+1 λ (dx)
 = (α +1)−1(α +2)−1[− (1−x)α+2]x=1x=0
 =1
 (α +1)(α +2). ⋄
 Vi skal herefter vise en analog til Tonellis Sætning for funktioner med generelle reelle værdier.
 4.4.4 Sætning. (Fubinis Sætning)Lad (X,E,µ) og (Y,F,ν) væreσ -endelige målrum, og be-tragt produktrummet(X ×Y,E⊗F,µ ⊗ν). Lad yderligeref : X ×Y → R være en funktion iL1(µ ⊗ν). Da gælder der, at
 (i) Mængden
 N ={
 x∈ X∣∣ f (x, ·) /∈ L1(ν)
 }=
 {x∈ X
 ∣∣∫
 Y| f (x,y)|ν(dy) = ∞}
 tilhørerE, og µ(N) = 0.
 (ii) Funktionenu: X → R, defineret ved
 u(x) =
 {∫
 Y f (x,y)ν(dy), hvisx∈ Nc
 0, hvisx∈ N,
 er element iL1(µ).
 (iii)∫
 X×Yf d(µ ⊗ν) =
 ∫
 Xu(x)µ(dx) =
 ∫
 Nc
 (∫
 Yf (x,y)ν(dy)
 )
 µ(dx).
 4.4.5 Bemærkninger. Lad (X,E,µ) og (Y,F,ν) væreσ -endelige målrum.
 (1) Der gælder naturligvis et resultat svarende til FubinisSætning, hvis man laderx ogy bytterolle. For f i L1(µ ⊗ν) har man således formlen:
 ∫
 X×Yf d(µ ⊗ν) =
 ∫
 Mc
 (∫
 Xf (x,y)µ(dx)
 )
 ν(dy), (4.16)
 hvor mængden
 M := {y∈Y | f (·,y) /∈ L1(µ)} ={
 y∈Y∣∣∫
 X| f (x,y)|µ(dx) = ∞}
 erF-målelig, ogν(M) = 0.
 (2) Formlen i (iii) af Fubinis Sætning skrives ofte∫
 X
 (∫
 Yf (x,y)ν(dy)
 )
 µ(dx) =∫
 X×Yf d(µ ⊗ν), (4.17)
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selvom∫
 Y f (x,y)ν(dy) kun giver mening forx i Nc. Man benytter således underforståetkonventionen
 ∫
 Y f (x,y)ν(dy) = 0 for x i N, hvilket præcis svarer til definitionen af funk-tionenu. Tilsvarende overvejelser gælder naturligvis for formlen(4.16), og derfor skrivesofte under antagelserne i Fubinis Sætning:
 ∫
 X
 (∫
 Yf (x,y)ν(dy)
 )
 µ(dx) =
 ∫
 X×Yf d(µ ⊗ν) =
 ∫
 Y
 (∫
 Xf (x,y)µ(dx)
 )
 ν(dy),
 som specielt udtrykker, at integrationsordenen er ligegyldig.
 (3) En væsentlig forudsætning i Fubinis Sætning er, atf ∈ L1(µ ⊗ν). For at checke at detteer opfyldt for en givet funktionf i M(E⊗F), skal man undersøge, om
 ∫
 X×Y| f |d(µ ⊗ν) < ∞.
 Hertil kan man ofte med fordel benytte Tonellis Sætning og således undersøge, om∫
 Y
 (∫
 X| f (x,y)|µ(dx)
 )
 ν(dy) < ∞, eller om∫
 X
 (∫
 Y| f (x,y)|ν(dy)
 )
 µ(dx) < ∞,
 alt efter hvad der er nemmest i den konkrete situation. �
 Bevis for Fubinis Sætning. (i) For ethvertx i X er funktionenf (x, ·) F-målelig ifølge Sæt-ning 4.1.4(ii). Dermed er funktionen
 w(x) =
 ∫
 Y| f (x,y)|ν(dy), (x∈ X),
 veldefineret, og ifølge (i) i Tonellis Sætning er denE-B(R)-målelig. Specielt følger det, at
 N = {w = ∞} = w−1({∞}) ∈ E.
 Ved anvendelse af (ii) i Tonellis Sætning finder vi videre, at∫
 Xw(x)µ(dx) =
 ∫
 X
 (∫
 Y| f (x,y)|ν(dy)
 )
 µ(dx) =
 ∫
 X×Y| f |d(µ ⊗ν) < ∞,
 og ifølge Sætning 2.3.6(iii) medfører dette, atw < ∞ µ-n.o., dvs.µ(N) = 0.
 (ii) For at vise, atu erE-målelig, er det ifølge Sætning 1.7.3 nok at vise, at funktionen
 x 7→∫
 Yf (x,y)ν(dy), (x∈ Nc) (4.18)
 erENc-målelig. Hertil bemærker vi, at for ethvertx i Nc kan vi skrive∫
 Yf (x,y)ν(dy) =
 ∫
 Yf +(x,y)ν(dy)−
 ∫
 Yf−(x,y)ν(dy), (4.19)
 hvor funktionernex 7→∫
 Y f±(x,y)ν(dy) er definerede på heleX, og ifølge (i) i Tonellis Sætninger deE-målelige. Dermed er deres restriktioner tilNc ENc-målelige (jvf. Bemærkning 1.7.2(3)),
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og dermed viser (4.19), at funktionen givet i (4.18) ligeledes erENc-målelig (jvf. Sætning 1.5.4)som ønsket. Ved anvendelse af Sætning 2.4.5(iv) og (ii) i Tonellis Sætning finder vi endvidere,at
 ∫
 X|u(x)|µ(dx) =
 ∫
 Nc
 ∣∣∣
 ∫
 Yf (x,y)ν(dy)
 ∣∣∣µ(dx) ≤
 ∫
 Nc
 (∫
 Y| f (x,y)|ν(dy)
 )
 µ(dx)
 ≤∫
 X
 (∫
 Y| f (x,y)|ν(dy)
 )
 µ(dx) =
 ∫
 X×Y| f |d(µ ⊗ν) < ∞,
 hvilket viser, atu∈ L1(µ).
 (iii) Formlen udledes overordnet set ved at anvende (ii) i Tonellis Sætning påf + og f−. Vibemærker først, at
 ∫
 Xu(x)µ(dx) =
 ∫
 X
 (∫
 Yf (x,y)ν(dy)
 )
 1Nc(x)µ(dx)
 =
 ∫
 X
 [(∫
 Yf +(x,y)ν(dy)
 )
 1Nc(x)−(∫
 Yf−(x,y)ν(dy)
 )
 1Nc(x)]
 µ(dx).
 (4.20)
 Her gælder der, at funktionerne
 x 7→(∫
 Yf±(x,y)ν(dy)
 )
 1Nc(x), (x∈ X)
 er elementer iL1(µ), eftersom (ii) i Tonellis Sætning giver, at∫
 X
 (∫
 Yf±(x,y)ν(dy)
 )
 1Nc(x)µ(dx) ≤∫
 X
 (∫
 Y| f (x,y)|ν(dy)
 )
 µ(dx) =∫
 X×Y| f |d(µ ⊗ν) < ∞.
 Ved anvendelse af Sætning 2.4.5(ii) kan vi derfor fortsætteudregningen (4.20) som følger:∫
 Xu(x)µ(dx) =
 ∫
 X
 (∫
 Yf +(x,y)ν(dy)
 )
 1Nc(x)µ(dx)−∫
 X
 (∫
 Yf−(x,y)ν(dy)
 )
 1Nc(x)µ(dx)
 =
 ∫
 X
 (∫
 Yf +(x,y)ν(dy)
 )
 µ(dx)−∫
 X
 (∫
 Yf−(x,y)ν(dy)
 )
 µ(dx)
 =∫
 X×Yf + d(µ ⊗ν)−
 ∫
 X×Yf−d(µ ⊗ν)
 =
 ∫
 X×Yf d(µ ⊗ν),
 hvor vi i 2. og 3. lighedstegn har benyttet hhv. Sætning 2.3.6(ii) og (ii) i Tonellis Sætning.Dermed er sætningen vist. �
 4.4.6 Eksempel.SætA = [0,4]× [0,∞), og betragt funktionenf : A→ R givet ved:
 f (x,y) = ln(1
 4 +√
 x)e−
 √xy, ((x,y) ∈ A).
 Vi ønsker at udregne integralet∫
 Af (x,y)λ2(dx,dy) =
 ∫
 R2f (x,y)1A(x,y)λ2(dx,dy)
 123

Page 124
                        

(jvf. Bemærkning 2.6.2(2)). Med henblik på at benytte Fubinis Sætning viser vi først, atf 1A ∈L1(λ2). Da f er kontinuert påA, viser Korollar 1.7.8, atf 1A er en Borel-funktion. Da ln ervoksende, bemærker vi endvidere, at
 | ln(14 +
 √x)| ≤ max{− ln(1
 4), ln(94)} = ln(4)
 for allex i [0,4]. Ifølge Tonellis Sætning har vi (idetλ2 = λ ⊗λ ), at∫
 R2| f (x,y)|1A(x,y)λ2(dx,dy) =
 ∫
 [0,4]
 (∫
 [0,∞)| f (x,y)|λ (dy)
 )
 λ (dx). (4.21)
 For fastx i (0,4] finder vi her ved anvendelse af Hovedsætning 2.2.4 og Sætning2.7.3, at∫
 [0,∞)| f (x,y)|λ (dy) ≤ ln(4)
 ∫ ∞
 0e−
 √xyλ (dy) = ln(4) lim
 n→∞
 ∫ n
 0e−
 √xyλ (dy)
 = ln(4) limn→∞
 [− 1√
 xe−√
 xy]y=ny=0 =
 ln(4)√x
 ,
 (4.22)
 mens vi forx = 0 finder, at∫
 [0,∞)| f (x,y)|λ (dy) = ln(4)
 ∫
 [0,∞)e−
 √xyλ (dy) = ln(4)
 ∫
 [0,∞)1λ (dy) = ∞. (4.23)
 Idet vi kan se bort fraλ -nulmængden{0} i integrationen mht.x i (4.21) (jvf. Sætning 2.3.6(iv)),kan vi nu konkludere, at
 ∫
 R2| f (x,y)|1A(x,y)λ2(dx,dy) ≤ ln(4)
 ∫ 4
 0
 1√x
 λ (dx) < ∞,
 idet det forudsættes kendt (jvf. Opgave 2.8.6), at∫ 4
 01√x λ (dx) < ∞. Da vi nu har etableret, at
 f 1A∈L1(λ2), kan vi benytte Fubinis Sætning til at udregne integralet∫
 f (x,y)1A(x,y)λ2(dx,dy):Det følger fra (4.22) og (4.23), at
 N = {x∈ R | f (x, ·)1A(x, ·) /∈ L1(λ )} = {0},
 der specielt er enλ -nulmængde, som forudsagt af del (i) i Fubinis Sætning. Det følger endviderefra del (iii) af denne sætning, at
 ∫
 R2f (x,y)1A(x,y)λ2(dx,dy) =
 ∫
 (0,4]
 (∫
 [0,∞)ln(1
 4 +√
 x)e−√
 xyλ (dy))
 λ (dx)
 =
 ∫ 4
 0ln(1
 4 +√
 x)(∫ ∞
 0e−
 √xyλ (dy)
 )
 λ (dx)
 =∫ 4
 0ln(1
 4 +√
 x)1√x
 λ (dx)
 = limn→∞
 ∫ 4
 1/nln(1
 4 +√
 x)1√x
 λ (dx),
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hvor vi til sidst benytter Hovedsætning 2.5.3 medg(x) = ln(4) 1√x som majorent. For hvertn
 kan vi udregne integralet∫ 4
 1/n ln(14 +
 √x) 1√
 x λ (dx) som et Riemann-integral og dermed benytte
 substitutionen:t = 14 +
 √x. Vi finder således, at
 ∫ 4
 1/nln(1
 4 +√
 x)1√x
 λ (dx) = 2∫ 9
 4
 1√n+ 1
 4
 ln(t)λ (dt) = 2[t ln(t)− t
 ]941√n+ 1
 4,
 og vi kan dermed konkludere, at∫
 R2f (x,y)1A(x,y)λ2(dx,dy) = 2 lim
 n→∞
 [t ln(t)− t
 ]941√n+ 1
 4= 9
 4 ln(94)− 9
 4 −(
 14 ln(1
 4)− 14
 )
 = 14
 (9ln(9)−8ln(4)
 )−2≈ 0.1712. ⋄
 4.5 Opgaver til Kapitel 4
 4.5.1 Opgave.Identificér og gennemfør de udeladte detaljer i Bemærkning 4.3.5.
 4.5.2 Opgave.Lad(X,E,µ) og(Y,F,ν) væreσ -endelige målrum, og ladf : X →R ogg: Y→R være funktioner fra hhv.L1(µ) ogL1(ν). Betragt så funktionenh: X×Y → R givet ved:
 h(x,y) = f (x)g(y), ((x,y) ∈ X×Y).
 (a) Vis, ath∈ L1(µ ⊗ν), og at∫
 X×Yh(x,y)(µ ⊗ν)(dx,dy) =
 ∫
 Xf (x)µ(dx)
 ∫
 Yg(y)ν(dy).
 (b) Udregn værdien af integralet∫
 [0,∞)×[0,∞) xe−x−y λ2(dx,dy). [Vink: Husk atλ2 = λ ⊗λ .]
 4.5.3 Opgave.Betragt mængden
 S= {(x,y) ∈ R2 | x∈ [0,1], 1−x≤ y≤ 1−x2}.
 (a) Skitsér mængdenS, og redegør for, atS∈ B(R2).
 (b) Bestem arealet afS, dvs.λ2(S).
 (c) Udregn værdien af integralet∫
 Sxyλ2(dx,dy).
 4.5.4 Opgave.Betragt mængden
 △ = {(x,y) ∈ R2 | x∈ [0, π2 ], 0≤ y < x}.
 (a) Skitsér mængden△, og redegør for, at△∈ B(R2).
 (b) Udregn værdien af integralet∫
 △ x2cos(xy)λ2(dx,dy).
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4.5.5 Opgave.Betragt iR2 mængden
 ∆ = {(x,y) ∈ R2 | x = y}.
 (a) Redegør for at∆ ∈ B(R2), og bestemλ2(∆).
 Betragt nu endvidere Lebesgue måletλ påR, og ladτ betegne restriktionen af tællemålet påRtil B(R).
 (b) Vis, at ∫
 R
 (∫
 R1∆(x,y)λ (dy)
 )
 τ(dx) 6=∫
 R
 (∫
 R1∆(x,y)τ(dx)
 )
 λ (dy).
 Sammenhold med Tonellis Sætning.
 4.5.6 Opgave.Betragt den lukkede enhedscirkelskive
 D = {(x,y) ∈ R2 | x2 +y2 ≤ 1}
 i R2. Udregn arealet afD vha. resultaterne i Afsnit 4.3.
 4.5.7 Opgave.For ethvert positivt tala og ethvertd i N defineres simpleksetSd(a) i Rd ved:
 Sd(a) ={(x1, . . . ,xd) ∈ Rd
 ∣∣ x1, . . . ,xd ≥ 0, ∑d
 j=1x j ≤ a}.
 (a) TegnSd(1) for hvertd i {1,2,3}.
 (b) Vis ved induktion efterd, at
 λd(Sd(a)) =ad
 d!for ethvert positivta og ethvertd i N.
 4.5.8 Opgave.Betragt tællemåletτ2 på(N2,P(N2)).
 (a) Vis, atτ2 = τ1⊗ τ1, hvorτ1 betegner tællemålet på(N,P(N)).
 (b) Oversæt Tonellis og Fubinis sætninger til resultater omkring ombytning af summations-ordenen for dobbeltsummer på formen:
 ∞
 ∑n=1
 ∞
 ∑m=1
 am,n,
 hvor (am,n)(m,n)∈N2 er en dobbeltindiceret familie af positive eller reelle tal.
 4.5.9 Opgave.Betragt funktionenf : R2 → R givet ved
 f (x,y) =
 y−2, hvis 0< x < y≤ 1,
 −x−2, hvis 0< y < x≤ 1,
 0, ellers.
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(a) Udregn dobbeltintegralerne∫ 1
 0
 (∫ 1
 0f (x,y)λ (dx)
 )
 λ (dy) og∫ 1
 0
 (∫ 1
 0f (x,y)λ (dy)
 )
 λ (dx).
 (b) Gælder der, atf ∈ L1(λ2)?
 4.5.10 Opgave.Lad µ være et endeligt mål på(R2,B(R2)), og antag, atµ har en tæthedh fraM(B(R2))+ med hensyn til Lebesgue-måletλ2. Vis da, at følgende betingelser er ækvivalente:
 (a) Der findes endelige målµ1 og µ2 på(R,B(R)), således atµ = µ1⊗µ2.
 (b) Der findes funktionerf ,g fra L1(λ )+, således at
 h(x,y) = f (x)g(y), ((x,y) ∈ R2).
 4.5.11 Opgave. (Generaliseret partiel integration)I denne opgave betragtes målrummet(R,B(R),λ ),hvor λ betegner Lebesgue-målet. Endvidere betragtes en funktiong fra L1(λ ).
 (a) Vis, at der ved udtrykket
 G(x) =
 ∫ x
 −∞g(t)λ (dt), (x∈ R),
 defineres en kontinuert funktionG: R → R.
 (b) Vis, at hvisa,b∈ R, således ata < b, da gælder formlen∫ b
 ag(t)λ (dt) = G(b)−G(a).
 I det følgende betragtes endnu et målµ på(R,B(R)), og vi antager, atµ(R) < ∞. Vi betragterendvidere funktionenFµ : R → R givet ved
 Fµ(t) = µ((−∞, t]), (t ∈ R).
 Endelig betragtes som i (b) reelle tala og b, således ata < b.
 (c) Vis vha. Fubinis Sætning, at∫ b
 ag(t)Fµ(t)λ (dt) =
 ∫
 R
 (∫ b
 a1[s,∞)(t)g(t)λ (dt)
 )
 µ(ds).
 (d) Vis, at der for ethverts i R gælder, at∫ b
 a1[s,∞)(t)g(t)λ (dt) = (G(b)−G(s))1(a,b](s)+(G(b)−G(a))1(−∞,a](s).
 (e) Udled formlen:∫ b
 ag(t)Fµ(t)λ (dt) = G(b)Fµ(b)−G(a)Fµ(a)−
 ∫
 (a,b]G(t)µ(dt).
 Formlen, der udledes i spørgsmål (e), kan betragtes som en generalisering af den velkendteformel for partiel integration (se Opgave 5.4.5).
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5 Nye mål fra gamle
 Vi skal i dette kapitel studere to fundamentale konstruktioner, der ud fra et givet målµ fører tilet nyt ν; nemlig transformation af målog mål med tæthed. Transformation af mål behandlesi Afsnit 5.1, og begrebet har bl.a. stor betydning i forbindelse med eksperimenter, hvor manstuderer en størrelseξ , men hvor man f.eks. kun er i stand til at observereϕ(ξ ) for en passendetransformationϕ. Hvis opførslen afξ er beskrevet af et målµ, da vil opførslen afϕ(ξ ) værebeskrevet af transformationen afµ ved afbildningenϕ (jvf. Definition 5.1 nedenfor).
 Hvis µ er et mål på et måleligt rum(X,E), ogg∈M(E)+, da er det let at indse (jvf. Lemma 5.2.1nedenfor), at der ved udtrykket
 ν(A) =∫
 Agdµ, (A∈ E),
 defineres et nyt målν på(X,E), som siges at have tæthedg mht.µ. Betydningen af denne kon-struktion, der behandles i Afsnit 5.2, illustreres bl.a. af, at alle de vigtigste (sandsynligheds-)mål påR enten har en tæthed med hensyn til Lebesgue-måletλ (de kontinuerte fordelinger)eller med hensyn til tællemålet på(N0,P(N0)) (de diskrete fordelinger). I forlængelse af gen-nemgangen af mål med tæthed skal vi i Afsnit 5.3 kort diskutere begrebetabsolut kontinuitetsamtentydighedaf tætheden.
 5.1 Transformation af mål
 Lad (X,E,µ) være et målrum, lad(Y,F) være et måleligt rum og ladϕ : X → Y være enE-F-målelig afbildning. Ved hjælp afϕ kan vi transformere måletµ på (X,E) til et mål ν på(Y,F).
 5.1.1 Lemma. Lad situationen være som beskrevet ovenfor. Da fastlægges ved udtrykket
 ν(B) := µ(ϕ−1(B)), (B∈ F),
 et målν påF.
 Bevis.Det følger umiddelbart, atν( /0) = µ(ϕ−1( /0)) = µ( /0) = 0, og hvis(Bn)n∈N er en følgeaf disjunkte mængder fraF, så finder vi, at
 ν( ⋃
 n∈NBn
 )= µ
 (ϕ−1( ⋃
 n∈NBn
 ))= µ
 ( ⋃
 n∈Nϕ−1(Bn)
 )=
 ∞
 ∑n=1
 µ(ϕ−1(Bn)
 )=
 ∞
 ∑n=1
 ν(Bn),
 idet vi har benyttet at original-mængderneϕ−1(B1),ϕ−1(B2),ϕ−1(B3), . . . ligeledes er disjunk-te. �
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5.1.2 Definition. Målet ν introduceret i Lemma 5.1.1 ovenfor kaldes fortransformationen afµ vedϕ ellerbilledmålet afµ vedϕ. Det betegnes ofte medµ ◦ϕ−1, µϕ eller ϕ(µ).
 5.1.3 Eksempel. (Translationer I) Lad x = (x1, . . . ,xd) være en fast vektor iRd, og betragtafbildningenτx : Rd → Rd givet ved:
 τx(y) = y+x = (y1 +x1, . . . ,yd +xd), (y = (y1, . . . ,yd) ∈ Rd).
 For et vilkårligt åbent interval(a1,b1)×·· ·× (ad,bd) i Rd bemærker vi, at
 τ−1x
 ((a1,b1)×·· ·× (ad,bd)
 )= (a1−x1,b1−x1)×·· ·× (ad−xd,bd−xd),
 og det følger derfor fra Sætning 1.4.6(iv), atτx erB(Rd)-B(Rd)-målelig. Vi kan således betragtetransformationenλd ◦ τ−1
 x af Lebesgue-måletλd medτx. Vi bemærker specielt, at
 λd ◦ τ−1x
 ((a1,b1)×·· ·× (ad,bd)
 )= λd
 ((a1−x1,b1−x1)×·· ·× (ad−xd,bd−xd)
 )
 =d
 ∏i=1
 (bi −ai).
 Ifølge Eksempel 3.2.3 findes der kun ét mål på(Rd,B(Rd)) med denne egenskab, nemligλd
 selv. Vi kan derfor slutte, at
 λd ◦ τ−1x = λd for allex i Rd,
 hvilket udtrykkes ved at sige, atLebesgue-målet påRd er translationsinvariant. I Appendix A.7vises det, at der ikke findes andre interessante translationsinvariante mål på(Rd,B(Rd)) enddem på formencλd, hvorc∈ (0,∞). ⋄
 Den næste sætning viser, hvordan man integrerer med hensyn til billedmål.
 5.1.4 Sætning. (Den lille transformationssætning)Lad (X,E,µ), (Y,F) og ϕ være somovenfor, og betragt transformationenµϕ af µ vedϕ. Da gælder der, at
 L(µϕ ) = { f ∈ M(F) | f ◦ϕ ∈ L(µ)}, og L1(µϕ) = { f ∈ M(F) | f ◦ϕ ∈ L1(µ)}, (5.1)
 ligesom∫
 Yf dµϕ =
 ∫
 Xf ◦ϕ dµ for alle f i L(µϕ). (5.2)
 Bevis. Vi viser først, at (5.2) er opfyldt for alle funktionerf fra M(F)+. Ifølge Hovedsæt-ning 2.2.11 vil dette følge, hvis vi viser, at afbildningenEϕ : M(F)+ → [0,∞] givet ved
 Eϕ( f ) =
 ∫
 Xf ◦ϕ dµ, ( f ∈ M(F)+),
 opfylder betingelserne (i1)-(i3) i denne sætning (medµ erstattet afµϕ ). Bemærk først, at af-bildningen er veldefineret, eftersomf ◦ϕ ∈ M(E)+ for alle f i M(F)+. Vi finder så
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(i1) For enhver mængdeB fra F gælder der, at
 Eϕ(1B) =
 ∫
 X1B◦ϕ dµ =
 ∫
 X1ϕ−1(B) dµ = µ(ϕ−1(B)) = µϕ(B).
 (i2) For f ,g i M(F)+ har vi, at
 Eϕ( f +g) =
 ∫
 X( f +g)◦ϕ dµ =
 ∫
 X( f ◦ϕ +g◦ϕ)dµ
 =
 ∫
 Xf ◦ϕ dµ +
 ∫
 Xg◦ϕ dµ = Eϕ( f )+Eϕ(g).
 (i3) Antag, at( fn) er en voksende følge af funktioner fraM(F)+, og sætf = limn→∞ fn. Daer ( fn ◦ϕ) en voksende følge af funktioner fraM(E)+, og f ◦ϕ = limn→∞ fn ◦ϕ. Vedanvendelse af Hovedsætning 2.2.4 forµ-integralet fremgår det da, at
 Eϕ( f ) =∫
 Xf ◦ϕ dµ = lim
 n→∞
 ∫
 Xfn◦ϕ dµ = lim
 n→∞Eϕ( fn).
 Dermed er (5.2) eftervist for allef fra M(F)+. For en generel funktionf fra M(F) fremgår detderefter, at
 f ∈ L(µϕ) ⇐⇒(∫
 Yf + dµϕ
 )
 ∧(∫
 Yf−dµϕ
 )
 < ∞
 ⇐⇒(∫
 Xf + ◦ϕ dµ
 )
 ∧(∫
 Xf− ◦ϕ dµ
 )
 < ∞
 ⇐⇒(∫
 X( f ◦ϕ)+ dµ
 )
 ∧(∫
 X( f ◦ϕ)−dµ
 )
 < ∞ ⇐⇒ f ◦ϕ ∈ L(µ).
 Helt tilsvarende vises det (erstat “∧” med “∨”), at der for enhver funktionf i M(F) gælder, at
 f ∈ L1(µϕ) ⇐⇒ f ◦ϕ ∈ L1(µ),
 og dermed har vi eftervist (5.1). For en funktionf fra L(µϕ) finder vi endelig, at
 ∫
 Yf dµϕ =
 ∫
 Yf + dµϕ −
 ∫
 Yf−dµϕ =
 ∫
 Xf + ◦ϕ dµ −
 ∫
 Xf− ◦ϕ dµ
 =
 ∫
 X( f ◦ϕ)+ dµ −
 ∫
 X( f ◦ϕ)−dµ =
 ∫
 Xf ◦ϕ dµ,
 hvilket etablerer (5.2) generelt. �
 5.1.5 Eksempel. (Translationer II) Betragt som i Eksempel 5.1.3 afbildningenτx : Rd → Rd
 givet ved:τx(y) = x+y, (y∈ Rd),
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hvor x er en fast vektor fraRd. Daλd ◦ τ−1x = λd (jvf. Eksempel 5.1.3), følger det umiddelbart
 fra Sætning 5.1.4, at der for enhver funktionf : Rd → R fra L(λd) gælder formlen:∫
 Rdf (y+x)λd(dy) =
 ∫
 Rdf ◦ τx(y)λd(dy) =
 ∫
 Rdf (y)(λd ◦ τ−1
 x )(dy) =
 ∫
 Rdf (y)λd(dy).
 I tilfældetd = 1 bemærker vi specielt, at hvisa,b∈ R, oga < b, så gælder der forf i L(λ ), at
 ∫ b
 af (x+y)λ (dy) =
 ∫
 Rf (x+y)1[a,b](y)λ (dy) =
 ∫
 Rf (x+y)1[a+x,b+x](x+y)λ (dy)
 =∫
 Rf (y)1[a+x,b+x](y)λ (dy) =
 ∫ b+x
 a+xf (y)λ (dy),
 i overensstemmelse med velkendte substitutioner for Riemann-integraler. ⋄
 5.2 Mål med tæthed
 Lad (X,E,µ) være et målrum. For enhver funktiong i M(E)+ skal vi nu konstruere et nyt målν på(X,E).
 5.2.1 Lemma. Lad situationen være som beskrevet ovenfor. Da defineres vedformlen
 ν(A) =∫
 Agdµ =
 ∫
 Xg1Adµ, (A∈ E),
 et målν på(X,E).
 Bevis. Idet g · 1/0 = 0, følger det umiddelbart, atν( /0) =∫
 X g1/0dµ = 0. For en følge(An) afdisjunktemængder fraE bemærker vi dernæst, at 1∪n∈NAn = ∑∞
 n=11An, og det følger derfor vedanvendelse af Sætning 2.2.9, at
 ν( ⋃
 n∈NAn
 )=
 ∫
 Xg1∪n∈NAn dµ =
 ∫
 X
 ( ∞
 ∑n=1
 g1An
 )
 dµ =∞
 ∑n=1
 ∫
 Xg1An dµ =
 ∞
 ∑n=1
 ν(An),
 som ønsket. �
 5.2.2 Definition. I situationen betragtet i ovenstående lemma siges måletν at havetæthed gmed hensyn tilµ, og g kaldes forden Radon-Nikodym aflededeeller blot tæthedenfor ν medhensyn tilµ. Man benytter også notationen:
 g =dνdµ
 , og ν = g ·µ.
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5.2.3 Eksempler. (A) Normalfordelingen. Forξ i R ogσ2 i (0,∞) ernormalfordelingenmedparametre(ξ ,σ2) måletN(ξ ,σ2) på(R,B(R)) med tæthed
 gξ ,σ2(x) = (2πσ2)−1/2e−(x−ξ )2/(2σ2), (x∈ R)
 med hensyn til Lebesgue-måletλ på(R,B(R)). Med andre ord gælder der, at
 N(ξ ,σ2)(B) =1√
 2πσ2
 ∫
 Be−(x−ξ )2/(2σ2) λ (dx),
 for enhver Borel-mængdeB i R. Det vises i Opgave 5.4.3, atN(ξ ,σ2) er et sandsynlig-hedsmål, altså at
 ∫
 R e−(x−ξ )2/(2σ2) λ (dx) =√
 2πσ2.
 (B) Eksponentialfordelingen. For ethvert positivt talr er eksponentialfordelingenmed para-meter r målet Ekspr på (R,B(R)) med tæthedgr(x) = re−rx1[0,∞)(x) med hensyn tilLebesgue-måletλ på(R,B(R)). For enhver Borel-mængdeB i R gælder der altså, at
 Ekspr(B) = r∫
 [0,∞)∩Be−rx λ (dx),
 og vi bemærker specielt, at Ekspr er koncentreret på[0,∞), i den forstand at Ekspr(B) = 0for enhver Borel-mængdeB, således atB⊆ (−∞,0). Det er ikke svært at vise, at Ekspr eret sandsynlighedsmål (overvej!).
 (C) Poisson-fordelingen. For ethvert positivt talr er Poisson-fordelingen Poissr med parame-ter r målet på(N0,P(N0)) med tæthedgr(n) = e−r rn
 n! med hensyn til tællemåletτ på(N0,P(N0)). For enhver delmængdeB af N0 gælder der altså, at
 Poissr(B) = e−r∫
 B
 rn
 n!τ(dn) = e−r ∑
 n∈B
 rn
 n!
 (jvf. Eksempel 2.2.13). Det følger umiddelbart af potensrækkeudviklingen for eksponen-tialfunktionen, at Poissr er et sandsynlighedsmål. ⋄
 Det næste resultat viser, hvordan man integrerer med hensyntil et mål ν, der har tæthed medhensyn til et målµ.
 5.2.4 Sætning.Lad(X,E,µ) være et målrum, ladg være en funktion fraM(E)+, og ladν væremålet på(X,E) med tæthedg med hensyn tilµ. Da gælder der, at
 L(ν) = { f ∈ M(E) | f ·g∈ L(µ)}, og L1(ν) = { f ∈ M(E) | f ·g∈ L1(µ)}, (5.3)
 ligesom∫
 Xf dν =
 ∫
 Xf ·gdµ for alle f i L(ν). (5.4)
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Bevis.Vi benytter samme metode som i beviset for Sætning 5.1.4, og vi starter således med atvise, at afbildningen
 Eg( f ) =
 ∫
 Xf ·gdµ, ( f ∈ M(E)+),
 opfylder betingelserne (i1)-(i3) fra Hovedsætning 2.2.11, der karakterisererν-integralet:
 (i1) For enhver mængdeA fra E har vi, at
 Eg(1A) =∫
 X1A ·gdµ = ν(A).
 (i2) For f ,h i M(E)+ finder vi, at
 Eg( f +h) =∫
 X( f +h) ·gdµ =
 ∫
 Xf ·gdµ +
 ∫
 Xh ·gdµ = Eg( f )+Eg(h).
 (i3) Antag, at( fn) er en voksende følge af funktioner fraM(E)+, og sætf = limn→∞ fn. Dag≥ 0, er( fn ·g) igen en voksende følge af funktioner fraM(E)+, og f ·g= limn→∞ fn ·g.Ved anvendelse af Hovedsætning 2.2.4 forµ-integralet finder vi dermed, at
 Eg( f ) =
 ∫
 Xf ·gdµ = lim
 n→∞
 ∫
 Xfn ·gdµ = lim
 n→∞Eg( fn).
 Ifølge Hovedsætning 2.2.11 har vi dermed eftervist (5.4) for alle funktionerf fra M(E)+. Foren generel funktionf fra M(E) bemærkes dernæst, at eftersomg≥ 0, har vi
 ( f ·g)+ = f + ·g, og ( f ·g)− = f− ·g.
 Det følger derfor, at
 f ∈ L(ν) ⇐⇒(∫
 Xf + dν
 )
 ∧(∫
 Xf−dν
 )
 < ∞
 ⇐⇒(∫
 Xf + ·gdµ
 )
 ∧(∫
 Xf− ·gdµ
 )
 < ∞
 ⇐⇒(∫
 X( f ·g)+ dµ
 )
 ∧(∫
 X( f ·g)−dµ
 )
 < ∞ ⇐⇒ f ·g∈ L(µ).
 For en funktionf fra M(E) finder vi tilsvarende (erstat “∧” med “∨”), at
 f ∈ L1(ν) ⇐⇒ f ·g∈ L1(µ),
 og dermed har vi eftervist (5.3). For en funktionf fra L(ν) finder vi endelig, at∫
 Xf dν =
 ∫
 Xf + dν −
 ∫
 Xf−dν =
 ∫
 Xf + ·gdµ −
 ∫
 Xf− ·gdµ
 =∫
 X( f ·g)+ dµ −
 ∫
 X( f ·g)−dµ =
 ∫
 Xf ·gdµ,
 hvilket etablerer (5.4) generelt. �
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5.2.5 Eksempel.Lad µ være et endeligt mål på(R,B(R)), og betragt som i Eksempel 3.2.4funktionenFµ : R → R givet ved
 Fµ(x) = µ((−∞,x]), (x∈ R).
 Antag yderligere, atFµ er kontinuert differentiabel med afledetF ′µ . Da Fµ er voksende, føl-
 ger det, atF ′µ ∈ M(B(R))+. Vi kan derfor betragte måletF ′
 µ ·λ med tæthedF ′µ mht. λ . Ved
 anvendelse af Hovedsætning 2.2.4 og Sætning 2.7.3 finder vi så for ethvertx i R, at
 (F ′µ ·λ )((−∞,x]) =
 ∫ x
 −∞F ′
 µ(t)λ (dt) = limn→∞
 ∫ x
 −nF ′
 µ(t)λ (dt) = limn→∞
 (Fµ(x)−Fµ(−n)
 )= Fµ(x),
 (5.5)hvor vi til sidst benytter, at
 Fµ(−n) = µ((−∞,−n]) −→n→∞
 µ( /0) = 0,
 ved anvendelse af Sætning 1.3.4(vi). Ifølge Eksempel 3.2.4medfører (5.5), atµ = F ′µ ·λ . Når
 Fµ er kontinuert differentiabel, harµ således tæthed mht. Lebesgue-målet, nemlig den aflededeF ′
 µ . For en vilkårlig funktionh fra L(µ) følger det endvidere ved anvendelse af Sætning 5.2.4,at ∫
 Rh(x)µ(dx) =
 ∫
 Rh(x)(F ′
 µ ·λ )(dx) =
 ∫
 Rh(x)F ′
 µ(x)λ (dx).
 Man kan mere generelt vise, at hvisFµ er kontinuert i alle punkter og differentiabel på næri tælleligt mange punkter, da harµ en tæthed mht. Lebesgue-målet, nemlig funktionenF ′
 µ1D,hvorD betegner mængden af punkter, i hvilkeFµ er differentiabel. ⋄
 5.3 Absolut kontinuitet og entydighed af tæthed
 Lad (X,E) være et måleligt rum, og ladµ,ν være mål herpå. Vi skal i dette afsnit diskuterenødvendige og tilstrækkelige betingelser for, atν har en tæthed med hensyn tilµ (jvf. Defini-tion 5.2). Vi skal endvidere undersøge spørgsmålet om entydighed af tætheden.
 5.3.1 Lemma. Lad (X,E,µ) være et målrum, og ladν være endnu et mål på(X,E), således atν(X) < ∞. Da er følgende to betingelser ækvivalente:
 (i) ∀A∈ E : µ(A) = 0 =⇒ ν(A) = 0.
 (ii) ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀A∈ E : µ(A) ≤ δ =⇒ ν(A) ≤ ε.
 Bevis.(ii) ⇒ (i): Antag, at (ii) er opfyldt, og ladA være en mængde fraE, således atµ(A) = 0.Det følger da fra betingelse (ii), at der for ethvert positivt ε gælder, atν(A) ≤ ε, og dermed kanvi slutte, atν(A) = 0.
 (i) ⇒ (ii): Vi viser, at ¬(ii) ⇒¬(i). Antag således, at¬(ii) er opfyldt, altså at
 ∃ε > 0 ∀δ > 0 ∃A∈ E : µ(A) ≤ δ og ν(A) > ε.
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Vi kan da vælge et positivtε, således at der for ethvertn i N findes en mængdeAn fra E medegenskaberne:
 µ(An) ≤ 2−n, og ν(An) > ε.
 Vi indfører så mængdenA =⋂
 n∈N⋃
 k≥nAk ∈ E, og vi bemærker for ethvertn i N, at
 µ(A) ≤ µ(
 ⋃
 k≥nAk
 )
 ≤∞
 ∑k=n
 µ(Ak) ≤∞
 ∑k=n
 2−k = 21−n.
 Vi kan dermed slutte, atµ(A) ≤ limn→∞ 21−n = 0, altså atµ(A) = 0. Bemærk dernæst, at⋃
 k≥nAn ↓ A for n→ ∞, og daν er et endeligt mål, giver Sætning 1.3.4(vi) derfor, at
 ν(A) = limn→∞
 ν(
 ⋃
 k≥nAk
 )
 ≥ limsupn→∞
 ν(An) ≥ ε.
 I alt har vi altså vist, atµ(A) = 0, og atν(A) ≥ ε, og dermed er¬(i) opfyldt. �
 5.3.2 Bemærkning.Lad µ og ν være to mål på et måleligt rum(X,E). Betingelse (i) i Lem-ma 5.3.1 er specielt opfyldt, hvisν har en tæthedg fraM(E)+ med hensyn tilµ. For en mængdeA i E, således atµ(A) = 0, har vi nemlig i denne situation, atg1A = 0 µ-n.o., og dermed ifølgeSætning 2.3.6(i) at
 ν(A) =
 ∫
 Xg1Adµ = 0.
 Bemærk, atg∈ L1(µ)+, hvis og kun hvisν er et endeligt mål, og i dette tilfælde bliver betin-gelse (ii) så også opfyldt ifølge Lemma 5.3.1. Nårν er et endeligt mål, er betingelserne (i) og(ii) i Lemma 5.3.1 således nødvendige for eksistensen af en tæthed forν med hensyn tilµ.
 I et senere kursus bevises den såkaldteRadon-Nikodyms Sætning, som udtrykker, at hvisµ ogνer mål på(X,E), således atν er endeligt, ogµ erσ -endeligt, da er betingelse (i) (og dermed ogsåbetingelse (ii)) i Lemma 5.3.1 ækvivalent med eksistensen af en tæthedg fra L1(µ)+ for ν medhensyn tilµ. Hvis betingelse (i) i Lemma 5.3.1 er opfyldt, siger man, atν er absolut kontinuertmed hensyn tilµ, og man skriverν ≪ µ. Sprogbrugen retfærdiggøres bl.a. af ækvivalensenmellem betingelserne (i) og (ii) i Lemma 5.3.1. Ifølge Radon-Nikodyms Sætning er absolutkontinuitet altså ækvivalent med eksistensen af en tæthed for ν mht. µ (når ν og µ er hhv.endelige ogσ -endelige). �
 Vi vender os derefter imod spørgsmålet om entydighed for tætheder. Vi bemærker indlednings-vist, at der højst kan blive tale om entydighed op tilµ-nulmængder. For hvisg,h er to funk-tioner fraM(E)+, således atg = h µ-n.o., så følger det umiddelbart fra Sætning 2.3.6(iv), atmåleneg · µ og h · µ er identiske. Hvisg ≤ h µ-n.o., så gælder der ifølge Sætning 2.4.5(iii),at
 ∫
 Agdµ ≤∫
 Ahdµ for alle A i E. Vi starter med -under passende forudsætninger- at vise enomvendt til dette resultat.
 5.3.3 Sætning.Lad (X,E,µ) være et målrum, og ladg og h være funktioner fraL(µ), såledesat ∫
 Agdµ ≤
 ∫
 Ahdµ for alleA i E. (5.6)
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(i) Hvis yderligereg,h∈ L1(µ), da gælder der, atg≤ h µ-n.o.
 (ii) Hvis yderligereµ er σ -endeligt, da gælder der, atg≤ h µ-n.o.
 Bevis. (i) Antag, atg,h ∈ L1(µ), og betragt funktionen(g− h)1{g>h}, som er et element iL1(µ)+ (overvej!). Vi finder så, at
 0≤∫
 X(g−h)1{g>h}dµ =
 ∫
 {g>h}gdµ −
 ∫
 {g>h}hdµ ≤ 0,
 således at∫
 X(g−h)1{g>h}dµ = 0. Ved anvendelse af Sætning 2.3.6(i) følger det derfor, at
 (g−h)1{g>h} = 0 µ-n.o. dvs. µ({g > h}) = 0,
 som ønsket.
 (ii) Antag først, atµ er et endeligt mål. DaQ er tæt iR, bemærker vi så, at
 {g > h} =⋃
 q,r∈Qq<r
 {g≥ r > q≥ h},
 og daQ er tællelig, er det derfor nok at vise, atµ({g≥ r > q≥ h}) = 0 for alleq, r i Q, såledesat q < r. For sådanneq, r medfører (5.6) via Sætning 2.4.5(iii), at
 rµ({g≥ r > q≥ h}) =∫
 Xr1{g≥r>q≥h}dµ ≤
 ∫
 g1{g≥r>q≥h}dµ
 ≤∫
 h1{g≥r>q≥h}dµ ≤ qµ({g≥ r > q≥ h}).
 Da q < r, og µ({g ≥ r > q≥ h}) ∈ [0,∞), er dette kun muligt, hvisµ({g≥ r > q≥ h}) = 0,som ønsket.
 Hvis µ kun erσ -endeligt, kan vi vælge en voksende følge(An) af mængder fraE, således at⋃
 n∈NAn = X, og µ(An) < ∞ for allen.
 For hvertn i N kan vi da betragte det endelige målµkAn
 givet ved
 µkAn
 (B) = µ(B∩An), (B∈ E),
 og det følger fra Sætning 1.3.4(v), at
 µ({g > h}) = limn→∞
 µ({g > h}∩An) = limn→∞
 µkAn
 ({g > h}). (5.7)
 Idet vi bemærker, atµkAn
 har tæthed 1An med hensyn tilµ (overvej!), følger det ved anvendelseaf Sætning 5.2.4 og (5.6), at der for alleA i E gælder, at
 ∫
 Agdµk
 An=
 ∫
 Xg1Adµk
 An=
 ∫
 Xg1A1An dµ =
 ∫
 Xg1A∩An dµ
 =
 ∫
 A∩An
 gdµ ≤∫
 A∩An
 hdµ = · · · =∫
 Ahdµk
 An,
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hvor prikkerne udtrykker, at de samme regninger kan udføres(i modsat rækkefølge) medhi stedet forg. Da µk
 Aner et endeligt mål, kan vi derfor udfra første del af beviset slutte, at
 µkAn
 ({g> h}) = 0 for allen, og sammenholdes dette med (5.7), fremgår det, atµ({g> h}) = 0,som ønsket. �
 5.3.4 Korollar. Lad µ og ν være mål på det målelige rum(X,E), og antag, atν har en tæthedmed hensyn tilµ. Antag yderligere, at (mindst) en af følgende to betingelser er opfyldt:
 (i) ν er et endeligt mål.
 (ii) µ er etσ -endeligt mål.
 Da er tæthedendν/dµ entydigt bestemtµ-n.o., dvs. hvisg og h er funktioner fraM(E)+, sombegge er tætheder forν mht.µ, da erg = h µ-n.o.
 Bevis.Lad g og h være funktioner fraM(E)+, som begge er tætheder forν med hensyn tilµ.Der gælder altså, at
 ∫
 Agdµ = ν(A) =
 ∫
 Ahdµ for alleA i E.
 Hvis nuµ yderligere antagesσ -endeligt, da følger det umiddelbart fra Sætning 5.3.3(ii), at
 g≤ h µ-n.o., men også at h≤ g µ-n.o.,
 og dermed atg = h µ-n.o.
 Antag så i stedet, atν er et endeligt mål. Da gælder der, at
 ∞ > ν(X) =
 ∫
 Xgdµ =
 ∫
 Xhdµ,
 og dette medfører specielt, at
 µ(N) = 0, hvor N = {g = ∞}∪{h = ∞},(jvf. Sætning 2.3.6(iii)). Funktionerneg1Nc og h1Nc er nu elementer iL1(µ)+, og der gælderogså (jvf. Sætning 2.3.6(iv)), at
 ∫
 Ag1Nc dµ = ν(A) =
 ∫
 Ah1Nc dµ for alleA i E.
 Ved hjælp af Sætning 5.3.3(i) kan vi derfor som ovenfor slutte, at
 g = g1Nc = h1Nc = h, µ-n.o.,
 som ønsket. �
 5.3.5 Korollar. Lad (X,E,µ) være et målrum, og antag, atg ogh er funktioner fraL1(µ), somopfylder, at
 ∫
 Agdµ =
 ∫
 Ahdµ for alleA i C, (5.8)
 hvorC er et∩-stabilt frembringersystem forE, således atX ∈ C. Da gælder der, ath = g µ-n.o.
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Bevis.Hvis vi først antager, atg,h≥ 0, så kan vi betragte måleneν og η med tætheder hhv.gog h med hensyn tilµ. Da udtrykker (5.8), at
 ν(A) = η(A) for alleA i C.
 Da X ∈ C og g,h ∈ L1(µ), har vi endvidere, atν(X) = η(X) < ∞. Ved anvendelse af Sæt-ning 3.2.1 kan vi derfor slutte, atν = η, og benyttes derefter tilfælde (i) i Korollar 5.3.4, følgerdet, atg = h µ-n.o.
 For generelleg,h i L1(µ) opfyldende (5.8) har vi, at∫
 Ag+ dµ −
 ∫
 Ag−dµ =
 ∫
 Agdµ =
 ∫
 Ahdµ =
 ∫
 Ah+ dµ −
 ∫
 Ah−dµ,
 og dermed (bemærk, at alle integraler er endelige) at∫
 A(g+ +h−)dµ =
 ∫
 Ag+ dµ +
 ∫
 Ah−dµ =
 ∫
 Ag−dµ +
 ∫
 Ah+ dµ =
 ∫
 A(g− +h+)dµ
 for alle mængderA fra C. Idet g+ +h− og g− +h+ er funktioner fraL1(µ)+, kan vi nu udfraførste del af beviset slutte, at
 g+ +h− = g−+h+ µ-n.o.,
 og dermed (husk, at alle funktionsværdier er endelige) at
 g = g+−g− = h+−h− = h, µ-n.o.,
 som ønsket. �
 5.4 Opgaver til Kapitel 5
 5.4.1 Opgave.Betragt Lebesgue-måletλ på (R,B(R)), og ladλ k[0,1] betegne koncentrationen
 af λ til [0,1] (jvf. Eksempel 1.3.3(D)). Betragt endvidere funktionenϕ : R → R givet ved
 ϕ(x) = x2, (x∈ R).
 Vis da, at transformationenλ k[0,1] ◦ϕ−1 af λ k
 [0,1] vedϕ er målet med tæthed
 g(x) = 12√
 x1(0,1](x), (x∈ R)
 med hensyn tilλ .
 5.4.2 Opgave.Betragt funktionenϕ : R2 → R givet ved:
 ϕ(x1,x2) = exp(|x1| ∨ |x2|), ((x1,x2) ∈ R2).
 Vi skal i denne opgave studere billedmåletλ2◦ϕ−1, hvorλ2 er Lebesguemålet på(R2,B(R2)).
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(a) Vis, at der for ethvertt i R gælder, at
 ϕ−1((−∞, t]) =
 {
 /0, hvis t < 1
 [− ln(t), ln(t)]× [− ln(t), ln(t)], hvis t ≥ 1.
 (b) Vis, at der for ethvertt i R gælder, at
 λ2◦ϕ−1((−∞, t]) = 8∫ t
 −∞1[1,∞)(s)
 ln(s)s
 λ (ds).
 (c) Vis, at billedmåletλ2◦ϕ−1 har tæthed
 s 7→ 8ln(s)s
 1[1,∞)(s), (s∈ R),
 med hensyn til Lebesguemåletλ på R, idet udtrykket naturligvis opfattes som 0, hviss /∈ [1,∞).
 (d) Vis, at der for enhver funktionh i M(B(R))+ gælder formlen:
 ∫
 R2h(e|x1|∨|x2|)λ2(dx1,dx2) = 8
 ∫ ∞
 1h(s)
 ln(s)s
 λ (ds).
 (e) Vis, at∫
 R2 e−|x1|∨|x2|λ2(dx1,dx2) = 8.
 5.4.3 Opgave.Betragt afbildningenη : R2 → R givet ved
 η((x,y)) = ‖(x,y)‖ =√
 x2 +y2, ((x,y) ∈ R2).
 (a) Vis, at billedmåletλ2◦η−1 er målet på(R,B(R)) med tæthed
 f (r) = 2πr1(0,∞)(r), (r ∈ R),
 med hensyn til Lebesgue-måletλ .
 (b) Vis, at ∫
 R2e−x2−y2
 λ2(dx,dy) = π.
 (c) Vis ved hjælp af Tonelli’s Sætning, at∫
 Re−x2
 λ (dx) =√
 π.
 (d) Vis, at der for alleξ i R og alleσ i (0,∞) gælder identiteten:∫
 Re−(x−ξ )2/(2σ2) λ (dx) =
 √2πσ2.
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(e) Vis, at ∫ ∞
 0x−1/2e−x λ (dx) =
 √π.
 5.4.4 Opgave. (a) Vis, at for ethvert fastt i R er funktionen
 ft(x) := cos(tx)e−x2, (x∈ R)
 et element iL1(λ ), hvorλ som sædvanlig betegner Lebesgue målet påR.
 Vi definerer nu funktionenF : R → R ved ligningen:
 F(t) =
 ∫
 Rcos(tx)e−x2
 λ (dx), (t ∈ R).
 (b) Vis, atF er kontinuert påR. [Vink: Benyt Opgave 2.8.16].
 (c) Vis, atF er differentiabel påR med afledet
 F ′(t) = −∫
 Rxsin(tx)e−x2
 λ (dx).
 [Vink: Benyt Opgave 2.8.20].
 (d) Vis for ethvertn i N og ethvertt i R, at
 −∫ n
 −nxsin(tx)e−x2
 λ (dx) =[
 12e−x2
 sin(tx)]n
 −n− 1
 2
 ∫ n
 −ne−x2
 t cos(tx)λ (dx),
 og konkludér, atF ′(t) = −1
 2tF(t), (t ∈ R).
 (e) Vis, at der for ethvertt i R gælder, at∫
 Rcos(tx)e−x2
 λ (dx) =√
 πe−t2/4.
 [Vink: Det kan uden yderligere argumentation benyttes, at der kun findes én løsning tildifferentialligningen:y′(t)+ 1
 2ty(t) = 0, som opfylder sidebetingelsen:y(0) =√
 π. Benytendelig Opgave 5.4.3].
 5.4.5 Opgave.Betragt målrummet(R,B(R),λ ), og lad f være en funktion fraL1(λ )+, somendvidere er kontinuert. Betragt da måletµ på(R,B(R)) med tæthedf med hensyn tilλ .
 Redegør i denne situation for, at formlen udledt i spørgsmål(e) i Opgave 4.5.11 svarer til denvelkendte formel for partiel integration, når den indgående funktiong antages kontinuert.
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A Appendices
 A.1 Elementær mængdelære
 I dette appendix betragtes en ikke-tom (grund-) mængdeX; f.eks.X = {0,1,2,3,4}, X = NellerX = R). Elementerne iX betegnes typisk medx, y og z.
 A.1.1 De grundlæggende mængdeoperationer.En delmængde afX er en (specificeret) sam-ling af elementer iX. Specielt nævnes dentomme mængde/0, som ikke indeholder nogle ele-menter. For delmængderA og B af X indføres de grundlæggende mængdeoperationer∪, ∩, \og c som følger:
 A∪B = delmængden afX bestående af alle elementer, der ligger i (A.1)
 mindst én af mængderneA ellerB.
 A∩B = delmængden afX bestående af alle elementer, der ligger i bådeA ogB. (A.2)
 A\B = delmængden afX bestående af alle elementer iA, der ikke ligger iB. (A.3)
 Ac = delmængden afX bestående af alle elementer iX, der ikke ligger iA. (A.4)
 A.1.2 Regneregler for mængdeoperationerne.Det følger umiddelbart fra definitionerne, atder gælder (bl.a.) følgende regneregler for delmængderA og B af X:
 /0c = X, og Xc = /0 (A.5)
 Ac = X \A (A.6)
 (Ac)c = A (A.7)
 A\B = A∩Bc = A\ (A∩B) (A.8)
 (A∪B)c = Ac∩Bc (A.9)
 (A∩B)c = Ac∪Bc. (A.10)
 A.1.3 Mængdeinklusion. For delmængderA og B af X indfører vi relationerne⊆ og ⊇ veddefinitionerne:
 A⊆ B ⇐⇒ alle elementer iA er også elementer iB
 A⊇ B ⇐⇒ B ⊆ A.
 Vi skriver endvidere,A $ B (eller ækvivalentB % A), hvisA⊆ B, uden atA = B, dvs. hvis alleelementer iA også er elementer iB, men der er elementer iB, som ikke liggerA.
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Det følger umiddelbart, at der gælder følgende udsagn for delmængderA, B ogC af X:
 /0⊆ A ⊆ X (A.11)
 A,B⊆ A∪B, og A∩B⊆ A,B (A.12)
 A\B⊆ A, og A\B⊆ Bc (A.13)
 A,B⊆C =⇒ A∪B⊆C (A.14)
 C⊆ A,B =⇒C⊆ A∩B (A.15)
 A⊆ B =⇒ Bc ⊆ Ac (A.16)
 A⊆ B =⇒ B = A∪ (B\A). (A.17)
 A.1.4 Disjunkte mængder. To delmængderA ogB af X kaldesdisjunkte, hvisA∩B= /0. Meregenerelt siges delmængderA1,A2, . . . ,An af X at være være disjunkte (eller mere præcistparvisdisjunkte), hvisAi ∩A j = /0 for alle i, j fra {1,2, . . . ,n}, således ati 6= j.
 A.1.5 Systemer af delmængder.Med P(X) betegnespotensmængdenfor X, dvs. systemet afalle delmængder afX. Bemærk, atP(X) selv er en mængde, hvis elementer er delmængderneaf X. Dermed kan vi også tale om delmængder afP(X), dvs. en (specificeret) samling af del-mængder afX. En delmængde afP(X) vil vi normalt omtale som et system eller en familie afdelmængder afX (for at undgå det forvirrende udtryk “mængde af mængder”). Iforlængelseheraf er det ofte bekvemt at angive en delmængde afP(X) som en indiceret familie(Ai)i∈I , hvorI er en (ikke-tom) indexmængde (f.eks.I = {1,2,3} eller I = N), og for hvert indexi fra I erAi
 en delmængde afX.
 A.1.6 Generaliserede mængdeoperationer.Lad i det følgendeI være en (ikke-tom) index-mængde, og lad(Ai)i∈I og (Bi)i∈I være tilsvarende systemer af delmængder afX. Vi definererda i generalisering af (A.1) og (A.2):
 ⋃
 i∈I Ai = delmængden afX bestående af de elementer, der ligger iAi (A.18)
 for mindst éti fra I⋂
 i∈I Ai = delmængden afX bestående af de elementer, der ligger iAi (A.19)
 for alle i fra I .
 I generalisering af A.1.2 har vi da (bl.a.) følgende regneregler:(
 ⋃
 i∈I Ai
 )c=
 ⋂
 i∈I Aci , og
 (⋂
 i∈I Ai
 )c=
 ⋃
 i∈I Aci . (A.20)
 (⋂
 i∈I Ai
 )
 ∩(
 ⋂
 i∈I Bi
 )
 =⋂
 i∈I(Ai ∩Bi). (A.21)(
 ⋃
 i∈I Ai
 )
 ∩C =⋃
 i∈I (Ai ∩C) for enhver delmængdeC af X. (A.22)
 Her kan (A.22) f.eks. bevises på følgende måde: For at vise inklusionen⊆ antages, atx ∈(⋃
 i∈I Ai)∩C. Så gælder der, atx∈ C, og atx∈ Ai0 for (mindst) eti0 fra I . Men så gælder derogså, atx∈ Ai0 ∩C⊆ ⋃
 i∈I(Ai ∩C). For at vise inklusionen⊇ bemærker vi, at der for hvertj fraI gælder, atA j ∩B⊆ (
 ⋃
 i∈I Ai)∩C, og dermed gælder der også, at⋃
 j∈I (A j ∩C)⊆ (⋃
 i∈I Ai)∩C,som er den ønskede inklusion. Udsagnene (A.20) og (A.21) vises tilsvarende.
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A.1.7 Eksempel.Betragt grundmængdenX = {0,1,2,3}. Vi har da
 P(X) ={
 /0,{0},{1},{2},{3},{0,1},{0,2},{0,3},{1,2},{1,3},{2,3},
 {0,1,2},{0,1,3},{0,2,3},{1,2,3},{0,1,2,3}}
 .
 Bemærk specielt, at da der er 4 elementer iX, er der 24 = 16 elementer iP(X), svarende tilat enhver delmængde afX udvælges ved at foretage et valg med to muligheder (“med” eller“ikke-med”) for hver af de 4 elementer iX. Lad os nu betragte nogle systemer af delmængderaf X:
 A ={
 {1},{2},{1,2,3}}
 B ={
 /0,{2,3},{0,1,2},{1,2,3}}
 C = alle delmængder afX med et lige antal elementer
 ={
 /0,{0,1},{0,2},{0,3},{1,2},{1,3},{2,3},{0,1,2,3}}
 D = alle delmængder afX med 3 eller flere elementer
 ={
 {0,1,2},{0,1,3},{0,2,3},{1,2,3},{0,1,2,3}}
 .
 Vi kan da på naturlig måde benytte mængdeoperationerne∪, ∩, \ ogc til at danne nye systemeraf delmængder afX, f.eks.
 A∪B ={
 /0,{1},{2},{2,3},{0,1,2},{1,2,3}}
 A∩B ={
 {1,2,3}}
 B\C ={
 {0,1,2},{1,2,3}}
 Dc = alle delmængder afX med højst 2 elementer
 ={
 /0,{0},{1},{2},{3},{0,1},{0,2},{0,3},{1,2},{1,3},{2,3}}
 .
 Bemærk, at følgende udsagn er meningsfulde (og sande):
 X ∈ P(X)
 A ⊆ P(X)
 /0∈ B, {1} ∈ A, {1,2,3} ∈ A{
 /0,{1,2,3}}
 ⊆ B
 A ⊆ Cc.
 Derimod giver følgende udsagn ingen mening (overvej hvorfor!):
 X ⊆ P(X)
 A ∈ P(X)
 {1} ⊆ A{
 /0,{1,2,3}}
 ∈ B
 A ∈ Cc. ⋄
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A.1.8 Familier af disjunkte mængder. Lad I være en (ikke-tom) indexmængde, og lad(Ai)i∈I
 være et tilsvarende system af delmængder afX. Vi siger da, at mængderneAi , i ∈ I , er disjunkte(eller mere præcist parvis disjunkte), hvisAi ∩A j = /0 for alle i, j fra I , således ati 6= j.
 A.1.9 Familier af systemer af delmængder (mængder af mængder af mængder!). Selvom detmuligvis lyder afskrækkende, kan det være naturligt at betragte (indicerede) familier(Ai)i∈I ,hvor hvertAi er et system af delmængder afX. Hvis vi f.eks. lader grundmængdenX væremængdenR af reelle tal, kan vi betragte følgende systemer af delmængder afR:
 A1 = {(a,b) | a,b∈ R, a < b}A2 = {[a,b] | a,b∈ R, a < b}A3 = {(−∞,a] | a∈ R}A4 = {G⊆ R | G er åben}A5 = {{a} | a∈ R}A6 = {M ⊆ R | M er tællelig}Bn = {M ⊆ R | M har mindstn elementer}, n∈ N.
 Vi kan da f.eks. betragte følgende familier af systemer af delmængder afR:
 (Ai)i∈{1,2,3,4}, (Ai)i∈{5,6}, (Bn)n∈N.
 I Kapitel 1 vises det, at systemerne i(Ai)i∈{1,2,3,4} alle frembringer den sammeσ -algebra, ogdet samme er tilfældet for systemerne i(Ai)i∈{5,6}. Endvidere kan vi eksempelvis bemærke, at
 ⋂
 n∈NBn = systemet af delmængder afR, der ligger iBn for allen i N
 = systemet af delmængder afR med uendeligt mange elementer.
 A.1.10 Originalmængder a.k.a. urbilleder. I det følgende skal vi udoverX betragte endnu en(grund-)mængdeY samt en afbildningf : X →Y. For enhver delmængdeH afY definerer vi daoriginalmængden(også kaldeturbilledet) f−1(H) af H ved f som mængden
 f−1(H) = {x∈ X | f (x) ∈ H} ⊆ X.
 Lad os med det samme understrege, at notationen ikke umiddelbart har noget at gøre med deninverse afbildningf−1, som jo kun giver mening, hvisf er i hvert fald injektiv, hvad vi ikke harforudsat14. Det er nyttigt at indse, at originalmængde-dannelse opfører sig præcis, som mankunne ønske det, i forhold til mængdeoperationerne. HvisH og K er delmængder afY, gælderder således:
 H ⊆ K =⇒ f−1(H) ⊆ f−1(K), og H ∩K = /0 =⇒ f−1(H)∩ f−1(K) = /0. (A.23)
 f−1(Hc) = f−1(H)c, og f−1(K \H) = f−1(K)\ f−1(H). (A.24)
 f−1(H ∪K) = f−1(H)∪ f−1(K), og f−1(H ∩K) = f−1(H)∩ f−1(K). (A.25)
 14Hvis f : X →Y er en bijektiv afbildning er det dog korrekt at opfattef−1(H) som billedmængden afH vedafbildningenf−1.
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Hvis (Hi)i∈I er en familie af delmængder afY, gælder der yderligere, at
 f−1(
 ⋃
 i∈IAi
 )
 =⋃
 i∈If−1(Ai), og f−1
 (⋂
 i∈IAi
 )
 =⋂
 i∈If−1(Ai). (A.26)
 Lad os som et eksempel bevise første identitet i (A.26): Antag, at x ∈ f−1(⋃
 i∈I Ai), altså atf (x) ∈ ⋃
 i∈I Ai . Så findes mindst éti0 fra I , således atf (x) ∈ Ai0, og dermed gælder der også,at x∈ f−1(Ai0) ⊆
 ⋃
 i∈I f−1(Ai). Dermed har vi vist inklusionen⊆. For at bevise den modsatteinklusion er det nok at bemærke, at der for hvertj fra I gælder, atf−1(A j) ⊆ f−1(
 ⋃
 i∈I Ai) (jvf.første implikation i (A.23)).
 A.1.11 Billedmængder.Som i A.1.10 betragter vi en afbildningf : X → Y. For en ikke-tomdelmængdeA af X definerer vi da billedmængden (eller bare billedet)f (A) af A ved f sommængden:
 f (A) = { f (x) | x∈ A} = {y∈Y | ∃x∈ A: y = f (x)} ⊆Y.
 Mængdenf (X) omtales specielt som billedmængden (eller værdimængden) af afbildningen f .Billedmængde-dannelse opfører sig ikke lige så pænt som originalmængde-dannelse i forholdtil mængdeoperationerne. Dog gælder der følgende regler for (ikke-tomme) delmængderA ogB af X:
 A⊆ B =⇒ f (A) ⊆ f (B) (A.27)
 f (A∪B) = f (A)∪ f (B) (A.28)
 f (A∩B) ⊆ f (A)∩ f (B), (A.29)
 idet vi specielt understreger, at der normaltikkegælder lighedstegn i den sidstnævnte inklusion(overvej!). Hvis(Ai)i∈I er en familie af delmængder afX, gælder der tilsvarende, at
 f(
 ⋃
 i∈IAi
 )
 =⋃
 i∈If (Ai), og f
 (⋂
 i∈IAi
 )
 ⊆ ⋂
 i∈If (Ai). (A.30)
 A.2 Tællelige mængder
 A.2.1 Definition. LadX ogY være ikke-tomme mængder, og ladf : X →Y være en afbildning.Vi siger da, at
 (a) f er injektiv, hvis der for allex,x′ i X gælder implikationen:
 x 6= x′ =⇒ f (x) 6= f (x′), eller ækvivalent f (x) = f (x′) =⇒ x = x′.
 (b) f er surjektiv, hvis∀y∈Y ∃x∈ X : y = f (x).
 (c) f er bijektiv, hvis f er både injektiv og surjektiv.
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A.2.2 Bemærkninger. (1) LadX og Y være ikke-tomme mængder, og ladf : X → Y væreen afbildning. Da erf bijektiv, hvis og kun hvis den har en invers afbildning, dvs.enafbildningg: Y → X, der opfylder, at
 g( f (x)) = x for allex i X, og f (g(y)) = y for alley i Y.
 Hvis f har en invers, er den entydigt bestemt, og den betegnes medf−1. Den inverseafbildning bliver igen en bijektion.
 (2) LadX,Y og Z være ikke-tomme mængder, og betragt afbildningerf : X →Y og g: Y →Z. Hvis f og g begge er injektive (hhv. surjektive eller bijektive), da erden sammensatteafbildningg◦ f igen injektiv (hhv. surjektiv eller bijektiv). �
 A.2.3 Definition. LadX være en mængde. Vi siger da, at
 (a) X er endelig, hvis X = /0, eller hvis der findes etN i N og en bijektiv afbildningf : {1,2, . . . ,N}→ X.
 (b) X ernumerabel, hvis der findes en bijektiv afbildningf : N → X.
 (c) X er tællelig, hvisX er enten endelig eller numerabel.
 (d) X erovertællelig, hvisX ikkeer tællelig.
 A.2.4 Bemærkninger. Lad X ogY være ikke-tomme mængder.
 (1) X er endelig, hvis og kun hvis den kan skrives på formen:X = {an | n∈ {1,2, . . . ,N}} foret passendeN i N, og hvoran 6= am, nårn 6= m.
 (2) X er numerabel, hvis og kun hvis den kan skrives på formen:X = {an | n ∈ N}, hvoran 6= am, nårn 6= m.
 (3) Hvis der findes en bijektionf : X → Y, så erX tællelig (hhv. endelig eller numerabel),hvis og kun hvisY er tællelig (hhv. endelig eller numerabel). Dette følger ved anvendelseaf Bemærkning A.2.2(2). �
 A.2.5 Eksempler. (A) Enhver delmængde afX af N er tællelig. Vi kan nemlig definere:
 a1 = min(X), a2 = min(X\{a1}), a3 = min(X\{a1,a2}), a4 = min(X\{a1,a2,a3}), . . . .Vi kan fortsætte så længeX\{a1, . . . ,aN} 6= /0. Og hvis det indtræffer, atX\{a1, . . . ,aN}=/0 for etN i N, så har vi, atX = {a1, . . . ,aN}, ogX er endelig (jvf. Bemærkning A.2.4(1)).I modsat fald får vi skrevetX på formen:X = {an | n∈ N}, og X bliver numerabel (jvf.Bemærkning A.2.4(2)). At vi i sidstnævnte tilfælde får alleelementer iX med ved proce-duren skyldes, at der for hvertx i X kun er endeligt mange elementer fraX, som er mindreendx (overvej!).
 (B) MængdenZ af alle hele tal er numerabel. Vi kan nemlig definere en bijektiv afbildningf : N → Z ved:
 f (1) = 0, og f (2n) = n, og f (2n+1) = −n, for allen i N. ⋄
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A.2.6 Sætning.Lad X være en ikke-tom mængde. Da er følgende betingelser ensbetydende:
 (i) X er tællelig.
 (ii) Der findes en injektiv afbildningf : X → N.
 (iii) Der findes en surjektiv afbildningg: N → X.
 Bevis.(i) ⇒ (ii): Antag, atX er tællelig. HvisX er numerabel, findes en bijektionf : N → X,og den inverse afbildningf−1 : X → N er da specielt injektiv. HvisX er endelig findes etN iN og en bijektiv afbildningf : {1,2, . . . ,N} → X. Hvis vi opfatter f−1 som en afbildning medværdier iN, opnår vi en injektiv afbildningf−1 : X → N.
 (ii) ⇒ (i): Antag, at der findes en injektiv afbildningf : X → N, og betragt billedmængdenf (X)= { f (x) | x∈X}⊆N. Vi kan da betragtef som en bijektiv afbildning fraX til f (X). IfølgeEksempel A.2.5(A) erf (X) tællelig. Dermed bliver ogsåX tællelig (jvf. Bemærkning A.2.4(3)).
 (ii) ⇒ (iii): Antag, at der findes en injektiv afbildningf : X → N, og betragt billedmængdenf (X). Idet vi opfatter f som en bijektion mellemX og f (X), kan vi betragte den inverse af-bildning: f−1 : f (X) → X. Udvælg nu et vilkårligt elementx0 fra X. Vi kan da definere enafbildningg: N → X ved
 g(n) =
 {
 f−1(n), hvisn∈ f (X)
 x0, hvisn∈ N\ f (X).
 Da f−1 er surjektiv, bliverg det også.
 (iii) ⇒ (ii): Antag, at der findes en surjektiv afbildningg: N → X. Vi definerer nu en afbildningf : X → N ved formlen:
 f (x) = min(g−1({x})
 ), (x∈ X),
 hvor g−1({x}) betegner originalmængden af{x} vedg. Denne afbildning er injektiv, for hvisx,x′ er forskellige elementer fraX, så er originalmængderneg−1({x}) og g−1({x′}) disjunkte.Dermed er sætningen bevist. �
 A.2.7 Bemærkning. Det følger umiddelbart fra Sætning A.2.6, at enhver delmængde af entællelig mængde igen er tællelig. Antages nemlig, atX er en tællelig mængde, kan vi ifølgeSætning A.2.6(ii) vælge en injektiv afbildningf : X → N. For enhver ikke-tom delmængdeAaf X kan vi endvidere betragte inklusions-afbildningen:
 ι : A∋ x 7→ x∈ X,
 som oplagt er injektiv. Ifølge Bemærkning A.2.2(2) er den sammensatte afbildningf ◦ ι : A→Nigen injektiv, og dette viser, atA er tællelig. �
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A.2.8 Sætning.Lad X ogY være ikke-tomme mængder.
 (i) MængdenN2 = N×N er numerabel.
 (ii) Hvis X ogY begge er tællelige mængder, da erX×Y ligeledes tællelig.
 (iii) Hvis (An)n∈N er en følge af delmængder afX, som alle er tællelige, da er⋃
 n∈N An ligele-des tællelig.
 (iv) MængdenQ af rationale tal er numerabel.
 (v) For ethvertd i N erQd en tællelig mængde.
 Bevis.(i) Ifølge Bemærkning A.2.4(2) skal vi opskriveN×N på formen{an | n∈ N}, såledesat an 6= am, nårn 6= m. Dette kan f.eks. gøres som følger:
 a1 = (1,1), a2 = (1,2), a3 = (2,1), a4 = (1,3), a5 = (2,2), a6 = (3,1),
 a7 = (1,4), a8 = (2,3), a9 = (3,2), a10 = (4,1), . . . .
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 Figur 8: Illustration af nummereringen afN×N fra beviset for Sætning A.2.8.
 (ii) Antag, atX og Y er tællelige. Så findes ifølge Sætning A.2.6(iii) surjektive afbildningerf1 : N → X og f2 : N → Y. Vi kan derefter definere en surjektiv afbildningf : N×N → X×Yved:
 f (n,m) = ( f1(n), f2(m)), (n,m∈ N).
 Ifølge (i) findes en bijektiv afbildningh: N → N×N. Dermed bliver den sammensatte afbild-ning f ◦h: N → X×Y surjektiv, hvilket viser, atX×Y er tællelig.
 (iii) Som i beviset for (ii) er det nok at anføre en surjektiv afbildning f : N×N → ⋃
 n∈N An. Forhvertn i N kan vi vælge en surjektiv afbildningfn : N→An, og vi definerer derefterf : N×N→⋃
 n∈N An ved:f (n,m) = fn(m), (n,m∈ N).
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Det følger umiddelbart, atf er surjektiv.
 (iv) Da Q ikke er endelig, er det nok at vise, atQ er tællelig, og som i beviset for (ii) erdet hertil nok at anføre en surjektiv afbildningf : N×N → Q. Da Z er numerabel (jvf. Ek-sempel A.2.5(B)), kan vi vælge os en bijektiv afbildningh: N → Z, og vi definerer derefterf : N×N → Q ved:
 f (n,m) =h(n)
 m, (n,m∈ N).
 IdetQ = { pq | p∈ Z, q∈ N}, følger det umiddelbart, atf er surjektiv.
 (v) Dette følger umiddelbart ved at kombinere (ii) og (iv) i et induktions-argument (overvejdette!). �
 A.2.9 Sætning.MængdenR af reelle tal er overtællelig.
 Bevis.Vi bemærker først, at for enhver følge(an)n∈N af tal fra mængden{0,1, . . . ,9} er rækken∑∞
 n=1an10−n (absolut) konvergent, eftersom
 ∞
 ∑n=1
 an10−n ≤∞
 ∑n=1
 9 ·10−n =910
 ∞
 ∑n=0
 10−n =910
 · 1
 1− 110
 = 1 < ∞.
 Vi kan derfor betragte følgende delmængde afR:
 D ={ ∞
 ∑n=1
 an10−n∣∣∣ ∀n∈ N : an ∈ {0,1, . . . ,9}
 }
 ⊆ [0,1],
 idet vi er specielt interesserede i delmængden:
 D0 ={ ∞
 ∑n=1
 an10−n∣∣∣ ∀n∈ N : an ∈ {0,1, . . . ,9} og ∀n∈ N ∃m≥ n: am 6= 9
 }
 .
 MængdenD0 har nemlig egenskaben, at hvis∑∞n=1an10−n og ∑∞
 n=1bn10−n er to elementer fraD0, så gælder bi-implikationen:
 ∞
 ∑n=1
 an10−n =∞
 ∑n=1
 bn10−n ⇐⇒ an = bn for allen i N. (A.31)
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Her er implikationen “⇐” oplagt, og for at vise “⇒” antager vi, at{n∈ N | an 6= bn} 6= /0, og vilader sån0 betegne denne mængdes minimum. Vi kan antage, atan0 < bn0, og det følger da, at
 ∞
 ∑n=1
 bn10−n−∞
 ∑n=1
 an10−n
 =∞
 ∑n=n0
 bn10−n−∞
 ∑n=n0
 an10−n = bn010−n−an010−n+∞
 ∑n=n0+1
 bn10−n−∞
 ∑n=n0+1
 an10−n
 ≥ (bn0 −an0)10−n0 −∞
 ∑n=n0+1
 an10−n > (bn0 −an0)10−n0 −∞
 ∑n=n0+1
 9 ·10−n
 = (bn0 −an0)10−n0 − 910n0+1
 ∞
 ∑n=0
 10−n = (bn0 −an0)10−n0 − 910n0+1
 1
 1− 110
 = (bn0 −an0)10−n0 −10−n0 ≥ 0,
 hvor den skarpe ulighed netop skyldes definitionen afD0.
 Lad os nu antage, atR ér tællelig. Da er mængdenD0 også tællelig (jvf. Bemærkning A.2.7),og der findes ifølge Sætning A.2.6(iii) en surjektiv afbildning g: N → D0. For hvertk i N kanvi (på entydig vis) skrive
 g(k) =∞
 ∑n=1
 a(k)n 10−n,
 hvor følgen(a(k)n )n∈N opfylder betingelserne i Definitionen afD0. Vi betragter derefter tallet
 ξ =∞
 ∑n=1
 αn10−n,
 hvor
 αn =
 {
 a(n)n −1, hvisa(n)
 n ≥ 1
 1, hvisa(n)n = 0.
 (A.32)
 Da αn 6= 9 for allen, ser vi, atξ ∈ D0, og derfor findesk i N, således atg(k) = ξ , dvs.
 ∞
 ∑n=1
 αn10−n =∞
 ∑n=1
 a(k)n 10−n.
 Ifølge (A.31) medfører dette specielt, atαk = a(k)k , men dette strider imod (A.32). Vi har således
 opnået den søgte modstrid. �
 A.2.10 Bemærkning. Lad a,b være reelle tal, således ata < b. Da er f.eks. afbildningen
 f (x) = tan( π
 b−a(x−a)− π2
 ), (x∈ (a,b))
 en bijektion af(a,b) påR. Ifølge Sætning A.2.9 er(a,b) derfor overtællelig, og pga. Bemærk-ning A.2.7 er(a,b], [a,b) og [a,b] derfor også overtællelige. �
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A.2.11 Kardinalitet af mængder. Kardinaliteten card(A) af en mængdeA er løst sagt lig medantallet af elementer iA. Dette er en præcis definition, hvisA kun har endeligt mange elementer,men hvisA har uendeligt mange elementer, opstår der problemer, som følge af at der er forskel-lige “grader af uendelighed”. F.eks. kan vi betragte delmængderneN og [0,1] af R, der beggehar uendeligt mange elementer, men ifølge Bemærkning A.2.10 er [0,1] overtællelig, hvilketer et udtryk for, at der er flere elementer i[0,1] end iN. Vi siger, at[0,1] har (strengt) størrekardinalitet endN. Formelt siges to mængderA og B at have samme kardinalitet, hvis der fin-des enbijektiv afbildningϕ : A → B. I så fald skrivesA ≈ B. Endvidere sigesB at have størrekardinalitet endA, hvis der findes en injektiv afbildningf : A → B, og terminologien “strengtstørre” benyttes, hvis der ikke samtidig gælder, atA≈ B.
 Det er ikke svært at indse, at≈ er en ækvivalensrelation på det system af mængder, man måttebetragte15, og selve kardinaliteten card(A) kan man derefter formelt indføre somA’s ækviva-lensklasse med hensyn til≈. Der gælder altså, at
 card(A) = card(B) ⇐⇒ A≈ B.
 Hvis B har større eller strengt større kardinalitet endA, benyttes notationen:
 card(A) ≤ card(B) hhv. card(A) < card(B).
 Med denne notation udtrykkerBernsteins Sætning, at der gælder følgende implikation:
 card(A) ≤ card(B) og card(B) ≤ card(A) =⇒ card(A) = card(B),
 hvilket naturligvis er trivielt for endelige mængder.
 Den såkaldteKontinuum-hypotese16 udtrykker, at der ikke findes en mængdeA, således at
 card(N) < card(A) < card(R).
 Denne hypotese er uafhængig af det sædvanlige ZFC-aksiomssystem for mængdelæren, og denkan således hverken bevises eller modbevises inden for dette aksiomssystem!
 A.2.12 Øvelse.Eftervis, at der gælder følgende udsagn:
 card({1,2, . . . ,n}) = card({1,2, . . . ,m}) ⇐⇒ n = m,
 card(N) = card(Z) = card(Q),
 card((a,b)) = card([a,b]) = card(R) for allea,b i R, således ata < b,
 card(Q×Q) < card(R).
 A.3 Den udvidede reelle tallinieR
 Vi udvider den reelle tallinieR med to elementer∞ og−∞, således at
 −∞ < x < ∞ for allex i R.
 Vi sætter så:R = R∪{∞}∪{−∞} = [−∞,∞].
 15Man kan ikke betragte systemet af “alle mulige mængder”, da dette leder til det berømte paradoks af B. Russell.16Kardinalitetsbegrebet blev indført af G. Cantor, der ligeledes formulerede kontinuum-hypotesen.
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A.3.1 Addition i R. Additionen+ i R udvider den sædvanlige addition iR efter følgende kon-ventioner:
 • ∀a∈ R : a+∞ = ∞+a = ∞,
 • ∀a∈ R : a+(−∞) = −∞+a = −∞,
 • ∞+∞ = ∞,
 • −∞+(−∞) = −∞.
 Vi fremhæver, at∞+(−∞) ikketilægges nogen mening.
 Der gælder nu følgende regneregler fora,b,c i R:
 • a+b = c ⇐⇒ a = c−b, hvisb∈ R,
 • a+b≤ a+c ⇐⇒ b≤ c, hvisa∈ R.
 A.3.2 Multiplikation i R. Multiplikationen iR udvider den sædvanlige multiplikation iR efterfølgende konventioner:
 • 0 · (±∞) = (±∞) ·0 = 0,
 • ∀c∈ (0,∞] : c· (±∞) = (±∞) ·c= ±∞,
 • ∀c∈ [−∞,0) : c· (±∞) = (±∞) ·c= ∓∞.
 Multiplikationen iR bliver da kommutativ og associativ, dvs. fora,b,c i R gælder der, at
 a ·b = b ·a, og (a ·b) ·c= a · (b ·c).
 Som det er kutyme, vil vi ofte udelade symbolet “·” og altså blot skriveab i stedet fora ·b forvilkårlige a,b i R.
 A.3.3 Grænseovergang iR. Lad (xn) være en følge af elementer iR, og ladx være et elementi R. Hvis x∈ R, benytter vi den sædvanlige definition af, atxn → x for n→ ∞:
 limn→∞
 xn = x ⇐⇒ ∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀n≥ N : |xn−x| ≤ ε,
 idet vi anvender den naturlige konvention:| ±∞| = ∞. Vi bemærker specielt, at hvisxn →x ∈ R for n → ∞, så gælder der nødvendigvis, atxn ∈ R for alle tilstrækkeligt storen. Hvisx∈ {−∞,∞}, benytter vi følgende definitioner:
 limn→∞
 xn = ∞ ⇐⇒ ∀R> 0 ∃N ∈ N ∀n≥ N : xn ≥ R,
 oglimn→∞
 xn = −∞ ⇐⇒ ∀R> 0 ∃N ∈ N ∀n≥ N : xn ≤−R.
 Lad os som et afsluttende eksempel betragte to følger(xn) og (yn) af elementer iR, der beg-ge har grænseværdier iR. Hvis det yderligere forudsættes, at derikke gælder, at limn→∞ xn ∈{−∞,∞}, samtidig med at limn→∞ yn = 0 (eller omvendt), da følger det med konventionerne iA.3.2, at
 limn→∞
 (xn ·yn) =(
 limn→∞
 xn
 )
 ·(
 limn→∞
 yn
 )
 .
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A.4 Infimum, supremum, limes inferior og limes superior
 I dette appendix repeteres de væsentligste egenskaber ved supremum, infimum, limes superiorog limes inferior. Resultaterne forventes i vid udstrækning at være kendte fra tidligere kurser.
 Supremum og infimum
 Hvis en delmængdeA af R har et største element, betegnes dette med max(A), mens et eventueltmindste element iA betegnes med min(A). Det er dog langtfra alle delmængder afR, der har etstørste- og/eller mindste element (betragt f.eks. mængderneN og (0,1]). Imidlertid har enhver(ikke-tom) delmængde afR et supremum og et infimum, som vi skal indføre nedenfor. Dissestørrelser kan med rette opfattes som generaliseringer af maximums- og minimums-begreberne.
 A.4.1 Notation & Terminologi. Lad A være en (ikke-tom) delmængde afR. Et talv i R sigesda at være etovertalfor A, hvis
 x≤ v for allex i A.
 Mængden af overtal forA betegnes medO(A).
 Et tal w i R siges tilsvarende at være etundertalfor A, hvis
 x≥ w for allex i A.
 Mængden af undertal forA betegnes medU(A).
 En helt fundamental egenskab ved de reelle tal er, at de besidder supremums-egenskaben:
 A.4.2 Supremumsegenskaben.For enhver ikke-tom delmængdeA af R gælder der, at mæng-den O(A) har et mindste element, dvs.A har et mindste overtali R. Dette tal kaldes forsupremum af A, og det betegnes medsup(A); altså:
 sup(A) = min(O(A)).
 For beviset for A.4.2 henvises til et passende kursus i algebra! Ved at benytte A.4.2 på mængden−A = {−x | x∈ A}, følger det, at enhver ikke-tom delmængdeA af R ligeledes har etstørsteundertali R. Dette tal kaldes forinfimum af A, og det betegnes med inf(A). Der gælder altså, at
 inf(A) = max(U(A)) = −sup(−A).
 A.4.3 Bemærkninger. (1) Pr. konvention sætter man ofte sup( /0) = −∞ og inf( /0) = ∞, meni nogle sammenhænge kan man komme ud for andre konventioner.Man bør derfor somhovedregel anføre, hvad man forstår ved inf( /0) og sup( /0), hvis man har brug for at be-tragte disse størrelser. Med mindre andet er eksplicit anført vil vi i disse noter benytteovenstående konventioner.
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(2) Det følger umiddelbart, at operationerne sup og inf kan udvides til alle delmængder afR,idet man for enhver delmængdeA af R f.eks. sætter
 sup(A) =
 {
 ∞, hvis ∞ ∈ A
 sup(A∩R), hvis ∞ /∈ A.
 Dette er i overenstemmelse med identiteten: sup(A) = min(O(A)), når vi benytter denoplagte generalisering afO(A) til delmængderA af R.
 (3) En (ikke-tom) delmængdeA af R har som nævntikkegenerelt et største element men altsåaltid et supremum. F.eks. har mængden[0,1) ikke et største element, men sup([0,1)) = 1.Hvis mængdenA faktiskhar et største element max(A), så gælder der altid, at max(A) =sup(A). I denne situation er det nemlig oplagt, at max(A) er det mindste overtal forA.Tilsvarende gælder der naturligvis, at min(A) = inf(A), hvismin(A) skulle eksistere. Be-mærk iøvrigt at max(A) eksisterer, hvis og kun hvis sup(A) ∈ A.
 (4) Hvis A = {xn | n ∈ N} for en passende følge(xn) af elementer iR, da skriver man oftesupn∈N xn i stedet for sup({xn | n∈ N}). Tilsvarende notation benyttes i forbindelse medinfimum.
 (5) Hvis (xn) og (yn) er to følger af elementer iR, således atxn ≤ yn for alle n, så gæl-der der også, at supn∈N xn ≤ supn∈N yn, og at infn∈N xn ≤ infn∈N yn. Det fremgår nemligumiddelbart, at supn∈N yn er et overtal for{xn | n∈ N}, mens infn∈N xn er et undertal for{yn | n∈ N}. �
 A.4.4 Eksempler. (A) Idet vi betragter mængdenN af naturlige tal som en delmængde afR,har vi, at sup(N) = ∞, og at inf(N) = min(N) = 1.
 (B) Betragt mængdenA = [0,1] \Q, hvorQ betegner mængden af rationale tal. DaR \Q ertæt iR, følger det, at inf(A) = 0, og at sup(A) = 1, mens hverken min(A) eller max(A)eksisterer.
 (C) Betragt mængdenA= {1n | n∈N}. Så gælder der, at inf(A) = 0, og at sup(A) = max(A) =
 1. ⋄
 Vi noterer som det næste en række nyttige egenskaber ved sup og inf i følgende lemma, hvor vifor en ikke-tom delmængdeA af R og et elementx i R benytter notationen:
 x+A = {x+a | a∈ A}
 xA= {xa | a∈ A}.
 A.4.5 Lemma. Lad A og B være ikke-tomme delmængder afR, og ladx være et element iR.Da gælder der følgende udsagn:
 (i) sup(−A) = − inf(A), og inf(−A) = −sup(A).
 (ii) sup(x+A) = x+sup(A), og inf(x+A) = x+ inf(A).
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(iii) Hvis x≥ 0, gælder der, atsup(xA) = xsup(A) og inf(xA) = xinf(A).
 (iv) Hvis A⊆ B, gælder der, atsup(A) ≤ sup(B), og atinf(A) ≥ inf(B).
 (v) For ethvert talv i R gælder der bi-implikationerne:
 v≥ sup(A) ⇐⇒ v∈ O(A) ⇐⇒ a≤ v for allea i A, (A.33)
 ogv≤ sup(A) ⇐⇒ ∀ε > 0 ∃a∈ A: a > v− ε. (A.34)
 Har man vist, atv opfylder begge højresiderne af(A.33) og (A.34), kan man såledesslutte, atv = sup(A).
 (vi) For ethvert talv i R gælder der bi-implikationerne:
 v≤ inf(A) ⇐⇒ v∈ U(A) ⇐⇒ v≤ a for allea i A, (A.35)
 ogv≥ inf(A) ⇐⇒ ∀ε > 0 ∃a∈ A: a < v+ ε. (A.36)
 Har man vist, atv opfylder begge højresiderne af(A.35) og (A.36), kan man såledesslutte, atv = inf(A).
 (vii) Der findes følger(xn) og (yn) af elementer fraA, således at
 xn ↑ sup(A) for n→ ∞
 ogyn ↓ inf(A) for n→ ∞.
 Bevis.Udsagnene forventes alle at være mere eller mindre velkendte fra foregående kurser. Vinøjes derfor med kort at bevise (v) og (vii):
 (v) Bi-implikationerne (A.33) følger umiddelbart af identiteten: sup(A) = min(O(A)) samt afdefinitionen afO(A). For at vise “⇒” i (A.34) antager vi, atv≤ sup(A), og atε > 0. Det følgerda, atv−ε < sup(A) = min(O(A)), og derfor erv−ε ikke et overtal forA, hvilket netop betyder,at der findesa i A, således atv− ε < a. For at vise “⇐” i (A.34) antager vi, at højresiden af(A.34) er opfyldt. Da sup(A) specielt er et overtal forA, kan vi dermed slutte, at der for allepositiveε gælder, atv− ε < sup(A). Ved at ladeε → 0, følger det derfor, atv≤ sup(A).
 (vii) Vi påviser kun eksistensen af følgen(xn), idet eksistensen af(yn) bevises analogt, eller vedat benytte at inf(A)=−sup(−A). Hvis sup(A)= ∞, kan vi for hvertn i N vælge et elementx′n fraA, således atx′n > n (ellers villen være et overtal forA). Definér derefter,xn := max{x′1, . . . ,x
 ′n}
 for alle n i N. Så er(xn) en voksende følge af elementer fraA, og der gælder oplagt, atxn →∞ = sup(A) for n → ∞. Vi kan derfor antage, at sup(A) ∈ R. For hvertn i N er sup(A)− 1
 n såikke et overtal forA, og vi kan derfor vælge etx′n fra A, således at sup(A)− 1
 n < x′n ≤ sup(A).Defineres derefter som før,xn := max{x′1, . . . ,x
 ′n} for allen i N, så er(xn) en voksende følge af
 elementer fraA, og der gælder stadig, at sup(A)− 1n < xn ≤ sup(A) for alle n. Dermed følger
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det umiddelbart, atxn ↑ sup(A) for n→ ∞. �
 A.4.6 Sætning. (i) For enhver voksende følge(xn) i R gælder der, at
 xn ↑ supn∈N
 xn for n→ ∞.
 (ii) For enhver aftagende følge(yn) i R gælder der, at
 yn ↓ infn∈N
 yn for n→ ∞.
 Bevis.Vi viser kun udsagnet (i), idet (ii) bevises analogt eller ved at benytte (i) på den voksendefølge (−yn). Vi sætter endvideres= supn∈N xn, og vi bemærker, at (i) er trivielt opfyldt, hviss= −∞ (overvej!).
 Antag så, ats= ∞. For at vise atxn → ∞ for n→ ∞, skal vi eftervise følgende betingelse:
 ∀R> 0 ∃N ∈ N ∀n≥ N : xn ≥ R. (A.37)
 Lad derfor et positivt talR være givet. Vi kan da vælge etN i N, således atxN > R (ellers villeR være et overtal for{xn | n ∈ N}). Hvis n≥ N, gælder der nu, atxn ≥ xN > R, og dermed er(A.37) eftervist.
 Antag derpå, ats∈ R, og lad et positivt talε være givet. Da ers−ε ikke et overtal for{xn | n∈N}, og derfor findes etN i N, således atxN > s− ε. Hvis n≥ N, gælder der nu, at
 s≥ xn ≥ xN > s− ε, og dermed |xn−s| < ε,
 og daε var vilkårligt, viser dette, atxn → s for n→ ∞. �
 Limes inferior og limes superior
 Lad(xn) være en følge af elementer fraR. Vi indfører nu to nye følger(vk) og(wk) af elementerfra R ved definitionerne:
 vk := supn≥k
 xn, og wk := infn≥k
 xn for allek i N. (A.38)
 Det følger umiddelbart fra (iv) i Lemma A.4.5, at følgen(vk) er aftagende (ik), mens følgen(wk) er voksende. Ifølge Sætning A.4.6 har disse følger derfor begge en grænseværdi iR, nemlighhv. infk∈N vk og supk∈N wk. Dermed har vi retfærdiggjort følgende definition:
 A.4.7 Definition. Lad (xn) være en vilkårlig følge af elementer fraR, og betragt følgerne(vk) og (wk) indført i (A.38). Vi definerer dalimes superiorlimsupn→∞ xn og limes inferior
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lim infn→∞ xn for (xn) ved ligningerne:
 limsupn→∞
 xn = limk→∞
 vk = infk∈N
 vk,
 oglim inf
 n→∞xn = lim
 k→∞wk = sup
 k∈Nwk.
 A.4.8 Bemærkninger. (1) Hvis man sammenholder (A.38) med Definition A.4.7, så følgerdet, at
 limsupn→∞
 xn = limk→∞
 (
 supn≥k
 xn
 )
 = infk∈N
 (
 supn≥k
 xn
 )
 ,
 og at
 liminfn→∞
 xn = limk→∞
 (
 infn≥k
 xn
 )
 = supk∈N
 (
 infn≥k
 xn
 )
 ,
 hvilket specielt forklarer terminologien.
 (2) Det følger umiddelbart fra Definition A.4.7, at hverken limsupn→∞ xn eller liminfn→∞ xn
 afhænger af de første endeligt mange elementer i(xn). Mere præcist gælder der for ethvertN i N, at
 limsupn→∞
 xn = limsupn→∞
 xN+n, og liminfn→∞
 xn = lim infn→∞
 xN+n. �
 Vi skal herefter notere en række nyttige egenskaber ved limsup og liminf.
 A.4.9 Lemma. Lad (xn) og (yn) være to følger af elementer fraR, og lada være et reelt tal.Der gælder da følgende udsagn:
 (i) lim inf n→∞ xn ≤ limsupn→∞ xn
 (ii) limsupn→∞(a+xn) = a+ limsupn→∞ xn, og lim infn→∞(a+xn) = a+ lim infn→∞ xn.
 (iii) Hvis a≥ 0, gælder der, at
 limsupn→∞
 (axn) = alimsupn→∞
 xn, og lim infn→∞
 (axn) = alim infn→∞
 xn.
 (iv) limsupn→∞(−xn) = − lim infn→∞ xn, og lim infn→∞(−xn) = − limsupn→∞ xn.
 (v) Hvis xn ≤ yn for allen i N, så gælder der også, at
 limsupn→∞
 xn ≤ limsupn→∞
 yn, og lim infn→∞
 xn ≤ lim infn→∞
 yn.
 (vi) limsupn→∞(xn + yn) ≤ limsupn→∞ xn + limsupn→∞ yn, og lim infn→∞(xn + yn) ≥lim infn→∞ xn + lim infn→∞ yn.
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(vii) Hvis limn→∞ yn eksisterer iR, så gælder der, at
 limsupn→∞
 (xn +yn) = limsupn→∞
 xn + limn→∞
 yn, og lim infn→∞
 (xn+yn) = lim infn→∞
 xn+ limn→∞
 yn.
 Bevis.Det forventes igen, at udsagnene er mere eller mindre velkendte fra tidligere kurser, ogvi nøjes derfor med kort at bevise (vi) og (vii).
 (vi) For ethvertk i N gælder der, at
 supn≥k
 (xn+yn) ≤ supn≥k
 xn+supn≥k
 yn,
 idet højresiden er et overtal for mængden{xn+yn | n∈ N}. Tages nu grænseværdi fork→ ∞ påbegge sider af uligheden ovenfor (bemærk, at disse grænseværdier eksisterer!), så følger det, at
 limsupn→∞
 (xn+yn) = limk→∞
 (
 supn≥k
 (xn+yn))
 ≤ limk→∞
 (
 supn≥k
 xn
 )
 + limk→∞
 (
 supn≥k
 yn
 )
 = limsupn→∞
 xn+ limsupn→∞
 yn,
 hvilket viser den første ulighed i (vi). Den anden ulighed vises tilsvarende eller ved at benytteden netop viste sammen med udsagn (iv).
 (vii) Antag, atyn → y∞ ∈ R for n→ ∞. For ethvert positivtε kan vi da vælge etK i N, såledesat y∞ + ε ≥ yn ≥ y∞ − ε, nårn≥ K. Dermed følger det også, at
 xn +y∞ + ε ≥ xn+yn ≥ xn +y∞ − ε, nårn≥ K. (A.39)
 Ved anvendelse af den første ulighed i (A.39), Bemærkning A.4.3(5) samt Lemma A.4.5(ii) kanvi nu slutte, at
 supn≥k
 (xn +yn) ≤ supn≥k
 (xn +y∞ + ε) = y∞ + ε +supn≥k
 xn, nårk≥ K. (A.40)
 Lader vi såk→ ∞ i (A.40), da fremgår det, at
 limsupn→∞
 (xn+yn) = limk→∞
 (
 supn≥k
 (xn+yn))
 ≤ y∞ + ε + limk→∞
 (
 supn≥k
 xn
 )
 = y∞ + ε + limsupn→∞
 xn.
 Da dette gælder for et vilkårligt positivtε, kan vi dermed også slutte, at
 limsupn→∞
 (xn +yn) ≤ y∞ + limsupn→∞
 xn.
 Tilsvarende følger det ved anvendelse af den sidste ulighedi (A.39), at også
 limsupn→∞
 (xn +yn) ≥ y∞ + limsupn→∞
 xn,
 og dermed er første identitet i (vii) bevist. Den anden identitet i (vii) følger tilsvarende eller vedat benytte udsagn (iv). �
 Hvor en følge(xn) af elementer iR kun sjældent har en grænseværdi, så eksisterer limsupn→∞ xn
 og liminfn→∞ xn altså altid. Et af de vigtigste resultater om limsup og liminf udtrykker, atlimn→∞ xn eksisterer, hvis og kun hvis limsupn→∞ xn og liminfn→∞ xn er sammenfaldende.
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A.4.10 Sætning.En følge(xn) af elementer iR har en grænseværdi iR, hvis og kun hvislimsupn→∞ xn ≤ lim infn→∞ xn. I bekræftende fald gælder der, at
 limn→∞
 xn = limsupn→∞
 xn = lim infn→∞
 xn.
 Bevis. Vi betragter først tilfældet, hvorxn → ∞ for n → ∞, svarende til at limsupn→∞ xn =lim infn→∞ xn = ∞. Vi finder nemlig, at
 limn→∞
 xn = ∞ ⇐⇒ ∀R> 0 ∃N ∈ N ∀n≥ N : xn ≥ R
 ⇐⇒ ∀R> 0 ∃N ∈ N ∀k≥ N : infn≥k
 xn ≥ R
 ⇐⇒ limk→∞
 (
 infn≥k
 xn
 )
 = ∞
 ⇐⇒ lim infn→∞
 xn = ∞
 ⇐⇒ lim infn→∞
 xn = limsupn→∞
 xn = ∞,
 hvor vi til sidst benytter Lemma A.4.9(i). Tilfældet, hvorxn →−∞ for n→ ∞, håndteres tilsva-rende eller ved at benytte det netop etablerede på følgen(−xn).
 Antag derpå, at limn→∞ xn = x ∈ R, og lad et positivtε være givet. Vi kan da vælgeN i N,således at
 x− ε ≤ xn ≤ x+ ε, nårn≥ N,
 og for detteN gælder der dermed også, at
 x− ε ≤ infn≥k
 xn ≤ supn≥k
 xn ≤ x+ ε, nårk≥ N.
 Tager vi nu grænseværdi fork→ ∞, så følger det, at
 x− ε ≤ limk→∞
 (
 infn≥k
 xn
 )
 = lim infn→∞
 xn ≤ limsupn→∞
 xn = limk→∞
 (
 supn≥k
 xn
 )
 ≤ x+ ε.
 Specielt viser dette, at limsupn→∞ xn, lim infn→∞ xn ∈ R, og at∣∣∣ lim inf
 n→∞xn−x
 ∣∣∣ ≤ ε, og
 ∣∣∣ limsup
 n→∞xn−x
 ∣∣∣ ≤ ε.
 Da ε var vilkårlig, kan vi dermed slutte, at
 lim infn→∞
 xn = x = limsupn→∞
 xn,
 som ønsket.
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Antag endelig, at lim infn→∞ xn = limsupn→∞ xn = x ∈ R, og lad igen et positivtε være givet.Idet vi husker på, at
 infn≥k
 xn ↑ lim infn→∞
 xn for k→ ∞, og supn≥k
 xn ↓ limsupn→∞
 xn for k→ ∞,
 kan vi så vælge etK i N, således at
 x− ε ≤ infn≥k
 xn ≤ supn≥k
 xn ≤ x+ ε, nårk≥ K.
 Benyttes dette specielt i tilfældet, hvork = K, fremgår det, at
 x− ε ≤ xn ≤ x+ ε, nårn≥ K.
 Da ε var vilkårlig, viser dette, atxn → x for n→ ∞, som ønsket. �
 A.4.11 Korollar. Lad (xn) være en følge af tal fra[0,∞]. Så gælder der, at
 xn → 0 for n→ ∞ ⇐⇒ limsupn→∞
 xn = 0.
 Bevis. Implikationen “⇒” er en umiddelbar konsekvens af Sætning A.4.10, og implikationen“⇐” følger ligeledes fra denne sætning, når man har observeret, at lim infn→∞ xn ≥ 0, eftersomxn ≥ 0 for allen. �
 A.5 Generelle partitionsσ -algebraer og kardinalitet af σ -algebraer
 I dette appendix betragtes en ikke-tom mængdeX. Lad endvidereD være et system af del-mængder afX. Generelt kan man ikke konstruere mængderne iσ -algebraenσ(D) frembragtaf D udfra mængderne i frembringersystemetD. Vi skal i dette appendix bl.a. studere noglesituationer, hvor dette faktisk ér muligt. Vi skal desuden klarlægge hvilke muligheder, der er,for antallet af elementer i enσ -algebra. Vi starter med –i generalisering af Eksempel 1.1.4– atbetragte generelle partitionsσ -algebraer.
 A.5.1 Definition. En partition afX er en familie(Bi)i∈I af delmængder afX, som opfylder, at
 Bi ∩B j = /0 når i 6= j , og⋃
 i∈IBi = X. (A.41)
 Vi understreger, at indexmængdenI i definitionen ovenfor kan være vilkårlig! For en generelfamilie (Ai)i∈I af delmængder afX skal vi i det følgende betragte systemerne{⋃
 i∈M Ai | M ⊆ I}og{⋂
 i∈M Ai | M ⊆ I}, idet vi benytter konventionerne:⋃
 i∈ /0Ai = /0, og
 ⋂
 i∈ /0Ai = X. (A.42)
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A.5.2 Lemma. Lad (Bi)i∈I være en partition afX, således atBi 6= /0 for alle i, og sæt endvidere
 H = σ({Bi | i ∈ I}
 ).
 (i) Hvis I er tællelig, så gælder der, at
 H ={ ⋃
 i∈MBi
 ∣∣ M ⊆ I
 }. (A.43)
 (ii) Hvis I er en endelig mængde medN elementer, så bestårσ -algebraenH af 2N forskelligemængder.
 (iii) Hvis I ≃ N, så er kardinalitetencard(H) af H (jvf. Appendix A.1) den samme som kar-dinalitetencard(R) af de reelle tal. Specielt erH overtællelig.
 (iv) Hvis I er en overtællelig mængde, så erH naturligvis ligeledes overtællelig, og der gæl-der, at
 H ={ ⋃
 i∈MBi
 ∣∣ M ⊆ I , og entenM eller I \M er tællelig
 }. (A.44)
 Bevis.(i) Antag, atI er tællelig, og ladH′ betegne systemet på højresiden af (A.43). Inklusio-nenH′ ⊆ H følger da umiddelbart af, atI er tællelig, mens den modsatte inklusion følger af, atBi ∈ H′ for alle i, hvis vi yderligere viser, atH′ er enσ -algebra:
 (σ1) HeleX fås i tilfældetM = I : X =⋃
 i∈I Bi ∈ H′.
 (σ2) For enhver delmængdeM af I har vi, at( ⋃
 i∈MBi
 )c=
 ⋃
 i∈I\MBi ∈ H′,
 ved anvendelse af begge betingelserne i (A.41).
 (σ3) Lad(Mn)n∈N være en følge af (ikke-tomme) delmængder afI , og sætM =⋃
 n∈N Mn. Dagælder der, at
 ⋃
 n∈N
 ( ⋃
 i∈Mn
 Bi)
 =⋃
 i∈MBi ∈ H′.
 Dermed er (i) bevist.
 (ii) og (iii). Bemærk, at hvisM ogM′ er forskellige delmængder afI , så gælder der, at⋃
 i∈M Bi 6=⋃
 i∈M′ Bi , eftersomBi ’erne er ikke-tomme og disjunkte. Det følger derfor fra (i),at card(H) =card(P(I)), og her er card(P(I)) = 2N, hvis card(I) = N ∈ N, mens card(P(I)) = card(R), hviscard(I) = card(N).
 (iv) Lad H′ betegne systemet på højresiden af (A.44). Ved at gå frem som ibeviset for (i)ovenfor er det ikke svært at vise, atH′ udgør enσ -algebra iX. Udover overvejelserne i bevisetfor (i) får man hertil brug for, at systemet af delmængderM af I , for hvilke M eller I \M ertællelig, udgør enσ -algebra iI (jvf. Eksempel 1.1.4). Vi overlader detaljerne til læseren! IdetBi ∈H′ for alle i, følger det derefter umiddelbart, atH ⊆H′. Den modsatte inklusion følger af,
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at⋃
 i∈M Bi ∈ H, hvis M er tællelig, mens(⋃
 i∈M Bi)c
 =⋃
 i∈I\M Bi ∈ H, hvis I \M er tællelig.�
 Lemma A.5.2 giver en konstruktiv beskrivelse af mængderne iσ -algebraen frembragt af enpartition af X. For et generelt system(Al )l∈L af delmængder afX bliver situationen merekompliceret, og, som vi nu skal se, så kan man kun i visse situationer beskrive elementernei σ({Al | l ∈ L}) konstruktivt. Startpunktet er at indføre en passende partition af X udfra degivne mængder(Al )l∈L.
 A.5.3 Lemma. Lad L være en tællelig mængde, og lad(Al )l∈L være en vilkårlig familie afdelmængder afX. For enhver delmængdeJ af L definerer vi (jvf.(A.42)):
 BJ =(
 ⋂
 l∈JAl
 )
 \(
 ⋃
 l∈L\JAl
 )
 =(
 ⋂
 l∈JAl
 )
 ∩(
 ⋂
 l∈L\JAc
 l
 )
 . (A.45)
 Da udgør familien(BJ)J∈P(L) en partition afX, og for hvertl i L gælder der, at
 Al =⋃
 J∈P(L)l∈J
 BJ. (A.46)
 Bevis.For at vise at(BJ)J∈P(L) udgør en partition afX, antages først, atJ ogJ′ er to forskelligedelmængder afL. Vi kan så yderligere antage, at der findes et elementl i L, således atl ∈ J ogl /∈ J′. Da følger det fra (A.45), atBJ ⊆ Al og BJ′ ⊆ Ac
 l , hvilket specielt viser, atBJ ∩BJ′ = /0.For dernæst at vise, at
 ⋃
 J∈P(L) BJ = X, betragter vi et vilkårligtx i X, og sætter
 J(x) = {l ∈ L | x∈ Al} ⊆ L.
 Det følger da umiddelbart fra (A.45), atx∈ BJ(x) ⊆⋃
 J∈P(L) BJ, som ønsket. Vi mangler at viseidentiteten (A.46): Forl i L finder vi, at
 Al = Al ∩(
 ⋃
 J∈P(L)BJ
 )
 =⋃
 J∈P(L)(Al ∩BJ) =
 ⋃
 J∈P(L)l∈J
 BJ,
 hvor vi til sidst benytter, atAl ∩BJ = /0, hvis l /∈ J, mensAl ∩BJ = BJ, hvis l ∈ J (jvf. (A.45)).Dermed er lemmaet vist. �
 A.5.4 Sætning.Lad L være en tællelig mængde, lad(Al)l∈L være en familie af delmængder afX, og sæt
 E = σ({Al | l ∈ L}
 ).
 Betragt endvidere mængderneBJ, J ∈ P(L), givet ved(A.45), og sæt
 P0(L) = {J ∈ P(L) | BJ 6= /0}, og H = σ({BJ | J ∈ P0(L)}
 ).
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(i) Hvis P0(L) er en tællelig mængde, så gælder der, at
 E = H ={ ⋃
 J∈MBJ
 ∣∣ M ⊆ P0(L)
 },
 og at
 card(E) =
 {
 2N, hviscard(P0(L)) = N ∈ Ncard(R), hvisP0(L) ≃ N.
 (ii) Hvis P0(L) er overtællelig, da gælder der, at
 H ={ ⋃
 J∈MBJ
 ∣∣ M ⊆ P0(L), og entenM ellerP0(L)\M er tællelig
 }⊆ E. (A.47)
 Specielt erE ligeledes overtællelig.
 Bevis.(i) Antag, atP0(L) er tællelig. Det er nok at vise, atE = H, idet de resterende påstandealle fremgår af beskrivelsen afH, der opnås ved at benytte (i)-(iii) i Lemma A.5.2 på partitionen(BJ)J∈P0(L) af X (jvf. Lemma A.5.3). DaL er tællelig, følger det umiddelbart fra (A.45), atBJ ∈ E for alle delmængderJ af L, og dermed atH ⊆ E. Omvendt viser (A.46), atAl ∈ H foralle l i L, daP0(J) er tællelig, og dette medfører, atE ⊆ H.
 (ii) Antag, at P0(L) er overtællelig. Den første identitet i (A.47) fås ved at benytte Lem-ma A.5.2(iv) på partitionen(BJ)J∈P0(L) af X. Specielt fremgår det, atH er overtællelig. Vimangler således blot at etablere inklusionenH ⊆ E, og som i beviset for (i) følger dette afformel (A.45), idetL er tællelig. �
 A.5.5 Korollar. LadX være en vilkårlig ikke-tom mængde, og ladE være enσ -algebra iX. DaindeholderE enten endeligt mange eller overtælleligt mange mængder. HvisE består af endeligtmange mængder, da er antallet af disse lig med2N for er passendeN i N.
 Bevis.Hvis E ikkeer tælleligt frembragt (jvf. Definition 1.1.8(b)), da indeholderE oplagt over-tælleligt mange mængder. Vi kan derfor antage, atE er frembragt af et system(Al)l∈L af del-mængder afX, hvor indexmængdenL er tællelig. Påstandene i korollaret følger da umiddelbartved anvendelse af Sætning A.5.4. �
 Det næste eksempel viser specielt, at inklusionen i SætningA.5.4(ii) meget vel kan være ægte.Dermed kan man altså i denne situation ikke generelt beskrive alle elementerne iE konstruktivtudfra mængderne i frembringersystemet(Al)l∈L (i hvert fald ikke via den ovenfor benyttedemetode).
 A.5.6 Eksempel.Vi erindrer fra Eksempel 1.2.4, at Borel-algebraenB(R) er frembragt af sy-stemet(Aq)q∈Q, hvorAq =(−∞,q] for alleq. For en vilkårlig delmængdeJ afQ bliver mængden
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BJ indført i (A.45) i dette tilfælde givet ved
 BJ =(
 ⋂
 q∈J(−∞,q]
 )
 \(
 ⋃
 q∈Q\J(−∞,q]
 )
 =
 {
 (−∞, inf(J)]\ (−∞,sup(Q\J)], hvis sup(Q\J) ∈ Q\J
 (−∞, inf(J)]\ (−∞,sup(Q\J)), hvis sup(Q\J) /∈ Q\J.
 (A.48)
 Bemærk her, at sup(Q\J)≥ inf(J), idetQ er tæt iR. På den anden side viser (A.48), atBJ = /0med mindre sup(Q \ J) ≤ inf(J). Sammenholdes disse overvejelser igen med (A.48) fremgårdet, atBJ = /0 med mindre sup(Q\ J) = inf(J) og sup(Q\ J) /∈ Q\ J, dvs. med mindreJ er påformen
 J = {q∈ Q | q≥ x}for et x i R. I dette tilfælde fremgår det endvidere fra (A.48), atBJ = {x}. MængdenP0(Q)fra Sætning A.5.4 er således overtællelig. Vi konkluderer yderligere, atσ -algebraenH fra Sæt-ning A.5.4 er givet ved:
 H = σ({{x} | x∈ R}
 )= {B⊆ R | B ellerR\B er tællelig},
 hvor det sidste lighedstegn følger af (A.47), men det blev også etableret i Eksempel 1.1.12.Specielt bemærker vi, at
 H $ B(R) = σ({(−∞,q] | q∈ Q}
 ),
 således at inklusionen i Sætning A.5.4(ii) er ægte. ⋄
 A.6 Borel-målelighed i generelle metriske rum
 I dette appendix skal vi kort behandle en del af resultaternefra Kapitel 1 for generelle metriskerum.
 Borel algebraen i et generelt metrisk rum
 A.6.1 Definition. Et metrisk rumer et par(S,ρ), hvor S er en ikke-tom mængde, ogρ er enmetrik påS, dvs. en afbildningρ : S×S→ [0,∞), som opfylder følgende betingelser for allex,y,z i S:
 (i) ρ(x,y) = 0 ⇐⇒ x = y,
 (ii) ρ(x,y) = ρ(y,x),
 (iii) ρ(x,z) ≤ ρ(x,y)+ρ(y,z).
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A.6.2 Eksempel.Som nævnt i Afsnit 1.2 kan vi udstyreRd som et metrisk rum vha. metrik-kerneρ2 og ρ∞ givet ved:
 ρ2((x1, . . . ,xd),(y1, . . . ,yd)) =( d
 ∑i=1
 (xi −yi)2)1/2
 ,
 ogρ∞((x1, . . . ,xd),(y1, . . . ,yd)) = max
 i=1,2,...,d|xi −yi |
 for (x1, . . . ,xd),(y1, . . . ,yd) i Rd. ⋄
 I det følgende skal vi betragte et generelt metrisk rum(S,ρ). Vi skal endvidere forx i Sog r i(0,∞) benytte notationen:
 b(x, r) = bρ(x, r) = {y∈ S| ρ(x,y) < r}for ρ-kuglen med centrumx og radiusr.
 A.6.3 Definition. En delmængdeG af Skaldes åben, hvis
 ∀x∈ G ∃r > 0: b(x, r) ⊆ G.
 Systemet af åbne delmængder afSbetegnes medG. En delmængdeF af Skaldes lukket, hvisFc er åben.
 Flere af beviserne i Kapitel 1 bygger på, atR indeholder en tællelig tæt mængde, nemlig mæng-denQ af alle rationale tal. Metriske rum med denne egenskab kaldes separable.
 A.6.4 Definition. Et metrisk rum(S,ρ) kaldesseparabelt, hvis der findes en tællelig delmæng-deT af S, som er tæt iS, i den forstand at
 ∀x∈ S∀ε > 0 ∃t ∈ T : ρ(x, t) ≤ ε.
 For separable metriske rum gælder følgende analog til Lemma1.2.3:
 A.6.5 Lemma. Betragt et separabelt metrisk rum(S,ρ), og ladT være en tællelig tæt del-mængde afS. Lad videreG være en åben ikke-tom delmængde afS, og skriv
 T ∩G = {xn | n∈ I}, hvor I ⊆ N.
 Da findes en familie(rn)n∈I af positive, rationale tal, således at
 G =⋃
 n∈Ib(xn, rn).
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Bevis.Præcis som beviset for Lemma 1.2.3. �
 A.6.6 Definition. Borel-algebraeni Serσ -algebraenB(S) i S frembragt af systemetG af åbnemængder, dvs.
 B(S) = σ(G).
 For separable metriske rum gælder følgende generaliseringaf Sætning 1.2.2:
 A.6.7 Sætning.Lad (S,ρ) være et separabelt metrisk rum, og ladT være en tællelig tæt del-mængde afS. Da gælder der, at
 B(S) = σ({b(x, r) | x∈ S, r > 0}
 )= σ
 ({b(x, r) | x∈ T, r ∈ (0,∞)∩Q}
 ).
 Specielt fremgår det, atB(S) er tælleligt frembragt.
 Bevis.Idet b(x, r) ∈ G for allex i Sog r > 0, følger det umiddelbart, at
 σ({b(x, r) | x∈ S, r < 0}
 )⊆ B(S).
 Omvendt viser Lemma A.6.5, at
 G⊆σ({b(x, r) | x∈T, r ∈ (0,∞)∩Q}
 ), og dermedB(S)⊆σ
 ({b(x, r) | x∈T, r ∈ (0,∞)∩Q}
 ),
 og heraf følger sætningen umiddelbart. �
 Kontinuitet vs. Borel-målelighed
 I det følgende betragtes to metriske rum(S1,ρ1) og (S2,ρ2). Vi skal ligeledes betragteS1 ogS2som målelige rum ved at udstyre dem med Borel-algebraerne hhv. B(S1) ogB(S2).
 A.6.8 Definition. En afbildning f : S1 → S2 siges at værekontinuert i et punkt xfra S1, hvisden opfylder, at
 ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x′ ∈ S1 : ρ1(x,x′) < δ =⇒ ρ2( f (x), f (x′)) < ε. (A.49)
 Afbildningen f siges at værekontinuert, hvis den er kontinuert i ethvert punktx af S1.
 Vi bemærker, at betingelsen (A.49) kan udtrykkes i termer aforiginalmængder som følger:
 ∀ε > 0 ∃δ > 0: bρ1(x,δ ) ⊆ f−1(bρ2( f (x),ε)). (A.50)
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A.6.9 Sætning.En afbildning f : S1 → S2 er kontinuert, hvis og kun hvis der for enhver del-mængdeG af S2 gælder, at
 G åben iS2 =⇒ f−1(G) åben iS1.
 Bevis.Ganske som beviset for Lemma 1.4.7. �
 A.6.10 Sætning.Enhver kontinuert funktionf : S1 → S2 erB(S1)-B(S2)-målelig.
 Bevis. Antag, at f : S1 → S2 er kontinuert. Da systemet af åbne mængder iS2 frembringerB(S2), er det ifølge Sætning 1.4.6(iv) nok at vise, at
 f−1(G) ∈ B(S1) for alle åbne mængderG i S2.
 Men hvisG er en åben delmængde afS2, så er f−1(G) en åben delmængde afS1 ifølge Sæt-ning A.6.9, og specielt erf−1(G) således en Borel-mængde. �
 Som det sikkert er bekendt fra tidligere kurser, så er det nyttigt at kunne udtrykke kontinuitet itermer af konvergente punktfølger. En følge(xn) af punkter fraS1 siges at konvergere mod etpunktx fra S1, hvisρ1(xn,x) → 0 for n→ ∞. I bekræftende fald skrives:xn → x for n→ ∞.
 A.6.11 Lemma. En afbildning f : S1 → S2 er kontinuert i et punktx fra S1, hvis og kun hvisder for enhver følge(xn) af punkter iS1 gælder implikationen:
 xn → x for n→ ∞ =⇒ f (xn) → f (x) for n→ ∞. (A.51)
 Bevis.Antag først, atf : S1 → S2 er kontinuert i punktetx fra S1, og lad(xn) være en følge afpunkter iS1, således atxn → x for n → ∞. Lad endvidere et positivtε være givet. I henholdtil (A.50) kan vi da vælge et positivtδ , således atf (x′) ∈ bρ2( f (x),ε) for alle x′ i bρ1(x,δ ).Vi kan derefter vælge etN i N, således atxn ∈ bρ1(x,δ ), nårn ≥ N. Hvis n ≥ N, gælder dersåledes, atf (xn) ∈ bρ2( f (x),ε), dvs. atρ2( f (xn), f (x)) < ε. Da ε var vilkårligt, viser dette, atf (xn) → f (x) for n→ ∞, som ønsket.
 Den modsatte implikation vises ved kontraposition: Antag,at f ikkeer kontinuert ix, altså (jvf.(A.49)) at
 ∃ε > 0 ∀δ > 0 ∃x′ ∈ S1 : ρ1(x,x′) < δ , og ρ2( f (x), f (x′)) ≥ ε.
 For hvertn i N kan vi benytte denne betingelse medδ = 1n, og vi kan dermed for et passende
 positivtε udvælge en følge(xn) af punkter fraS1, således at der for hvertn i N gælder, at
 ρ1(xn,x) < 1n, og ρ2( f (xn), f (x)) ≥ ε.
 Så gælder der oplagt, atxn → x for n→ ∞, men det er også klart, atf (xn) ikkekonvergerer modf (x). Derfor er betingelsen (A.51) ikke opfyldt. �
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Produktmetrikker og Borel-algebra i produktrum
 Hvis (S,ρ) er et metrisk rum, ogd ∈ N, kan vi udstyre produktrummetSd med forskelligemetrikker dannet ud fraρ :
 ρ1((x1, . . . ,xd),(y1, . . . ,yd)) =d
 ∑i=1
 ρ(xi ,yi)
 ρ2((x1, . . . ,xd),(y1, . . . ,yd)) =( d
 ∑i=1
 ρ(xi ,yi)2)1/2
 ρ∞((x1, . . . ,xd),(y1, . . . ,yd)) = maxi=1,...,d
 ρ(xi,yi),
 for x = (x1, . . . ,xd) og y = (y1, . . . ,yd) fra Sd. Det er ikke svært at se, atρ1,ρ2 og ρ∞ faktisk érmetrikker påSd, og de er alle eksempler på såkaldte produktmetrikker.
 A.6.12 Definition. Lad (S,ρ) være et metrisk rum, og betragt produktrummetSd. En metrikηpåSd kaldes da for enproduktmetrik, hvis der for enhver følge(x(n))n∈N = ((x(n)
 1 , . . . ,x(n)d ))n∈N
 af punkter fraSd og ethvert punktx = (x1, . . . ,xd) fra Sd gælder, at
 η(x(n),x) −→n→∞
 0 ⇐⇒ ∀i ∈ {1,2, . . . ,d} : ρ(x(n)i ,xi) −→
 n→∞0. (A.52)
 Hvis η og η ′ er to produktmetrikker påSd, så følger det umiddelbart fra (A.52), at der forenhver følge(x(n)) af punkter iSd og ethvert punktx i Sd gælder, at
 x(n) → x for n→ ∞ i (Sd,η) ⇐⇒ x(n) → x for n→ ∞ i (Sd,η ′).
 Ved at kombinere dette med Lemma A.6.11, fremgår det specielt, at identitets-afbildningen,x 7→x, er kontinuert fra(Sd,η) til (Sd,η ′) og omvendt. Sammenholdt med Sætning A.6.9 udtrykkerdette præcis, at en delmængdeG af Sd er åben mht.η, hvis og kun hvis den er åben mht.η ′. Lader vi G(η) og G(η ′) betegne systemerne af åbne mængder iSd mht. hhv.η og η ′,har vi altså, atG(η) = G(η ′), og dette udtrykkes ved at sige, atη og η ′ er ækvivalente. Alleproduktmetrikker påSd er således ækvivalente, og dette retfærdiggør følgende definition:
 A.6.13 Definition. Lad (S,ρ) være et metrisk rum, og betragt produktrummetSd. Borel-algebraenB(Sd) i Sd defineres da ved ligningen:
 B(Sd) = σ(G(η)),
 hvor η er en produktmetrik påSd (f.eks.ρ1,ρ2 eller ρ∞), og G(η) betegner systemet af åbnedelmængder afSd med hensyn tilη.
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Vi kan alternativt udstyreSd med produkt-σ -algebraenB(S)⊗n introduceret i Afsnit 4.2. Det erså naturligt at spørge til forholdet mellemB(Sd) ogB(S)⊗d. Nedenstående resultat generalisererKorollar 4.2.6(i).
 A.6.14 Sætning.Lad (S,ρ) være et metrisk rum, og betragt produktrummetSd og herpå de toσ -algebraerB(Sd) ogB(S)⊗d. Da gælder der, at
 (i) B(S)⊗d ⊆ B(Sd).
 (ii) B(S)⊗d = B(Sd), hvis(S,ρ) er et separabelt metrisk rum.
 Bevis.(i) Hvis G1, . . . ,Gd er åbne delmængder afSmed hensyn tilρ , så ses det let, at mængdenG1×·· ·×Gd er åben iSd med hensyn til f.eks.ρ∞. DaB(S) er frembragt af de åbne delmængderaf S, følger det nu ved anvendelse af Sætning 4.2.4, at
 B(S)⊗d = σ({G1×·· ·×Gd | G1, . . . ,Gd åbne iS}
 )⊆ σ(G(ρ∞)) = B(Sd).
 (ii) Antag, at(S,ρ) er separabelt. Så er(Sd,ρ∞) ligeledes separabelt (overvej!), og ifølge Sæt-ning A.6.7 gælder der således, at
 B(Sd) = σ({bρ∞(x, r) | x∈ Sd, r > 0}
 ).
 Bemærk her forx = (x1, . . . ,xd) i Sd, at
 bρ∞(x, r) = bρ(x1, r)×·· ·×bρ(xd, r),
 og derfor følger det umiddelbart, at
 B(Sd) = σ({bρ∞(x, r) | x∈ Sd, r > 0}
 )⊆ σ
 ({A1×·· ·×Ad | A1, . . . ,Ad ∈ B(S)}
 )= B(S)⊗d,
 som sammen med (i) giver det ønskede. �
 A.7 Translationsinvariante mål i Rd
 For enhver vektora i Rd betragter vi afbildningenτa : Rd → Rd givet ved
 τa(x) = x+a, (x∈ Rd). (A.53)
 Denne afbildning betegnes som “translation meda”. Det ses umiddelbart, atτa er kontinuertmed kontinuert invers
 τ−1a = τ−a.
 A.7.1 Definition. Et målµ på(Rd,B(Rd)) siges at væretranslationsinvariant, hvis der for allea i Rd gælder, at
 µ ◦ τ−1a = µ,
 hvor µ ◦ τ−1a som bekendt betegner transformationen afµ underτa.
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A.7.2 Bemærkninger. (1) Vi har set i Eksempel 5.1.3, at Lebesgue-måletλd er translations-invariant for alled i N.
 (2) Ladµ være et mål på(Rd,B(Rd)) oga et element iRd. For enhver mængdeB fra B(Rd)har vi da, at
 µ ◦ τ−1a (B) = µ(τ−1
 a (B)) = µ(τ−a(B)) = µ(B−a),
 hvorB−a = {x−a | x∈ B}.
 At µ er translationsinvariant kommer således ud på, at
 µ(B+a) = µ(B) for allea i Rd ogB i B(Rd).
 (3) Ladµ være et translationsinvariant mål på(Rd,B(Rd)). For enhver funktionf fraM(B(Rd))+
 og ethverta fra Rd gælder der da ifølge Sætning 5.1.4, at∫
 Rdf (x+a)µ(dx) =
 ∫
 Rdf ◦ τa(x)µ(dx)
 =∫
 Rdf (x) [µ ◦ τ−1
 a ](dx) =∫
 Rdf (x)µ(dx).
 (A.54)
 For en målelig funktionf : Rd → R og a i Rd har vi dermed, at
 f ◦ τa ∈ L(µ) ⇐⇒ f ∈ L(µ),
 og Sætning 5.1.4 giver videre, at (A.54) også gælder for generelle f fra L(µ). �
 A.7.3 Lemma. Lad µ ogν være toσ -endelige mål på(Rd,B(Rd)), og antag, atµ ogν beggeer translationsinvariante. For vilkårligef ,g fra M(B(Rd))+ gælder der da, at
 ∫
 Rdf (x)µ(dx)
 ∫
 Rdg(y)ν(dy) =
 ∫
 Rdg(−x)µ(dx)
 ∫
 Rdf (y)ν(dy).
 Bevis.Ved anvendelse af resultaterne fra Afsnit 4.1 ses det let, atfunktionen
 (x,y) 7→ g(y) f (x+y) : Rd×Rd → [0,∞],
 er B(R2d)-målelig (overvej!). Ved anvendelse af Tonellis Sætning ogBemærkning A.7.2(3)finder vi derpå, at
 ∫
 R2dg(y) f (x+y)(µ ⊗ν)(dx,dy) =
 ∫
 Rdg(y)
 (∫
 Rdf (x+y)µ(dx)
 )
 ν(dy)
 =∫
 Rdg(y)
 (∫
 Rdf (x)µ(dx)
 )
 ν(dy)
 =
 ∫
 Rdf (x)µ(dx)
 ∫
 Rdg(y)ν(dy).
 (A.55)
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Hvis vi stedet integrerer i den modsatte rækkefølge, så giver Tonellis Sætning og Bemærk-ning A.7.2(3), at
 ∫
 R2dg(y) f (x+y)(µ ⊗ν)(dx,dy) =
 ∫
 Rd
 (∫
 Rdg(y) f (x+y)ν(dy)
 )
 µ(dx)
 =
 ∫
 Rd
 (∫
 Rdg((x+y)−x) f (x+y)ν(dy)
 )
 µ(dx)
 =∫
 Rd
 (∫
 Rdg((y−x) f (y)ν(dy)
 )
 µ(dx)
 =∫
 Rdf (y)
 (∫
 Rdg(y−x)µ(dx)
 )
 ν(dy)
 =
 ∫
 Rdf (y)
 (∫
 Rdg(−x)µ(dx)
 )
 ν(dy)
 =∫
 Rdg(−x)µ(dx)
 ∫
 Rdf (y)ν(dy),
 og sammenholdes med (A.55), fremgår den ønskede formel.�
 A.7.4 Sætning.Lad µ være etσ -endeligt mål på(Rd,B(Rd)), og antag, atµ er translations-invariant. Så findes en konstantc i [0,∞), således atµ = cλd.
 Bevis.LadB være en vilkårlig Borel-mængde iRd. Vi benytter Lemma A.7.3 i tilfældetν = λd,g = 1[− 1
 2 , 12 ]d og f = 1B. Det følger så, at
 ∫
 Rd1B(x)µ(dx)
 ∫
 Rd1[− 1
 2 , 12 ]d(y)λd(dy) =
 ∫
 Rd1[− 1
 2 , 12 ]d(−x)µ(dx)
 ∫
 Rd1B(y)λd(dy)
 =∫
 Rd1[− 1
 2 , 12 ]d(x)µ(dx)
 ∫
 Rd1B(y)λd(dy),
 og dermed atµ(B) = µ(B)λd
 ([−1
 2, 12]d
 )= µ
 ([−1
 2, 12]d
 )λd(B).
 Hvis vi sætterc = µ
 ([−1
 2, 12]d
 ),
 har vi altså vist, atµ = cλd. Da µ er σ -endeligt, medfører dette specielt, atc < ∞, idet målet∞ ·λd ikkeer σ -endeligt (overvej!). �
 Det næste resultat viser specielt, at det ikke er muligt at definere et naturligt længdebegreb påhele potensmængdenP(R).
 A.7.5 Sætning. (Vitalis Sætning.)Der findes ikke noget translationsinvariant målµ på(R,P(R)), som opfylder, at
 0 < µ([0,1]) < ∞.
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Bevis.Vi indfører en relation∼ blandt tallene i[0,1] ved:
 x∼ y ⇐⇒ x−y∈ Q, (x,y∈ [0,1]).
 Det er let at se, at∼ er en ækvivalensrelation på[0,1]. For hvertx i [0,1] lader vi [x] betegne∼-ækvivalensklassen forx, altså
 [x] = {y∈ [0,1] | y−x∈ Q} = {y∈ R | y−x∈ Q}∩ [0,1] = (x+Q)∩ [0,1].
 Vi benytter nuudvalgsaksiomettil at udvælge en repræsentant for hver∼-ækvivalensklasse:Ifølge udvalgsaksiomet findes der en afbildningu: P(R)\{ /0}→ R, der opfylder, at
 u(M) ∈ M for alle mængderM fra P(R)\{ /0}.
 Vi betragter så mængdenA := {u([x]) | x∈ [0,1]} ⊆ [0,1],
 som præcis indeholder ét element fra hver∼-ækvivalensklasse. Vi bemærker, atA har følgendeegenskaber:
 (a)⋃
 q∈Q∩[0,1](A+q) ⊆ [0,2].
 (b) [0,1]⊆ ⋃
 q∈Q(A+q).
 (c) MængderneA+q, q∈ Q, er parvis disjunkte.
 For hvertq i [0,1] gælder der nemlig, at
 A+q⊆ [0,1]+q⊆ [0,2],
 hvilket viser (a). For at vise (b) betragter vi et vilkårligttal t fra [0,1], og sætter såx= u([t])∈A.Så gælder der, att−x = q0 for et passendeq0 i Q, og det følger dermed, at
 t = x+q0 ∈ A+q0 ⊆⋃
 q∈Q(A+q).
 Med hensyn til (c) betragter vi to elementerq,q′ fra Q, således at
 (A+q)∩ (A+q′) 6= /0.
 Vi kan så vælgex,x′ fra A, således atx+q = x′ +q′, og dermed følger det, at
 x−x′ = q′−q∈ Q, dvs. x∼ x′.
 Men dax,x′ ∈ A, ogA præcis indeholder ét element fra hver∼-ækvivalensklasse, kan vi herafslutte, atx = x′, og dermed atq = q′, som ønsket.
 Antag nu, at der findes et translationsinvariant målµ på (R,P(R)), der opfylder, atα :=µ([0,1]) ∈ (0,∞). Vi bemærker så, at
 µ([0,2]) ≤ µ([0,1])+ µ([1,2]) = µ([0,1])+ µ([0,1]+1) = 2α.
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Sammenholdes dette med (a) og (c), følger det, at
 2α ≥ µ([0,2]) ≥ µ(
 ⋃
 q∈Q∩[0,1](A+q)
 )
 = ∑q∈Q∩[0,1]
 µ(A+q) = ∑q∈Q∩[0,1]
 µ(A) = ∞ ·µ(A),
 og daα < ∞, medfører dette, atµ(A) = 0. Men så viser (b) og (c), at
 α = µ([0,1]) ≤ µ(
 ⋃
 q∈Q(A+q)
 )
 = ∑q∈Q
 µ(A+q) = ∑q∈Q
 µ(A) = 0,
 hvilket er en modstrid. Dermed er sætningen vist. �
 A.7.6 Korollar. Der findes delmængder afR, som ikke er Borel-mængder.
 Bevis.Vi ved, at Lebesgue-måletλ er et translationsinvariant mål på(R,B(R)), som opfylderat λ ([0,1]) = 1∈ (0,∞). Ifølge Vitalis Sætning må der derfor nødvendigvis gælde, at B(R) $P(R). �
 A.7.7 Bemærkninger. (1) Det følger faktisk fra beviset for Sætning A.7.5, at mængdenAkonstrueret i dette bevis (vha. udvalgsaksiomet) ikke kan være en Borel-mængde. Forhvis A var en Borel-mængde, så kunne den sidste del af beviset gennemføres indenforB(R) og medµ = λ .
 (2) Som konsekvens af Sætning A.7.5 kan vi også notere, at derf.eks. ikke findes et naturligtarealbegreb på heleP(R2). For hvisν bare er et translationsinvariant mål på(R2,P(R2)),som opfylder, atν([0,1]× [0,1])∈ (0,∞), da vil formlen17
 µ(B) = ν(p−1
 1 (B)∩ (R× [0,1])), (B∈ P(R)),
 definere et translationsinvariant mål på(R,P(R)), som opfylder, at
 µ([0,1]) = ν([0,1]× [0,1])∈ (0,∞). �
 A.8 Affine, bijektive transformationer af Lebesgue-målet
 En affin transformationaf Rd er en afbildningψ : Rd → Rd på formen
 ψ(x) = Ax+b, (x∈ Rd), (A.56)
 hvorA er end×d matrix (med reelle koefficienter), ogb∈ Rd. Bemærk, atψ er kontinuert ogdermed specielt Borel-målelig. Bemærk endvidere, atψ er bijektiv, netop nårA er invertibel.I dette tilfælde bliver den inverse afbildningψ−1 : Rd → Rd igen en affin transformation givetved
 ψ−1(x) = A−1x−A−1b, (x∈ Rd).
 17Her betegnerp1 som i Afsnit 4.1 projektionenp1 : (x,y) 7→ x: R2 → R.
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Specielt erψ−1 igen Borel-målelig.
 Vi skal i dette appendix studere transformationer af Lebesgue-måletλd med bijektive affineafbildninger. Vi starter dog med det tilsvarende spørgsmålfor lineære transformationer.
 A.8.1 Sætning.Lad ϕ : Rd → Rd være en bijektivlineærafbildning, dvs.
 ϕ(x) = Ax, (x∈ Rd),
 for en passende invertibeld×d matrixA.
 (i) Der findes en konstantcϕ i (0,∞), således atλd ◦ϕ−1 = cϕ λd.
 (ii) Hvis A er en ortogonal matrix, gælder der, atcϕ = 1. Dermed erλd altså invariant underortogonale transformationer.
 I forbindelse med (ii) i Sætning A.8.1 minder vi om, at end×d-matrix A (med reelle koef-ficienter) kaldesortogonal, hvis AtA = 111d = AAt , hvor 111d betegnerd×d enheds-matricen. Viminder også om, at det sædvanlige indre produkt〈·, ·〉 påRd er givet ved
 〈x,y〉 = x1y1+ · · ·+xdyd, (x = (x1, . . . ,xd), y = (y1, . . . ,yd) ∈ Rd),
 at den tilhørende norm påRd er givet ved
 ‖x‖2 =√
 〈x,x〉 =√
 x21+ · · ·+x2
 d, (x = (x1, . . . ,xd) ∈ Rd),
 og at der for enhverd×d matrixA og allex,y i Rd gælder identiteten:
 〈Atx,y〉 = 〈x,Ay〉.
 Bevis for Sætning A.8.1. (i) Bemærk først, at muligheden,cϕ = 0, er udelukket, eftersomλd(ϕ−1(Rd)) = λd(Rd) = ∞. Ifølge Sætning A.7.4 er det derfor nok at vise følgende to udsagn:
 (a) λd ◦ϕ−1 er σ -endeligt.
 (b) λd ◦ϕ−1 er translationsinvariant.
 Ad (a) Vi kan vælge en følge(Kn) af mængder fraB(Rd), således at⋃
 n∈N Kn = Rd, og såλd(Kn) < ∞ for alle n. Bemærk så, at billedmængderneϕ(Kn) igen er Borel-mængder,idetϕ(Kn) = (ϕ−1)−1(Kn) for allen, hvorϕ−1 er Borel-målelig. Vi noterer endvidere, at
 ⋃
 n∈Nϕ(Kn) = ϕ(Rd) = Rd,
 idetϕ er bijektiv. For hvertn i N bemærker vi endelig, at
 λd ◦ϕ−1(ϕ(Kn))
 = λd(Kn) < ∞,
 og ialt følger det således, atλd ◦ϕ−1 er σ -endeligt.
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Ad (b) Bemærk først, atϕ−1 igen er en lineær transformation (svarende til matricenA−1). Forai Rd ogB i B(Rd) finder vi så, at
 λd ◦ϕ−1(B+a) = λd(ϕ−1(B)+ϕ−1(a))
 = λd(ϕ−1(B)
 )= λd ◦ϕ−1(B),
 hvor vi i andet lighedstegn har benyttet, atλd er translationsinvariant.
 Dermed er (i) bevist.
 (ii) Antag, atA er en ortogonal matrix, og bemærk så, at der for ethvertx i Rd gælder, at
 ‖ϕ(x)‖22 = ‖Ax‖2
 2 = 〈Ax,Ax〉 = 〈AtAx,x〉 = 〈x,x〉 = ‖x‖22.
 Dette medfører specielt, atϕ−1(b2(0,1)) = b2(0,1), (A.57)
 hvorb2(0,1) som i Kapitel 1 betegner enhedskuglen iRd: b2(0,1) = {x∈ Rd | ‖x‖2 < 1}. Vedanvendelse af (A.57) følger det nu, at
 cϕ λd(b2(0,1)
 )= λd ◦ϕ−1(b2(0,1)) = λd
 (b2(0,1)
 ),
 og daλd(b2(0,1)) ∈ (0,∞), kan vi heraf slutte, atcϕ = 1, som ønsket. �
 A.8.2 Korollar. Ladψ være en bijektiv affin transformation afRd givet ved(A.56) for end×dmatrixA og en vektorb i Rd. Da findes en konstantcψ i (0,∞), således atλd ◦ψ−1 = cψλd, oghvisA er ortogonal, gælder der, atcψ = 1.
 Bevis.Lad ϕ være den lineære transformation afRd givet ved:
 ϕ(x) = Ax, (x∈ Rd),
 og bemærk, atψ = τb ◦ ϕ (jvf. (A.53)). For enhver Borel-mængdeB i Rd finder vi så vedanvendelse af Sætning A.8.1(i), at
 λd ◦ψ−1(B) = λd ◦ϕ−1(τ−1b (B)
 )= cϕλd
 (τ−1
 b (B))
 = cϕ λd(B),
 hvor vi til sidst benytter translationsinvariansen afλd. Dermed følger første påstand i korollaretmed cψ = cϕ , og den anden påstand følger derefter af, atcϕ = 1, hvis A er ortogonal (jvf.Sætning A.8.1(ii)). �
 A.8.3 Bemærkninger. (1) Ladυ være en vinkel i(−π,π]. Rotationen iR2 med vinklenυer den lineære transformationRυ : R2 → R2 givet ved:
 Rυ(x) =
 (cos(υ) −sin(υ)sin(υ) cos(υ)
 )(x1
 x2
 )
 , (x = (x1,x2) ∈ R2).
 Idet matricen forRυ specielt er en ortogonal matrix, fortæller Sætning A.8.1(ii) i særde-leshed, at Lebesgue-måletλ2 er invariant under rotationer iR2.
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(2) LadA være en invertibeld×d matrix, ladb være en vektor iRd, og betragt den tilsvaren-de affine afbildningψ : Rd → Rd, givet ved (A.56). Man kan da generelt vise (se f.eks.Sætning 5.18 i [BM]), at konstantencψ fra Korollar A.8.2 er givet vedcψ = 1/|det(A)|.For en vilkårlig funktionf : Rd → R fra L(λd) følger det således ved anvendelse af Sæt-ning 5.1.4, at
 ∫
 Rdf (ψ(x))λd(dx) =
 ∫
 Rdf (y)λd ◦ψ−1(dy) =
 ∫
 Rdf (y) 1
 |det(A)| λd(dy),
 eller ækvivalent, at∫
 Rdf (ψ(x))|det(A)|λd(dx) =
 ∫
 Rdf (y)λd(dy). (A.58)
 Formlen (A.58) er et specialtilfælde af den vigtigeIntegral-transformations-formel forLebesgue-mål, som vi skal studere nærmere i de efterfølgende kurser.
 (3) En afbildningψ : Rd → Rd kaldes en isometri, hvis
 ‖ψ(x)−ψ(y)‖2 = ‖x−y‖2, (x,y∈ Rd).
 Man kan vise (se f.eks. [Be, Sætning 3.11]), at enhver isometri ψ : Rd → Rd kan frem-stilles (entydigt) på formen:
 ψ(x) = Ax+b, (x∈ Rd), (A.59)
 hvor A er en ortogonald×d matrix ogb∈ Rd. Dermed viser Korollar A.8.2 specielt, atλd er invariant under enhver isometri afRd. �
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