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Teoría de la relatividad:
 Los diagramas espacio-tiempode Minkowski
 En un inicio, la Teoría Especial de la Relatividad, fue enunciada por Einstein como una teoría puramente algebráica, sin ningún tipo de geometría como marco de referencia. Fue Hermann Minkowski quien la convirtió en una teoría geométrica, unificando así dos conceptos que en la mecánica clásica habían sido considerados completamente independientes y separados el uno del otro: el espacio y el tiempo.
 Gracias a Minkowski, el espacio y el tiempo fueron unificados en un único concepto, básico e indivisible, actualmente conocido con el término de espaciotiempo (lo llamaremos espacio-tiempo, a sabiendas que ambos conceptos se han fusionado en uno solo), de modo tal que no era posible hablar ya del espacio como entidad individual y del tiempo como entidad individual aparte, separados el uno del otro.
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Para comenzar, realizaremos una sencilla gráfica con elementos básicos, considerando hipotéticamente una velocidad de la luz de c = 1 metro por segundo.El diagrama espacio-tiempo, para un rayo de luz, es el siguiente:
 ct
 x
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Sobre el mismo diagrama, la especificación de la coordenada x de una partícula material que nos indica la posición en la cual se encuentra la partícula y del tiempo t al que corresponde esta coordenada, determina un evento o un suceso. Si representamos la posición x en el eje de las abcisas (eje horizontal) y el tiempo t en las ordenadas (eje vertical), cada punto del plano x - t corresponde a un posible evento.
 En un diagrama así, podemos representar dos eventos distintos vistos por un mismo observador, trátese de dos eventos distintos que ocurren en el mismo lugar en tiempos diferentes, dos eventos distintos que ocurren al mismo tiempo en distintos lugares, o dos eventos distintos que ocurren en tiempos diferentes en lugares diferentes, como es el siguiente caso:
 Δ x
 c Δ t
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El lugar en un plano x-t de los eventos que representan los pares de coordenadas de una partícula en varios instantes, se conoce en los estudios de la relatividad como línea del mundo (world line) y también como línea del universo. En la Teoría Especial de la Relatividad, la línea del mundo es siempre una línea recta como la línea azul que tenemos en el diagrama anterior, porque la partícula material viaja siempre en movimiento rectilíneo en una misma dirección, recorriendo distancias iguales en tiempos iguales.
 • Si en el instante t1 la coordenada de una partícula móvil es x1, entonces las magnitudes x1 y t1 determinan el evento E1.• Análogamente, x2 y t2 determinan el evento E2.• Los eventos para un mismo y único observador están separados en el espacio por una distancia Δx = x2 - x1 y en el tiempo por una distancia Δt = t2 - t1.
 En los estudios sobre la relatividad, no se acostumbra revolver términos, es decir, no se acostumbra revolver metros con segundos al medir sobre coordenadas rectangulares. Para que en un diagrama espacio-tiempo tanto el eje horizontal como el eje vertical usen el mismo tipo de unidades, se acostumbra multiplicar el tiempo en el eje vertical que corresponde al tiempo por la constante universal absoluta que es la velocidad de la luz c, ya que con ello c t se convierte en una distancia que está medida en metros, no en segundos. De este modo, no mezclamos peras con manzanas, al medir tanto en el eje vertical como en el eje horizontal lo estamos haciendo en metros. En todos los diagramas espacio-tiempo que usaremos aquí, la ordenada vertical estará en dimensiones de metros, o sea multiplicada por c, representado en la ordenada vertical como ct. Aunque aparezca t en lugar de ct, se sobreentenderá que siempre nos estamos refiriendo a ct. Además, para fines de simplificación, le seguiremos dando a c el valor de 1 metro por segundo. Sin embargo, para fines de cálculo numérico, estamos en libertad de regresar a las mediciones en segundos sobre el eje vertical.
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En la gráfica, tenemos representados dos eventos distintos, uno ocurriendo en la posición x1 en un tiempo representado en la posición ct1, y el otro evento ocurriendo en la posición x2 en un tiempo representado en la posición ct2. Poniendo números y usando una velocidad de la luz igual a c = 1 metro/segundo, las coordenadas respectivas de cada evento y la distancia entre ambos eventos es:
 x1 = 1 metro
 x2 = 2 metros
 ct1 = 1 metro
 ct2 = 3 metros
 Δx = x2 - x1 = 2 m. - 1 m. = 1 m.
 cΔt = ct2 - ct1 = 3 m. - 1 m. = 2 m.
 Δ x
 c Δ t
 ct1
 ct2
 x2x1
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1).- Supondremos que la velocidad de la luz tiene un valor de c = 1 m/s (metros por segundo). Primero trazamos dos coordenadas perpendiculares que representan el diagrama espacio-tiempo de un observador al cual llamaremos O y que se considera a sí mismo en estado de reposo en su marco de referencia S, con la coordenada horizontal asignada a la representación de la posición de un objeto en el eje-x y con la coordenada vertical asignada a la representación del tiempo en el cual el objeto está en cierta posición:
 t
 x
 Procedimiento para construír un diagrama espacio-tiempo
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2).- El diagrama espacio-tiempo más elemental que combina a dos observadores es el diagrama trivial en el cual ambos observadores está reposo, el uno frente al otro, en el mismo lugar (x = x’) y tienen sus relojes sincronizados al mismo tiempo (t = t’) , lo que permite que los orígenes de ambos sistemas de referencia S y S’ coincidan en un mismo punto:
 ct’
 x’
 ct
 x
 En forma similar a como sucede para el observador O, el eje ct’ es el lugar de los puntos tales que los eventos que ocurren a lo largo de dicho eje ocurren en el mismo lugar x’ = 0 pero en tiempos distintos para un observador O.
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3).- Para trazar un diagrama espacio-tiempo combinado juntando a dos observadores diferentes que están en movimiento relativo el uno con respecto al otro a una velocidad V, trazamos primero el eje-t’ del marco de referencia S’ sobre el diagrama espacio-tiempo del observador en reposo, usando para ello la velocidad relativa entre ambos observadores. No es necesario que los orígenes de los diagramas espacio-tiempo del observador O y del observador O’ coincidan, esto es mera cuestión de conveniencia. Construiremos un diagrama en el que ambos orígenes coinciden.
 t
 x
 T
 x = vT
 t’
 Suponiendo que la velocidad relativa entre ambos marcos de referencia es de v = 0.4c (o.4 metros/segundo) entonces para moverse una distancia x = 1 metro el observador O’ debe de haberse movido en un tiempot = x/v = 2.5 segundos con respecto al origen, y para moverse una distancia x = 2 metros el observador O’ debe de haberse movido en un tiempo t = x/v = 5 segundos. Todos estos puntos están conectados con una línea recta, la cual trazamos sobre el diagrama.
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Esta recta corresponde al tiempo t’ del marco de referencia S’. Obsérvese que entre menor sea la velocidad relativa V , más y más cercana estará la línea que hemos trazado a la vertical que corresponde a t, hasta que ambas llegan a coincidir, cuando la velocidad relativa entre los dos observadores es cero.Para mayor simplicidad, prescindiremos de las graduaciones que hemos puesto en las coordenadas de ambos ejes del observador O:
 ct’ct
 x
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4).- A continuación, trazamos sobre el diagrama espacio-tiempo la ruta que corresponde a la trayectoria de un rayo de luz con una velocidad c = 1 m/s:
 ct’ct
 x
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5).- Ahora trazamos la coordenada de x’ superimponiéndola en el mismo diagrama. Para poder localizarla en dicho diagrama, considérese primero un rayo de luz lanzado en el marco de referencia del observador O’ en un tiempo (medido en metros) ct’ = - a desde la coordenada x’ = 0, un evento al que llamaremos E, el cual es reflejado en sentido opuesto en un tiempoct = 0 por un espejo en un evento al que llamaremos P, para regresar nuevamente a la coordenada x’ = 0 en un evento al que llamaremos R ocurriendo en el tiempo ct’ = +a :
 Nos encontramos con el efecto relativista de la dilatación del tiempo.
 1
 ct’
 x’a
 + a
 - a
 R
 P
 E
 2
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Desde la perpectiva del observador estacionario O, la situación del rayo de luz que fue reflejado en el marco de referencia de O’ es la siguiente:
 1
 ct
 x
 +a
 - a
 R
 P
 E
 2
 ct’
 x
 x’
 Tanto en el marco de referencia del observador O’ como en el marco de referencia del observador O la luz sigue teniendo la misma velocidad, como lo enuncia el segundo postulado de la Teoría Especial de la Relatividad. Por lo tanto, el rayo de luz que es lanzado en el marco de referencia de O’ también tendrá la misma pendiente de 45 grados en el marco de referencia de O. En el diagrama de arriba ubicamos arbitrariamente sobre el eje ct’ el evento E en el punto ct’ = -a, y trazamos desde dicho punto una trayectoria de 45 grados que corresponde al rayo de luz que es lanzado por el observador O’. Por otro lado, ubicamos sobre el eje t’ el evento R en el punto ct’ = +a, y trazamos desde allí la trayectoria que representa el rayo de luz reflejado por el espejo desde el punto que debe representar al evento P, una línea recta también de 45 grados (en concordancia con el segundo postulado de la Teoría Especial de la
 Esta es la línea que corresponde a la coordenada de x’. No tardamos en descubrir que el ángulo que forma la coordenada x con la coordenada x’ es el mismo ángulo que el que forma la coordenada ct con la coordenada ct’. Con esto, hemos terminado esencialmente con la construcción del diagrama.
 Relatividad) pero yendo de derecha a izquierda, extendiendo dicha línea hasta que se cruce con la otra línea que habíamos trazado. Esto nos dá unívocamente en el diagrama la localización del evento P. Por último, trazamos una línea punteada que conecta el origen común de ambos observadores hasta el punto que representa al evento P.
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Una cosa que resalta del diagrama espacio-tiempo final es el hecho de que los dos eventos identificados con puntos rojos y con los números 1 y 2 que son simultáneos para el observador O’ (ambos ocurren en su tiempo t’ = 0) no ocurren al mismo tiempo en el marco de referencia del observador O. Esta es nuestra perspectiva geométrica del verdadero origen de los fenómenos relativistas de dilatación del tiempo y contracción de longitud: la simultaneidad deja de ser absoluta. En el universo de los absolutos, en la física prerrelativista, si dos eventos ocurrían al mismo tiempo para un observador estacionario, también ocurrían al mismo tiempo para otro observador en movimiento, lo cual deja de ser válido en la Teoría Especial de la Relatividad. Se pueden graduar (marcar con divisiones igualmente espaciadas) las coordenadas (x,t) del observador O y las coordenadas (x’,t’) del observador O’ de modo tal que podamos resolver gráficamente un problema relativista
 1
 ct
 x
 +a
 - a
 R
 P
 E
 2
 ct’
 x
 x’
 obteniendo aproximaciones numéricas al igual que como lo hacen los ingenieros que utilizan papel gráfico para la resolución aproximada de problemas de otra índole (el Smith Chart utilizado para la resolución de problemas eléctricos de líneas de transmisión, y el diagrama de humedad o carta psicométrica usada para la resolución de problemas de humedad relativa y punto de rocío). Esta graduación es conocida también como la calibración de los ejes, y se puede llevar a cabo mediante cálculos numéricos con las ecuaciones de transformación de Lorentz, que veremos posteriormente o con el procedimiento geométrico de la hipérbola invariante.
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Así pues, nuestro principal medio de trabajo para el análisis geométrico de los problemas de la Teoría Especial de la Relatividad, es el diagrama espacio-tiempo de Minkowski:
 ct’ct
 x
 x’
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Este es el diagrama espacio-tiempo desde la perspectiva del observador O en reposo. Si queremos, podemos dibujar también el diagrama espacio-tiempo desde la perspectiva del observador O’ cuando este se considera en reposo y cuando ve al observador O en movimiento hacia la izquierda:
 ct’ ct
 x
 x’
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En esencia, lo que hemos hecho ha sido tomar el diagrama básico para un observador O en reposo en un marco de referencia S, trazando sobre el mismo la línea que marca la trayectoria de un rayo de luz con una pendiente de 45 grados que corresponde a una velocidad c de 1 metro por segundo:
 t
 x
 c
 y sobre este diagrama, usando como referencia común la bisectriz que ambos diagramas deben tener identificando en el mismo la línea del mundo de un rayo de luz común a ambos observadores O y O’ en los marcos de referencia S y S’, hemos agregado al diagrama del observador estacionario O el siguiente diagrama espacio-tiempo de O’ (nos queda pendiente el asunto de cómo se lleva a cabo la graduación o calibración de los ejes x’-t’).
 t’
 x’
 c
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...para así tener el siguiente diagrama espacio-tiempo combinando a ambos observadores desde la perspectiva del observador estacionario O:
 t
 x
 ct’
 x’
 c
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Cuanto más alta sea la velocidad relativa V entre dos marcos de referencia, acercándose o alejándose a una velocidad cada vez más cercana a la velocidad de la luz, tanto más se irán cerrando los ejes que corresponden al marco de referencia en movimiento S’, como podemos apreciarlo en el siguiente diagrama espacio-tiempo:
 t
 x
 ct’
 x’
 ct’’
 x’’
 Aquí tenemos sobrepuestos a tres observadores, el observador que consideramos estacionario, el observador O’ que se está moviendo a una velocidad relativa V con respecto al observador O, y un tercer observador O’’ que se está moviendo a una velocidad todavía mayor con respecto al observador O. Nótese cómo se van cerrando cada vez más y más los ejes coordenados x-t de un observador móvil conforme va aumentando su velocidad V con respecto al observador estacionario.
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Cuando se prescinde de un diagrama espacio-tiempo como el caso en el que se vaya a efectuar un cálculo numérico, para la especificación completa de un mismo evento E cualquiera se deben especificar cuatro coordenadas, las coordenadas (x,t) del evento en el marco de referencia S, y las coordenadas (x’,t’) del evento en el marco de referencia S’, de modo tal que un evento quedará registrado como E(x,t,x’,t’) en forma completa. Esto es válido para cualquier evento.El único evento que tendrá las mismas coordenadas tanto para S como para S será el que ocurra en el punto común de origen, o sea E(x,t,x’,t’) = (0,0,0,0). En todos los demás casos las coordenadas diferirán. Sin embargo, al hablar de un evento se está hablando de un mismo y único evento visible para todos los observadores. Cuando un carro choca contra otro, ya sea visto por un observador estacionario o por un observador móvil, no existen dos marcos de referencia distintos en los cuales uno de los carros choque y el otro no. Distintos observadores siempre se podrán poner de acuerdo en un evento específico, cada uno asignándole sus propias coordenadas. En lo que no se podrán poner de acuerdo es en la duración del lapso de tiempo entre dos eventos distintos E1 y E2 y en la distancia espacial que separe a dos eventos distintos. Un observador dirá que el lapso de tiempo entre dos eventos E1 y E2 fue Δt mientras que el otro dirá que fue Δt’. Un observador dirá que la distancia espacial entre dos eventos fue Δx mientras que el otro dirá que fue Δx’, y en los diagramas de arriba podemos ver por qué no podrán ponerse de acuerdo jamás, a menos de que tomen en cuenta las correciones relativistas.
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Dado un evento E cualquiera puesto en un diagrama espacio-tiempo que involucre a dos observadores en movimiento relativo el uno con respecto al otro, las coordenadas del mismo se pueden obtener tanto en un marco de referencia como en el otro trazando desde el evento líneas paralelas a cada uno de los ejes coordenados respectivos de cada observador, como lo muestra el siguiente diagrama:
 ct’ct
 x
 x’A
 α
 En este diagrama espacio-tiempo tenemos un evento A. Trazando una línea horizontal hacia la izquierda hasta llegar al eje vertical ct podemos obtener el valor de ct con lo cual podemos obtener el tiempo, y trazando una línea vertical hacia abajo podemos obtener la coordenada de la distancia x. Del mismo evento A podemos hacia la línea ct’ una línea paralela a la coordenada x’ con lo cual obtenemos el valor de ct’, y podemos trazar hacia abajo otra línea paralela a ct con lo cual obtenemos el valor de x’.
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Ambos eventos ocurren en el mismo lugar para el observador viajero O’, al cual le asignaremos la coordenada x’ = 0, pero en tiempos diferentes t’1 y t’2. Una vez localizados ambos eventos en el sistema de referencia S’ de O’, nos basta con trazar dos líneas horizontales desde las coordenadas (x’, t’1) y (x’, t’2) hacia el eje de tiempos del observador O para obtener las coordenadas correspondientes en el marco de referencia de O, de los dos eventos.
 El efecto relativista de la dilatación del tiempo
 ct’ct
 x
 x’E1
 E2
 Realizaremos el análisis considerando a un viajero el cual dentro de un vagón de ferrocarril lanza un rayo de luz hacia arriba con una linterna, el cual es reflejado por un espejo regresando al punto de partida, mientras que un observador sentado a un lado de las vías del ferrocarril observa al rayo de luz recorrer una trayectoria mayor. En la construcción de cualquier diagrama espacio-tiempo, se vuelve necesario identificar claramente los eventos que ocurren. En este caso, nos basta con identificar sobre el diagrama dos eventos: el primero, que llamaremos E1, ocurre cuando el rayo de luz sale de la linterna, y el segundo evento, que llamaremos E2, ocurre cuando el rayo de luz regresa reflejado por el espejo al punto desde donde fue lanzado.
 Darse cuenta de que efectivamente hay una dilatación del tiempo, requiere que pongamos sobre los ejes del diagrama espacio-tiempo divisiones graduadas en los ejes de los tiempos, o sea que llevemos a cabo la calibración de los ejes. Obsérvese que a diferencia de como sucede con el observador O’, los eventos E1 y E2 no sólo ocurren en tiempos diferentes t1 y t2; también ocurren en lugares diferentes x1 y x2.
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En este caso, si el observador en reposo es el que tiene una vara de medir de longitud L0, las líneas del mundo de los dos extremos de la vara de medir se mantendrán como dos líneas verticales paralelas proyectadas hacia arriba como lo muestra el siguiente diagrama espacio-tiempoAquí, el observador estacionario O mide para la vara al mismo tiempo t = 0 en su tiempo propio una longitud L0. Pero el observador móvil O’ mide la coordenada de cada extremo de la vara en tiempos diferentes y concluye que hubo una contracción en la longitud de la vara.
 El fenómeno de la contracción de la longitud
 Mediante un diagrama espacio-tiempo podemos ilustrar el fenómeno de la contracción de longitud sobre una vara de medición. Supondremos 2 casos en que:
 Caso A) El observador en reposo O es el que tiene la vara de medir y el observador O’ es el que la ve pasar frente a él.
 ct
 x
 Líneasdelmundo
 ct’
 x’Δx’
 Δx’
 cΔ t
 L0
 A B
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En este caso, si el observador en movimiento O’ es el que lleva consigo la vara de medir de longitud L0, las líneas del mundo de los dos extremos de su vara de medir se mantendrán como dos líneas paralelas las cuales a su vez serán paralelas a su eje vertical ct’ como lo muestra el diagrama espacio-tiempo.
 Aquí, el observador O’ mide para su vara al mismo tiempo t’ = 0 en su tiempo propio una longitud L0. Pero el observador O mide la coordenada de cada extremo de la vara en tiempos diferentes y concluye por su parte que hubo una contracción en la longitud de la vara.
 El fenómeno de la contracción de la longitud
 Caso B) El observador en movimiento O’ es el que lleva consigo la vara de medir y el observador en reposo O es el que la ve pasar frente a él.
 ct
 x
 Líneasdelmundo
 ct’
 x’Δx’
 Δx’
 cΔ t
 L0
 A B
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