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Psihologija FF UL, 1. stopnja, Statistično zaključevanje
 20.11.2011
 1
 Teorija vzorčenja
 Univerza v Ljubljani, Filozofska fakulteta, Oddelek za psihologijo Študij prve stopnje Psihologija
 2. semester, predmet Statistično zaključevanje Izr. prof. dr. Anja Podlesek
 1 2
 Teorija vzorčenja
 Spremenljivka
 Statistika
 Parameter
 Napaka vzorčenja
 Teorija vzorčenja
 • Govori o odnosih med populacijo in vzorci, ki jih vlečemo iz nje
 – Ocenjevanje parametrov populacije na osnovi statistik vzorca
 – Testiranje hipotez
 • Statistično zaključevanje temelji na verjetnostni teoriji.
 • Verjetnostna porazdelitev opisuje verjetnost posamezne vrednosti naključne spremenljivke.
 3 http://stattrek.com/Lesson2/DiscreteContinuous.aspx?Tutorial=stat http://itl.nist.gov/div898/handbook/eda/section3/eda36.htm
 Verjetnostne porazdelitve
 • Diskretne
 – Diskretna spremenljivka ima diskretne vrednosti X1, X2, … Xk, ki se pojavljajo z verjetnostjo p1, p2, … pk, kjer je p1+p2+ … +pk = 1.
 – Verjetnostna porazdelitev je limita porazdelitev relativnih frekvenc (deležev) posameznih izidov oz. je porazdelitev v populaciji.
 http://www.stat.sc.edu/~west/javahtml/CLT.html
 4
 +
 Verjetnostne porazdelitve
 Binomska porazdelitev
 Verjetnostne porazdelitve
 Poissonova porazdelitev: Je diskretna verjetnostna porazdelitev, porazdelitev redkih dogodkov.
 𝑝 𝑋 =𝜆𝑋𝑒−𝜆
 𝑋! X = 0, 1, 2… št. dogodkov v nekem časovnem intervalu
 6
 http://stattrek.com/Lesson2/DiscreteContinuous.aspx?Tutorial=stat
 http://itl.nist.gov/div898/handbook/eda/section3/eda36.htm
 http://www.stat.sc.edu/~west/javahtml/CLT.html
 http://www.stat.sc.edu/~west/javahtml/CLT.html
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 Verjetnostne porazdelitve
 • Zvezne
 – Zvezna naključna spremenljivka lahko zasede zvezno množico vrednosti.
 – Limita poligona relativnih frekvenc je zvezna porazdelitev.
 – Ne govorimo o verjetnosti pojavljanja posameznih vrednosti, ampak intervala vrednosti (verjetnostna) gostotna funkcija (angl. probability density function). Verjetnost, da bo imela naključna spremenljivka vrednost v intervalu A, je integral gostotne funkcije nad intervalom A.
 7
 Verjetnostne porazdelitve
 Normalna porazdelitev
 • zvezna verjetnostna porazdelitev
 • 𝑓(𝑋) =1
 𝜎 2𝜋𝑒−𝑧
 2
 • M = 0
 • σ = 1, var = 1
 • As = 0
 • Spl = 0
 8
 Verjetnostne porazdelitve
 • Odnos med normalno in binomsko porazdelitvijo: Pri velikem N in če p ali q nista preblizu 0, se binomska porazdelitev približuje normalni:
 𝑧 =𝑋−𝑁𝑝
 𝑁𝑝𝑞
 (aproksimacija je dobra pri Np > 5 (10) ali Nq > 5 (10)).
 • Odnos med Poissonovo in normalno porazdelitvijo: Ko gre l proti neskončnosti, se Poissonova porazdelitev približuje normalni.
 9
 • Verjetnostne porazdelitve so model: – za frekvenčne porazdelitve spremenljivk v vzorcu
 – za porazdelitev statistik, ki jih najdemo v različnih vzorcih • z, t, F, χ2
 • Modeli, ki jih bomo spoznali, se nanašajo na naključno
 vzorčenje. Vzorci morajo biti izbrani tako, da so za populacijo reprezentativni.
 Verjetnostne porazdelitve
 10
 Teorija vzorčenja
 • Če poznamo populacijo, lahko določimo verjetnost, da bomo iz nje potegnili specifičen vzorec (s specifično statistiko).
 • Obratno delamo pri statističnem zaključevanju: izmerimo vzorec, sklepamo o populaciji.
 populacija vzorec
 verjetnost
 statistično zaključevanje/ posploševanje/sklepanje ali inferenčna statistika (angl. statistical inference)
 11
 DENIMO, DA POPULACIJO POZNAMO …
 12
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 Teorija vzorčenja
 • Če poznamo populacijo, lahko določimo verjetnost, da bomo iz nje potegnili specifičen vzorec (s specifično statistiko).
 • Obratno delamo pri statističnem zaključevanju: izmerimo vzorec, sklepamo o populaciji.
 populacija vzorec
 verjetnost
 statistično zaključevanje/ posploševanje/sklepanje ali inferenčna statistika (angl. statistical inference)
 13 14
 Vzorčne porazdelitve
 statistika statistika statistika
 Vzorčna porazdelitev
 … je porazdelitev statistike neskončnega števila vzorcev
 Vzorci se razlikujejo.
 15
 Vzorčne porazdelitve
 • Če iz definirane populacije izberemo vse možne vzorce velikosti N, lahko za vsak vzorec določimo statistike (npr. M, SD). Statistike se od vzorca do vzorca spreminjajo. vzorčne porazdelitve statistik
 – opisnih statistik vzorca, npr. M, var, p, r…
 – drugih izrazov, npr.
 • Vsako vzorčno porazdelitev lahko opišemo: Mstatistike SD = SEstatistike
 21
 21
 MMSE
 MM
 16
 Vzorčne porazdelitve
 Mstatistike
 SEstatistike
 M
 SD
 frekvenčna porazdelitev spremenljivke
 vzorčna porazdelitev statistike
 Vzorčne porazdelitve različnih statistik se razlikujejo: z, F, t, c2 porazdelitve
 17
 Vzorčne porazdelitve
 Mstatistike
 SEstatistike
 M
 SD
 frekvenčna porazdelitev spremenljivke
 vzorčna porazdelitev statistike za manjše / večje vzorce
 Če je vzorec velik, bo statistika vzorca bolj podobna parametru. Razpršenost vzorčne porazdelitve se z večanjem vzorca manjša.
 Standardna napaka
 • Standardna napaka je standardna deviacija napake, tj. razlike med oceno oz. vrednostjo statistike vzorca in pravo vrednostjo oz. vrednostjo populacijskega parametra.
 • Pove nam, kako zelo raznolike vzorce lahko pričakujemo oz. kakšno razliko med statistiko vzorca in parametrom populacije lahko v povprečju pričakujemo (iz tega tudi, ali je naš vzorec zelo poseben ali ne).
 • Standardna napaka:
 – se z večanjem vzorcev manjša,
 – je odvisna od razpršenosti spremenljivke v populaciji.
 18
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 19
 NSE
 σσ MM
 SEM = standardni odklon vzorčnih
 aritmetičnih sredin
 = standardna napaka ocene m
 NSE
 2
 σσ
 N
 ppSE
 )1(p
 Standardna napaka
 Standardna napaka se z večanjem vzorca manjša.
 Prvi izrek verjetnostne teorije = zakon velikih števil. Opisuje, kaj se zgodi, če velikokrat izvedemo meritve Matematično pričakovanje za diskretno spremenljivko:
 • Z večanjem vzorca se 𝑓𝑗
 𝑁 približuje pj
 – Verjetnostna porazdelitev je limita porazdelitev relativnih frekvenc (deležev) posameznih izidov oz. je porazdelitev v populaciji.
 • 𝐸 𝑋 = 𝑝𝑋 𝐸 𝑋 = 𝑓𝑗
 𝑁𝑋𝑗 = 𝑓𝑋 /𝑁
 – Pričakovana vrednost E(X) aritmetična sredina populacije, iz katere vzorčimo.
 20
 Zakon velikih števil
 Zakon velikih števil
 – Povprečni rezultat velikega števila meritev se približuje pričakovani vrednosti.
 – Večje, ko bo število meritev, bližje bo povprečni rezultat tej vrednosti.
 Veliki vzorci bolje predstavljajo populacijo kot majhni.
 21
 Vzorčna porazdelitev aritmetične sredine
 NSE
 σσ MM SEM v primeru neskončnih populacij
 ali vzorčenja z vračanjem
 1
 σσ MM
 p
 p
 N
 NN
 NSE
 SEM v primeru končnih populacij Np … velikost populacije N … velikost vzorca Enačba velja, ko je Np > N.
 Korekcija za končnost populacije
 𝜇M
 σM=SEM = SEM
 E(M) = m
 μM = μ
 Iz zakona velikih števil sledi, da je, če iz
 populacije naključno izberemo vzorec
 velikosti N, pričakovana vrednost aritmetične
 sredine vzorca (M) enaka populacijski
 sredini (μ).
 22
 Vzorčna porazdelitev aritmetične sredine
 • Centralni limitni izrek (angl. central limit theorem)
 –= drugi temeljni izrek verjetnostne teorije
 –Pravi: Za katerokoli populacijo s sredino m in standardno deviacijo s velja, da se z večanjem vzorca (N gre proti neskončnosti) porazdelitev vzorčnih sredin približuje normalni porazdelitvi s sredino m in varianco s2/n, ne glede na obliko frekvenčne porazdelitve vrednosti Xi.
 – http://www.vias.org/simulations/simusoft_cenlimit.html
 – http://onlinestatbook.com/stat_sim/sampling_dist/index.html
 23
 Vzorčna porazdelitev aritmetične sredine
 • Je pri velikih vzorcih asimptotično normalna, ne glede na to, kakšna je porazdelitev spremenljivke v populaciji.
 • Tudi pri majhnih vzorcih je normalna, če se spremenljivka v populaciji porazdeljuje normalno. Če se ne, vzorčna porazdelitev sredin majhnih vzorcev ni normalna. preveriti normalnost porazdelitve spremenljivke v populaciji!
 24
 http://www.vias.org/simulations/simusoft_cenlimit.html
 http://www.vias.org/simulations/simusoft_cenlimit.html
 http://www.vias.org/simulations/simusoft_cenlimit.html
 http://onlinestatbook.com/stat_sim/sampling_dist/index.html
 http://onlinestatbook.com/stat_sim/sampling_dist/index.html
 http://onlinestatbook.com/stat_sim/sampling_dist/index.html
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 Vzorčna porazdelitev deleža
 μp = π
 N
 pp
 N
 pqSE
 )1(p
 Oblika: Pri velikem N se približuje normalni porazdelitvi. (Porazdelitev spremenljivke v populaciji je binomska.)
 Pri neskončnih populacijah ali končnih populacijah z vračanjem
 Pri končnih populacijah brez vračanja 1p
 p
 p
 N
 NN
 N
 pqSE
 μp
 σp =SEp
 25
 Vzorčna porazdelitev standardne deviacije
 NSE
 2
 σσ Samo v primeru, ko je porazdelitev spremenljivke v
 populaciji (vsaj približno) normalna.
 Pri velikih vzorcih:
 • μσ = σ • se približuje normalni
 (pri N > 100).
 26
 μσ
 σσ = 𝑆𝐸σ
 Vzorčna porazdelitev razlik
 Oblika: Pri velikih vzorcih se približuje normalni. Pri majhnih vzorcih se približuje normalni porazdelitvi, če se spremenljivka porazdeljuje normalno v obeh populacijah, od koder izhajata vzorca, ki ju primerjamo preveriti za vsak vzorec posebej.
 2
 2G
 2
 1GG2-G1
 G2G1G2-G1 μμμ
 SESESE
 G zamenjamo z: - M, za primerjavo aritmetičnih sredin dveh vzorcev, - p, za primerjavo deležev v dveh vzorcih.
 Enačbi veljata: - za neskončne populacije in vzorčenje z
 vračanjem. Pri končni populaciji brez vračanja uporabimo korekcijo.
 - v primeru neodvisnih vzorcev.
 27
 KAJ PA, ČE POPULACIJE NE POZNAMO?
 28
 Teorija vzorčenja
 • Če poznamo populacijo, lahko določimo verjetnost, da bomo iz nje potegnili specifičen vzorec (s specifično statistiko).
 • Obratno delamo pri statističnem zaključevanju: izmerimo vzorec, sklepamo o populaciji.
 populacija vzorec
 verjetnost
 statistično zaključevanje/ posploševanje/sklepanje ali inferenčna statistika (angl. statistical inference)
 29
 • Do zdaj smo govorili o vzorčnih porazdelitvah, ki nastanejo, ko vlečemo vzorce iz poznane populacije. s je bila znana
 • Kaj pa, če populacije v resnici ne poznamo in poznamo le en sam vzorec ter želimo sklepati o populaciji?
 30
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 SE pri velikih vzorcih in/ali znani varianci populacije
 • Če je vzorec velik, se vzorčna porazdelitev statistike približuje normalni.
 • Enačbe za SEstatistike ustrezno predstavljajo razpršnost statistike v vzorčni porazdelitvi, če je s znana.
 • Pri velikih vzorcih je s‘ zelo verjetno zelo blizu pravi vrednosti s, in zato je tudi SEstatistike zelo blizu pravi SD cenilk.
 31
 SE pri majhnih vzorcih, ko ne poznamo variance v populaciji
 • V resnici pa pogosto ne poznamo prave vrednosti standardne deviacije spremenljivke. Posledično uporabljamo izraz standardna napaka za OCENO standardne napake: 𝑆𝐸′M =
 σ′
 𝑁
 • Pri majhnih vzorcih, če ne poznamo variance spremenljivke v populaciji (oz. s), je izračun SE statistike bolj negotov – SE‘M, izračunana po predstavljenih enačbah za velike vzorce, je pristranska ocena populacijske standardne napake (jo podcenjuje). To je potrebno upoštevati!
 32
 Vzorčne porazdelitve pri velikih vzorcih
 • Metode posploševanja na osnovi velikih vzorcev temeljijo na uporabi normalne verjetnostne porazdelitve.
 • Pri velikih vzorcih lahko statistike obravnavamo v standardizirani obliki (z koliko SE se odklanjajo od M vzorčne porazdelitve).
 33
 • Normalna porazdelitev
 34
 Vzorčne porazdelitve pri velikih vzorcih
 35
 Excel: funkciji NORMSDIST(z) – NORM.S.DIST NORMSINV(p) – NORM.S.INV
 Verjetnost pojavljanja vzorčne statistike pri velikih vzorcih
 • Če poznamo parameter v populaciji, lahko:
 – določimo verjetnost pojavljanja določene vrednosti vzorčne statistike.
 𝑧 =𝑠𝑡𝑎𝑡𝑖𝑠𝑡𝑖𝑘𝑎−𝑝𝑎𝑟𝑎𝑚𝑒𝑡𝑒𝑟
 𝑆𝐸statistike p
 – določimo interval vrednosti statistike, ki jo pričakujemo v srednjih k % vzorcev.
 36
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 Vzorčne porazdelitve pri majhnih vzorcih
 Pri majhnih vzorcih, če ne poznamo variance oz. s spremenljivke v populaciji (in ocenjujemo SEM): - za „standardiziranje“ odklona vzorčne sredine od
 pričakovane vrednosti (m) uporabljamo t - za primerjavo vzorčne variance s pričakovano
 vrednostjo (populacijsko s2) uporabljamo c2 - za „standardiziranje“ odklona razlike med
 sredinama dveh vzorcev in pričakovane razlike (m1–m2) uporabljamo t
 - za primerjavo razmerij varianc dveh vzorcev s pričakovanim razmerjem uporabljamo F
 37
 (Studentova) t porazdelitev
 N
 Mz
 SE
 M
 N
 MN
 SD
 Mt
 /
 μ
 '
 μ
 /'
 μ1
 μ
 M
 s
 s
 Če iz normalno porazdeljene populacije s sredino m vlečemo neskončno veliko majhnih vzorcev in v vsakem izračunamo t, tako da v enačbo vstavimo sredino vzorca in njegovo oceno populacijske s, tj. σ′, dobimo vzorčno porazdelitev t (pri df = N-1). Pri velikih vzorcih se t porazdelitev približuje normalni. 38
 (Studentova) t porazdelitev
 • je zvezna verjetnostna porazdelitev
 • pri ocenjevanju aritmetične sredine spremenljivke, ki se v populaciji normalno porazdeljuje, ko imamo opravka z majhnimi vzorci in ne poznamo s
 df = ∞ z df = 30
 39
 Prostostne stopnje
 • angl. degrees of freedom df
 • df = število vrednosti pri končnem izračunu statistike, ki lahko prosto variirajo (= št. neodvisnih podatkov – št. predhodno ocenjenih parametrov)
 X = 1, 2, 3
 • 𝑀 = 𝑋
 𝑁= 2 vključeni trije neodvisni kosi informacije
 • 𝑣𝑎𝑟 = 𝑋−μ 2
 𝑁= 2/3 vključena dva neodvisna kosa
 informacije (N-1) pred tem smo ocenili μ
 40
 Vrednost t, od katere desno leži pod krivuljo določen delež primerov Excel: funkciji TDIST(X,df,1) – T.DIST.RT(X,df) TINV(p,df,1) – T.INV.RT(p,df)
 Pogoste so tudi tabele s ploščino pod krivuljo pri vednostih, ekstremnejših od ±t
 Excel: funkciji TDIST(X,df,2) – T.DIST.2T(X,df) TINV(p,df,2) – T.INV.2T(p,df) 41
 Hi-kvadrat porazdelitev
 Če iz normalno porazdeljene populacije s standardno deviacijo s potegnemo N podatkov in izračunamo zgornjo statistiko (odklone računamo od vzorčne M), se ta porazdeljuje po c2 porazdelitvi z df=N-1.
 2
 2
 2
 22
 2
 22
 2
 2
 1
 2
 2
 2
 1
 2
 1 i
 ii2
 σ
 σ')1(
 σχ
 σ
 )(...)()(
 σχ
 σ
 μχ
 NSDN
 MXMXMXSS
 zX
 N
 N
 i
 i
 N
 i
 42
 df = N
 df = N – 1
 df = N – 1
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 Hi-kvadrat porazdelitev
 Z večanjem df se c2 porazdelitev približuje normalni.
 Je zvezna verjetnostna porazdelitev, ki jo uporabljamo pri zaključevanju o varianci.
 43
 Vrednost c2, od katere desno leži pod krivuljo določen delež primerov
 Excel: funkciji CHIINV(p,df) – CHISQ.INV.RT CHIDIST(X,df) – CHISQ.DIST.RT
 44
 F porazdelitev
 • F porazdelitev se pojavi pri primerjavi varianc dveh vzorcev.
 • Oblika F porazdelitve je odvisna od dveh df, in sicer od df, vezane na števec, in df, vezane na imenovalec zgornje enačbe: df1= N1-1, df2 = N2-1.
 1χ
 1χ
 σ1
 σ1
 1ˆ
 σˆ
 σˆ
 2
 2
 2
 1
 2
 1
 2
 22
 2
 22
 2
 11
 2
 11
 j
 2
 jj2
 j
 2
 2
 2
 2
 2
 1
 2
 1
 N
 N
 NSDN
 NSDNF
 N
 SDNs
 s
 sF
 45
 F porazdelitev
 Če se vzorec 1 veča proti neskončnemu, se F-porazdelitev približuje hi-kvadrat porazdelitvi z df=N2-1. Z večanjem obeh vzorcev proti neskončnemu N se F-porazdelitev približuje normalni.
 Je zvezna verjetnostna porazdelitev.
 46 http://www.aiaccess.net/English/Glossaries/GlosMod/e_gm_fisher_distri.htm
 Vrednost F, od katere desno leži pod krivuljo 5 % primerov
 Excel: funkciji FINV(p,df1,df2) – F.INV.RT FDIST(X,df1,df2) – F.DIST.RT
 47
 http://www.aiaccess.net/English/Glossaries/GlosMod/e_gm_fisher_distri.htm
 http://www.aiaccess.net/English/Glossaries/GlosMod/e_gm_fisher_distri.htm
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