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Literatura J. Petri}, OI, OI II - Zbirka zadatakaM. Vujo{evi}, Odabrana poglavqa iz OI
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Sadr`aj
 1. Op{ti pojmovi i terminologija
 2. Slu~ajni procesi i lanci Markova
 3. Eksponencijalna raspodela
 4. Procesi ra|awa i umirawa
 5. Modeli R^ sa ne eksponenci-jalnim raspodelama
 6. Primeri i optimizacijasistema sa R^
 7. Zakqu-~ak iprepo-ruke
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Op{ti pojmovi iterminologija
 sistemi sa redovima~ekawa (R^) ili masovnogopslu`ivawa (MO)
 modelirawe vrste modela klasifikacija i obele`avawe terminologija i obele`avawe Litlova formula
 1.
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Sistemi uslu`ivawa u praksi (prirodi):lekarska ordinacija, banka, naplatna rampa na putu,benzinska puma, raskrsnica, telefonska centrala, ra~unar, magacin za priru~ni alat, ...
 Izvorzahteva
 Napu{tawesistema
 Mehanizamuslu`ivawa
 red ~ekawa
 Osnovna strukturasistema masovnog opslu`ivawa
 Koje su varijante
 Op{ti pojmovi i terminologija
 ?

Page 5
                        

Mehanizamuslu`ivawa
 Op{ti pojmovi i terminologija
 Varijante: dolazaka, ~ekawa, usluge, odlazaka ...
 Mehanizamuslu`ivawa
 Mehanizamuslu`ivawa
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Osnovna struktura sistema sa R^
 (mogu}a) Definicija - Predmet izu~avawa teorije R^ je proces sa slede}om strukturom:
 u odre|eno mesto (sistem uslu`ivawa),u nekim vremenskim trenucima (obi~no slu~ajnim),dolaze objekti (ulazni tok) iz okru`ewa (populacije)koji se, uz eventualno prethodno ~ekawe, izla`u odre|enim operacijama (uslu`ivawu)i zatim napu{taju sistem (izlazni tok).
 Izvorzahteva
 Odlazak
 Mehanizamuslu`ivawa
 red ~ekawa
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Osnovna struktura sistema sa R^
 Izvorzahteva
 Red~ekawa
 Objekat - nazivi: klijent, mu{terija, zahtev, poziv, jedinka koja tra`i uslugu, korisnik usluge, pacijent, ...Objekti u realnim sistemima: ~ovek, vozilo, poruka, poziv, trebovawe, posao koji treba da se obavi na ra~unaru,otkaz ure|aja/ma{ine i zahtev za opravkom, invazioni objekat, ...
 Objekti
 Napu{tawesistema
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Osnovna struktura sistema sa R^
 Mesto(mesta) usluge - kanal(kanali) uslu`ivawakoriste se nazivi: opslu`iva~, davalac usluge,server, ...
 Naj~e{}e: mesta za ~ekawe razlikuju se od mesta usluge.
 Izvorzahteva
 Red~ekawa
 Objekti
 Napu{tawesistemaKanali
 uslu`ivawa
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Neopho-dan
 kompro-mis !
 Za{to matemati~ko modelirawe ?
 Prisutna je su{tinska suprotnost interesa(svih interesa ili samo nekih): korisnika usluge mesta uslu`ivawa (vlasnika).
 Primer perionice automobila korisnik `eli {to boqu uslugu, ukqu~uju}i
 {to kra}e ~ekawe - u redu i tokom usluge,a posebno `eli da nema reda
 vlasnik `eli da uvek ima posla, odnosnoda uvek ima nekog ko ~eka u redu
 i korisnik i vlasnik `ele da vreme uslugebude {to kra}e
 odnos prema ceni usluge ?
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Neopho-dan
 kompro-mis !
 Za{to matemati~ko modelirawe ?
 Projektovawem sistema i daqimupravqawem potrebno jeodrediti kompromis kojiodgovara svim zainteresovanim, odnosno daje najboqi efekat posmatraju}i celinu.
 Velika - nezamenqiva ulogaadekvatnih matemati~kih modelateorije R^:da se odrede performanse sistema.
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Za{to matemati~ko modelirawe ?
 Model R^ treba da odredi odgo-vore na mnoga zna~ajna pitawa:
 1. Kolika je verovatno}ada }e klijent biti uslu`en bez ~ekawa u redu ?
 Neopho-dan
 kompro-mis !
 2. Ako klijent ~eka, koliko je vreme u redu, tj.
 kakva je raspodela vremena ~ekawa ? koliko je o~ekivano vreme u redu ? kolika je varijansa vremena u redu ?
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Za{to matemati~ko modelirawe ?
 3. Koliko je o~ekivano vremeuslu`ivawa ?
 4. Koliko se o~ekuje da }e iznositiukupno vreme klijenta u sistemu ?
 Neopho-dan
 kompro-mis !
 5. Koliki je o~ekivaniprose~an broj klijenata u sistemu ?
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Za{to matemati~ko modelirawe ?
 6. Kolika je du`ina reda, tj.: o~ekivana du`ina reda ? o~ekivana varijansa
 du`ine reda ?
 Neopho-dan
 kompro-mis !
 7. Kolika je iskori{}enostkapaciteta uslu`ivawa ?
 Da li su navedena sva pitawa
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Matemati~ko modelirawe
 1. Tok dolazaka odre|uje spoqa{wi svet,okolina - izvorna populacija.
 2. Broj potencijalnih klijenataiz populacije mo`e biti: ograni~en, kada
 broj klijenata u redu uti~e na tok dolazaka
 neograni~en, kada
 broj klijenata u redu ne uti~e na tok dolazaka.
 Po~iwe se ispitivawem toka dolazaka imodel mora da obuhvati sve bitnije elemente.
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Matemati~ko modelirawe
 3. Klijenti mogu dolaziti: pojedina~no u grupama.
 4. U zavisnosti od sistema mogu}e je: da klijenti tra`e istu vrstu usluge da klijenti tra`e razli~ite usluge.
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Matemati~ko modelirawe
 5. Pona{awe klijenata kada postoji redzavisno od sistema i/ili voqe klijenta: obavezno staju u red i strpqivo ~ekaju
 odustaju - sistem gubi klijente slu~ajno pona{awe neki staju u red neki odustaju.
 6. Vremena izme|u dva dolaskasu po pravilu slu~ajne veli~ine.
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Matemati~ko modelirawe
 7. Mesto za ~ekawe koje odre|ujedu`inu reda mo`e biti neograni~enoili ograni~eno, tako da postoje: neograni~eni redovi ograni~eni redovi.
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Matemati~ko modelirawe
 8. Usluga za jednog klijenta mo`e: da bude na jednom mestu da se sastoji iz vi{e faza.
 Vi{estruki sistem uslu`ivawa
 Mesta pru`awa uslugeKlijent
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Matemati~ko modelirawe
 9. Faze vi{estrukog sistema mogu biti: iste za sve klijente slu~ajne - prema zahtevu klijenta.
 Vi{estruki sistem uslu`ivawa
 Mesta pru`awa uslugeKlijent
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Matemati~ko modelirawe
 10. Vreme usluge mo`e biti: slu~ajno ili deterministi~ko.
 Nave-deni svi
 mogu}ielementi
 R^
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Klasifikacija i obele`avawe
 w - veli~ina populacije
 v - pravilo uslu`ivawa
 u - kapacitet sistema
 z - broj kanala uslu`ivawa
 y - raspodela vremena uslu`ivawa (tok odlazaka)
 x - raspodela vremena pristizawa (tok dolazaka)
 Kendal-Lijeva notacija (D. G. Kendall, A. M. Lee)
 x/y/z/u/v/w
 x/y/z/u/v/w x,y,z 1953 u,v,w 1966
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Klasifikacija i obele`avawex/y/z/u/v/w
 x - raspodela vremena pristizawa (tok dolazaka)
 M - Puassonov tok ili
 eksponencijalna raspodela,
 Ek - Erlangov tok ili
 gama raspodela,
 D - deterministi~ki tok,
 G - op{ti tok.
 y - raspodela vremena uslu`ivawa (tok odlazaka)
 Uobi~ajene raspodele:
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Klasifikacija i obele`avawex/y/z/u/v/w
 z - broj kanala uslu`ivawa je ceo broj.
 Ako se ovaj parametar izostavi,
 onda se pretpostavqa da je kapacitet sistema neograni~en.
 u - kapacitet sistema uslu`ivawa:ukupan broj klijenata koji mogu stati u sitem, tj. zbir klijenata: na uslu`ivawu i u redu ~ekawa.
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Klasifikacija i obele`avawex/y/z/u/v/w
 v - pravilo ili disciplina uslu`ivawaodre|uje redosled uslu`ivawaklijenata koji dolaze u sistem.
 Uobi~ajena pravila:• FIFO - redosled uslu`ivawa odre|uje se
 redosledom pristizawa (First In First Out)
 • PRI - redosled uslu`ivawa odre|uje se na osnovu prioriteta (Priority)
 • LIFO - najpre se uslu`uju klijenti koji suposledwi stigli u red (Last In First Out)
 • SIRO - slu~ajni izbor klijenata iz reda (Stohastic In Random Out)
 Uobi~ajena pravila:Uobi~ajena pravila:
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Klasifikacija i obele`avawex/y/z/u/v/w
 w - veli~ina populacije je prirodan broj.(radne ma{ine u pogonu - zahtevi za odr`avawem opravkom)
 Kada vreme izme|u dva dolazaka ne zavisi od broja klijenata u sistemu (u redu, na usluzi),usvaja se neograni~ena izvorna populacija.
 ^esto se posledwi parametri u, v, w (ili nekih od wih) izostavqaju pri ozna~avawu sistema. Tada se, respektivno, smatra:
 da je kapacitet sistema neograni~en da je sistem uslu`ivawa tipa FIFO da je izvorna populacija neograni~ena.
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Terminologija i obele`avawe
 Pojmovi i oznake koji }e se koristitiu matemati~kom modelirawu:
 n - stawe sistema, broj klijenatana uslu`ivawu i u redu ~ekawa
 N(t) - broj klijenata u sistemuuslu`ivawa u trenutku t, t 0
 1
 2
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Terminologija i obele`avawe
 Pn(t) - verovatno}a da se ta~no n klijenata nalazi u sistemu u trenutku t, pod uslovomda je poznat wihov broju trenutku t = 0
 3
 4Pn - verovatno}a da se
 u ustaqenom re`imuu sistemu nalazin klijenata
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Terminologija i obele`avawe
 - intenzitet dolazaka(o~ekivani broj dolazakau jedinici vremena)
 5
 6
 s - broj kanala uslu`ivawa,broj mesta uslu`ivawa,broj servera
 - intenzitet usluge(o~ekivani broj klijenatakojima se zavr{ava uslugau jedinici vremena)
 7
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Terminologija i obele`avawe
 8
 9
 n - intenzitet toka dolazakanovih klijenata kada seu sistemu nalazi n klijenata (o~ekivani broj dolazaka u jedinici vremena)
 n - intenzitet uslu`ivawa kada seu sistemu nalazi n klijenata (o~ekivani broj klijenata kojima se zavr{ava usluga u jedinici vremena)
 Primedba: to je kombinovani intenzitetkojim zauzeti kanali zavr{avaju usluge.
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Terminologija i obele`avawe
 10L - o~ekivani broj klijenatau sistemu
 Lq - o~ekivana du`ina reda 11
 w - vreme koje jedan klijenat provede u sistemu (slu~ajnaveli~ina, ukqu~uje vreme ~ekawa i vreme usluge)
 W = E(w) - matemati~ko ~ekivanozadr`avaweklijenta u sistemu
 12
 13
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Terminologija i obele`avawe
 14
 15
 wq - vreme ~ekawa u reduza jednog klijenta(ne uzima se u obzir vreme usluge)
 Wq = E(wq) - mat. ~ekivano zadr`ava-we klijenta u redu ~ekawa
 16
 17
 P A - verovatno}a doga|aja A
 P A B - verovatno}a doga|aja Apod uslovom da se desiodoga|aj B
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Litlova formula - odnosi L, W, Lq, Wq
 L = W (J. D. C. Litle dokazao 1961)
 gde je:
 L - o~ekivani broj klijenata u sistemu
 - intenzitet dolazaka
 W = E(w) - o~ekivano zadr`avawe
 klijenta u sistemu
 w - vreme koje jedan klijenat provede u sistemu(slu~ajna veli~ina, ukqu~uje vreme ~ekawa ivreme usluge)
 va`i za = Const ili ako se mo`eodrediti sr
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Litlova formula - odnosi L, W, Lq, Wq
 L = W (J. D. C. Litle dokazao 1961)
 Jednostavna tvrdwa poznata i pre dokaza, mo`e se intuitivno tuma~iti:
 O~ekivani broj klijenata u sistemu (L)
 jednak je proizvodu intenziteta
 dolazaka ( ) i matemat. o~ekivanog
 zadr`avawa klijenta u sistemu (W = E(w))
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Litlova formula - odnosi L, W, Lq, Wq
 L = W (J. D. C. Litle dokazao 1961)
 Primer: vi{ekanalni sistem uslu`ivawa dolazak 6 klijenata na sat prose~no zadr`avawe 20 min. po klijentu,
 tj. 1/3 sata po klijentu.
 Jednostavno je proceniti i bez formuleprose~an broj klijenata u sistemu
 6 1/3 = 2posmatrano na veoma dugi vremenski period !
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Litlova formula - odnosi L, W, Lq, Wq
 L = W (J. D. C. Litle dokazao 1961)
 O~ekivani broj klijenata u sistemu(ukupno, u redu ~ekawa i na usluzi)
 Lq = Wq
 O~ekivana du`ina reda ~ekawa
 W = Wq + 1/ O~ekivano vreme provedeno u redu ~ekawa
 pod uslovom = Const (intenzitet usluge)
 2
 1
 gde:Wq = E(wq) - matemat. ~ekivano zadr`avawe
 klijenta u redu ~ekawawq - vreme ~ekawa u redu za jednog klijenta
 ?S
 vr
 ha f
 or
 mul
 e
 3
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1.
 Razmatrani su
 Op{ti pojmovi iterminologija sistemi sa redovima
 ~ekawa (R^) ili masovnogopslu`ivawa (MO)
 modelirawe vrste modela klasifikacija i obele`avawe terminologija i obele`avawe Litlova formula
 Sadr`aj
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Slu~ajni procesi ilanci Markova
 definicijaslu~ajnog procesa
 lanci Markova klasifikacija stawa
 u lancu Markova
 2.
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Definicija slu~ajnog procesa
 Zna~aj: U analiti~kom smislu, modeli sistema R^ po~ivaju na rezultatima teorije slu~ajnih procesa.
 Slu~ajni ili stohasti~ki proces X(t)je slu~ajna veli~ina koja zavisi od vremena t.
 Obele`ava se sa
 X(t) t 0
 1
 2
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Definicija slu~ajnog procesa
 Slu~ajni ili stohasti~ki proces X(t)je slu~ajna veli~ina koja zavisi od vremena t.
 X(t) t 0 .1
 2Slu~ajni ili stohasti~ki procesje indeksirana kolekcijaslu~ajnih promenqivih Xt
 gde se indekst t mewa kroz dati skup T.
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Definicija slu~ajnog procesa
 Primeri:
 Broj kupaca u supermarketu(ili kupa~a u bazenu,ili putnika na autobuskoj
 stanici) kao funkcija od vremenaje slu~ajni proces
 N(t) t 0 . Temperatura vazduha u toku dana
 je slu~ajni proces X(t) t 0 .
 Obaveznoceli brojevi
 Ne moraju biti celi brojevi
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Definicija slu~ajnog procesa
 Klasifikacija slu~ajnog procesa zavisi od tri veli~ine
 prostor stawa
 indeksni parametar t
 koji je u sistemu R^ ozna~ava vreme
 statisti~ke zavisnosti izme|u
 slu~ajnih promenqivih X(t)
 za razli~ite vrednosti
 indeksnog parametra t.
 II
 I
 III
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Definicija slu~ajnog procesa
 Prostor stawa I Vrednosti koje mo`e da uzme
 posmatrana slu~ajna promenqivanazivaju se stawa procesa ilistawa sistema koji se opisuje.
 Ove vrednosti mogu pripadati:- kontinualnom skupu ili- diskretnom skupu.
 Skup ovih vrednostinaziva se prostor stawa.
 Lanac
 Processa
 nepre-kidnimstawi-
 ma
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Definicija slu~ajnog procesa
 Prostor stawa I Prostor stawa za lanac je obi~no
 skup n prirodnih brojeva i nule
 0, 1, 2, …, n .
 Proces sa neprekidnim prostorom stawa(neprekidnim stawima), ako slu~ajnapromenqiva mo`e da uzme bilo kojuvrednost iz: - ograni~enog neprekidnog intervala- neograni~enog neprekidnog intervala.
 Broj kupaca u prodavnici
 Temperatura vazduha
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Definicija slu~ajnog procesa
 Indeksni parametar t (vreme) II Vremenski diskretni proces
 ako se vrednosti mogu de{avatisamo u odre|enim vrem. trenucimakoji su kona~ni ili prebrojivi.
 Vremenski neprekidan (kontinualni) procesako su vrednosti mogu de{avatiu bilo kom trenutku na ograni~enomili neograni~enom intervalu (ili skupu intervala) na vremenskoj osi.
 Xn
 X(t)
 Xn - slu~ajni ili stohasti~ki niz ili sekvenca
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Definicija slu~ajnog procesa
 Me|usobni odnos slu~ajnihpromenqivih X(t)je bitna karakteristika slu~ajnogprocesa.
 III
 U teoriji R^ se izu~avaosnovni slu~ajni proces:
 broj klijenata u sistemu.
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Definicija slu~ajnog procesa
 Broj klijenata u sistemu
 Vrednosti mogu biti iz skupa
 prirodnih brojeva i nule 0, 1, 2, … .
 Stawe procesa u nekom trenutku
 definisano je nulom ili prirodnimbrojem.
 Broj klijenata u sistemu uslu`ivawa
 je diskretni slu~ajni proces.

Page 47
                        

Definicija slu~ajnog procesa
 Bitna karakteristika:u ve}ini procesa koje uzu~avateorija R^stawe se mo`e promenitiu proizvoqnom trenutku vremena.
 Osnovno interesovawe u teoriji R^:vremenski neprekidnislu~ajni procesisa diskretnim prostorom stawa,odnosno vremenski neprekidni lanci.

Page 48
                        

Lanci Markova
 Osnovno svojstvo:verovatno}a da }e sistem iz nekog sada{weg stawapre}i u odre|eno slede}e stawe
 zavisi samo od ova dva stawa(sada{weg i budu}eg),a ne zavisi od togakako je sistem dospeou sada{we stawe.
 Sistemibez
 pam}ewa(memorije)
 Ukupnapredisto-
 rijasadr`ana
 u sad{wemstawu
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Lanci Markova
 Osnovno svojstvo:verovatno}a da }e sistem iz nekog sada{weg stawapre}i u odre|eno slede}e stawezavisi samo od ova dva stawa (sada{weg i budu}eg),a ne zavisi od toga kako je sistemdospeo u sada{we stawe.
 Vremenski diskretni sl. proces Xt
 Sistemibez pam}ewa(memorije) Ukupna
 predistorijasadr`ana
 u sad{wemstawu
 P Xt+1 = j X0 = k0, …, Xt-1 = kt-1, Xt = i =
 P Xt+1 = j Xt = i
 za vreme t = 0,1,2,… i svaku sekvencutj. slu~ajni ili stohasti~ki niz
 i, j, k0, k1 , …, kt-1
 i - sada{we stawej - budu}e stawe
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Lanci Markova
 Verovatno}a (P) da }e slu~. promenqiva X u trenutku tn+1 imati vrednost j pod uslovom da je ( ) ova promenqiva X u (ranijem) trenutku tn imala vrednost i.
 P Xt+1 = j X0 = k0, …, Xt-1 = kt-1, Xt = i
 = P Xt+1 = j Xt = i
 za t = 0,1,2,…i svaku sekvencu i, j, k0, k1 , …, kt-1 .
 Vrem. diskretnisl. proces Xt
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Lanci Markova
 P X(tn+1) = j X(t0) = k0, …,X(tn-1) = kn-1, X(tn) = i
 = P X(tn+1) = j X(tn) = i
 za t0 < t1 < … < tn < tn+1
 i svaku sekvencu i, j, k0, k1 , …, kt-1
 P Xt+1 = j X0 = k0, …, Xt-1 = kt-1, Xt = i
 = P Xt+1 = j Xt = i
 za t = 0,1,2,…i svaku sekvencu i, j, k0, k1 , …, kt-1 .
 Vrem. diskretnisl. proces Xt
 Vrem. kontinu-alni sl. procesX(t)
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Lanci Markova
 2. Ako za svako i i j va`i
 P Xt+1 = j Xt = i = P Xt = j X0 = i
 za svako t = 0,1,2,…ka`e se da su jednostepene verov. prelaza
 stacionarne ili ustaqewe i obele`avaju se sa pij
 1. Uslovne verovatno}e
 P Xt+1 = j Xt = i nazivaju se verovatno}e prelaza.
 Vrem. diskretnisl. proces Xt
 Verovatno}e prelaza ne mewaju se u vremenu
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Lanci Markova
 2. Stacionarne (ustaqewe) jednostepene verov. prelaza pij
 P Xt+1 = j Xt = i = P Xt = j X0 = i ,
 za svako i, j i svako t = 0,1,2,…
 Vrem. diskretnisl. proces Xt
 Vrem. kontinualnisl. proces X(t)
 3. Stacionarne (ustaqewe) n-stepene verov. prelaza pij(n)
 ako za svako i, j i n (n=1,2,…) va`i
 P Xt+n = j Xt = i =
 P Xn = j X0 = i , za svako t = 0,1,2,…
 Verovatno}e prelazane mewaju se u vremenu
 Verovatno}e prelaza ne mewaju se u vremenupij
 (n) ako X po~iwe u stawu i, bi}e u stawu jposle ta~no n promena u vremenu
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Lanci Markova
 4. Uslovne verovatno}e prelaza pij (n)
 (n -stepene) moraju da zadovoqavaju uslove:
 pij (n) 0, za svako i,j i svako n = 0,1,2,…
 j pij (n) = 1, za svako i,j i svako n = 0,1,2,…
 Stav 1: nenegativne veli~ine pij (n)
 Stav 2: proces posle promene stawamora da se na|e u nekomod svojih stawa
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Lanci Markova
 5. Vrem. kontinualni stohasti~ki procesiimaju stacionarne ili ustaqeneverovatno}e prelaza, ako je
 P X(t+ ) = j X(t) = i =P X( ) = j X(0) = i
 za t 0 i 0 .
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Lanci Markova
 Definicija:
 Za slu~ajni proces Xt (t = 0,1,2,…)ka`e se da je lanac Markovaako ima slede}a svojstva
 1. Svojstva Markova
 2. Stacionarne verovatno}e prelaza
 3. Skup po~etnih uslova P X0 = i za svako i.
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Lanci Markova
 Definicija:
 svojstva sl. proc. Xt (t = 0,1,2,…)
 1. Svojstva Markova
 2. Stacionarne verovatno}e prelaza
 3. Skup po~etnih uslova P X0 = i za svako i
 4. Kona~an broj stawa
 1. do 4. lanci Markova sa kona~nim brojem stawa1. do 3. lanci markova sa beskona~nim brojem stawa
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Lanci Markova
 Ograni~ena op{tost primene
 Ispravno opisivawerealnih slu~ajnih procesa:
 a) za vrem. diskretni lanactrenuci mogu}ih promena stawa supredodre|eni, ozna~eni brojevima: 0,1,2,...
 Sistemibez pam}ewa (memorije) Ukupna predistorijasadr`ana u sad{wem
 stawu
 b) za vrem. neprekidni lanacprelazi izme|u stawa mogu bitiu bilo kom trenutku vremena
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Lanci Markova
 Ograni~ena op{tost primene
 Sistemibez pam}ewa (memorije) Ukupna predistorijasadr`ana u sad{wem
 stawu
 c) za vrem. neprekidni diskretni lanacbitno je razmotriti slu~ajnu promenqivu
 koja opisuje koliko dugo proces mo`eda se zadr`i u odre|enom (teku}em)stawu pre nego {to na~ini prelazu neko drugo stawe.
 Prisutno je bitno ograni~ewe o raspodeli verovatno}eza vreme koje proces mo`e da provede u odre|enom stawu.
 Uslov: eksponencijalna raspo-dela za vremena stawa
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Uslov: eksponencijalna raspodela za vremena stawa
 (kontinualna raspodela “bez memorije“)
 Lanci Markova
 Ograni~ena op{tost primene
 Sistemibez pam}ewa (memorije) Ukupna predistorijasadr`ana u sad{wem
 stawu
 Uslov: u vremenski diskretnom lancuproces mo`e da se zadr`i u datom stawusamo za vreme koje mora bitigeometrijski raspore|eno (jedina fun. gustine raspodele “bez memorije“)
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Klasifikacija stawa u lancu Markova
 Definicije pojmova u analizi lanaca Markova
 1. Za dva stawa i i j, put od i do j
 je niz (sekvenca) prelaza koji po~iwu u ii zavr{avaju se u j, takvih da svakiprelaz u tom nizu ima pozitivnuverovatno}u prelaza.
 2. Stawe j je dosti`ivo iz stawa iako postoji put koji vodi od i do j.
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Klasifikacija stawa u lancu Markova
 4. Skup stawa S u lancu Markova jezatvoren skup ako ne postojinijedno stawe van skupa Skoje je dosti`ivo iz nekog stawa u S.
 3. Dva stawa i i j komunicirajuako je j dosti`ivo iz iako je i dosti`ivo iz j.
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Klasifikacija stawa u lancu Markova
 6. Stawe i je prelazno stawe ako postoji neko stawe j koje je dosti`ivo iz i,ali stawe i nije dosti`ivo iz j.
 5. Stawe i je absorbuju}e stawe ako je pij = 1 (kad god se u|e u stawe i,
 nikada se ne napu{ta).
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Klasifikacija stawa u lancu Markova
 6. Stawe i je prelazno stawe ako postoji neko stawe j koje je dosti`ivo iz i,ali stawe i nije dosti`ivo iz j.
 7. Stawe koje nije prelazno naziva serekurentno stawe
 (j dosti`ivo iz i, i i dosti`ivo iz j).
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Klasifikacija stawa u lancu Markova
 8. Stawe i je periodi~no sa periodom k > 1ako je k najmawi broj takav da svi putevi
 koji vode iz i i nazad u i imaju du`inu
 koja je umno`ak od k.
 9. Stawe koje nije periodi~no naziva seneperiodi~no ili aperiodi~no stawe.
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Klasifikacija stawa u lancu Markova
 10. Lanac je ergodi~an ako sva stawau lancu jesu:
 rekurentnai
 neperiodi~nau komuniciraju jedno sa drugim.
 i dosti`ivo iz ji j dosti`ivo iz i
 Ne postojibroj k takav
 da putevi koji vode iz ii opet nazad u i
 imaju du`ine jednake umno`ku broja k
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2.
 Razmatrani su
 Slu~ajni procesi ilanci Markova
 definicijaslu~ajnog procesa
 lanci Markova klasifikacija stawa
 u lancu Markova
 Sadr`aj
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Svojstva i ulogaeksponencijalne raspodele
 definicije funkcija gustina raspodele odsustvo pam}ewa doga|aji u malim
 vremenskim intervalima odnos eksponencijalne i
 Puasonove raspodele slagawe vi{e eksponen-
 cijalnih raspodela
 3.
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Uloga raspodela verovatno}a
 Matemati~ko modelirawe R^po~iva na pretpostavkamao raspodelama verovatno}a za:
 vreme izme|u dva dolaska klijenta vreme uslu`ivawa.
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Uloga raspodela verovatno}a
 U realnim sistemima:raspodele vremena (dolazaka, usluge)mogu imati bilo koji oblik.
 Za re{avawe/analizu problemapotrebno je, statisti~kim analizama,utvrditi koja raspodela najboqeili bar zadovoqavaju}eaproksimira realne podatke.
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Uloga raspodela verovatno}a
 Prisutna su ranije navedenadva suprotstavqena zahteva: Da matemat. model {to vernije
 predstavqa realni sistem R^
 Da matemat. model R^ bude {to jednostavniji za re{avawe
 posledice: slo`ene raspodele i komplikovani modeli.
 posledice: sumwa u kvalitet analize R^.
 Najva`nijaeksponencijalna raspodela
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Definicija eksponencijalne raspodele
 Nekat = teku}e vremeT = slu~ajna promenqiva koja
 ozna~ava vreme realizacijeposmatranog slu~ajnog doga|aja: pojava novog klijenta ili zavr{etak usluge.
 ^esto, mo`e se tvrditi (usvojiti):
 slu~. promenqiva T podle`e eksponencijalnoj raspodeli.
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Definicija eksponencijalne raspodele
 T podle`e eksponenc. raspodelisa parametrom ako ima slede}ugustinu raspodele
 (t) =e- t, za t 0
 0, za t 0
 gde je 0.
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Definicija eksponencijalne raspodele
 (t) = gustina raspodele sa parametrom 0za slu~ajnu promenqivu T ima oblik:
 (t) =e- t, za t 0
 0, za t 0 gde:
 t = teku}e vreme
 T = slu~ajna promenqiva, ozna~ava vrema reali-zacije posmatranog slu~ajnog doga|aja(pojava novog klijenta, zavr{etak usluge)
 = o~ekivani broj doga|aja u jedinici vremena,naziva se: intenzitet ili brzina ili u~estanost
 pojavqivawa doga|aja.
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Definicija eksponencijalne raspodele
 (t) =e- t, t 0
 0, t 0 (t) = P T t
 = 1 - e- t
 Gustina raspodeleza T
 Funkija raspodele za Tje verovatno}a da T 0,t
 t
 (t)
 0
 t
 (t)1
 0
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verovatno}a da }e se doga|aj (sl. pr. T) desiti van intervala 0,t tj.ne}e se desiti u posmatranom vremenu
 Pi{e se: T 0,t T t
 verovatno}a da }e se doga|aj (sl. pr. T) desiti u intervala 0,t tj.
 ne ranije od teku}eg (razmatranog) vremena t, odnosno, najkasnije do razmatranog vremena t.
 Pi{e se: T 0,t T t
 Funkija gustine raspodele, gde je:t - teku}e vremeT - sl. pomenqiva, trenutak kada se
 realizuje posmatrani doga|aj
 - parametar za eksp. raspodelu
 Definicija eksponencijalne raspodele
 (t) =e- t, t 0
 0, t 0
 t
 (t)1(t) = P T t = 1 - e- t
 proizilazi P T t = e- t
 E T = 1
 Var T = 12
 1
 2
 3
 4
 5
 Mat. o~ekivawe sl. prom. T
 Varijansa sl. prom. TMat. o~ek. vrednost sl. promenqive T za:
 vreme izme|u dva dolaska klijenta ili
 vreme trajawa usluge
 t
 (t)
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Definicija eksponencijalne raspodele
 (t) =e- t, t 0
 0, t 0
 t
 (t)1(t) = P T t = 1 - e- t
 t
 (t)
 Eksp. raspodela je jedno-parametarska, potpuno opisana sa par. (o~ekivani broj doga|aja u jedin. vremena).
 Naziv za : intenzitet, brzina ili u~estanostpojavqivawa doga|aja
 je: 1) u~estanost pristizawa jedinki u sistem(broj klijenata koji do|u u jedinici vrem.)
 2) brzina uslu`ivawa(broj uslu`enih klijenata u jedinici vrem.)
 je: 3) intenzitet otkaza ure|aja(broj otkaza u jedinici vremena)
 4) ...
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Definicija eksponencijalne raspodele
 (t) =e- t, t 0
 0, t 0
 t
 (t)1(t) = P T t = 1 - e- t
 t
 (t)
 0 o~ekivani broj doga|aja u jedin. vremena
 Parametar 0 je odnos dve veli~ine: verovatno}e (P) da }e se doga|aj desiti u
 narednom beskona~no malom intervalu tpod uslovom da se nije desio u posmatranom
 vremenskom intervalu 0,t , i du`ine intervala ( t )
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Soft-ver
 Svojstva eksponencijalne raspodele
 (t) =e- t, t 0
 0, t 0
 t
 (t)1(t) = P T t = 1 - e- t
 t
 (t)
 0 o~ekivani broj doga|aja u jedin. vremena
 Bitna svojstva: opapdaju}a funkcija gustine raspodele odsustvo pam}ewa verovatno}e doga|aja na malom vrem. intervalu odnos eksponencijalne i Pusasonove raspodele slagawe vi{e eksponencijalnih raspodela.
 E:/OPERCIONA/SMO/eksponen.xls
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Opadaju}a funkcija gustine raspodele
 (t) =e- t, t 0
 0, t 0
 t
 (t)1
 (t) = P T t = 1 - e- t
 P T > t = e- t
 t
 (t)Funkcija gustine raspodele
 (t) je striktno opadaju}afunkcija za t 0.
 Bitna posledica:
 E T = 1/
 Var T = 1/ 2P 0 T P t T t+za bilo koje t 0, 0
 Verovatno}esu jednake povr-
 {inama ispod (t).
 Sa rastom tza isto
 povr{ine (verovatno}e)
 su mawe.
 t
 (t)0
 t t+
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Opadaju}a funkcija gustine raspodele
 (t) =e- t, t 0
 0, t 0
 t
 (t)1
 (t) = P T t = 1 - e- t
 P T > t = e- t
 t
 (t)
 E T = 1/
 Var T = 1/ 2
 Funkcija gustine
 (t) jestriktno opadaju}a:
 P 0 T
 P t T t+za bilo koje
 t 0, 0
 0t
 (t)
 Eksp. raspodela opisujeprocese u kojima su relativno ve}e verovatno}eda }e se doga|aj desiti uintervalu bli`em nulinego u intervalu iste du`inedaqem od nule.
 Prakti~nozna~ewe
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Prakti~nozna~ewe
 Opadaju}a funkcija gustine raspodele
 (t) =e- t, t 0
 0, t 0
 t
 (t)1
 (t) = P T t = 1 - e- t
 P T > t = e- t
 t
 (t)
 E T = 1/
 Var T = 1/ 2
 Funkcija gustine
 (t) jestriktno opadaju}a:
 P 0 T
 P t T t+za bilo koje
 t 0, 0
 0
 Primer:
 1 1P 0 T 0,393
 2
 1 1 3 1P T 0,383
 2 2
 t
 (t)Ve}a je verovatno}a da }eT uzeti vrednost mawu od 1/2 od E(T)nego vrednostizme|u 1/2 i 3/2 od E(T), iako je drugi intervaldvostruko du`i !
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Sa rastom t, za isto ,verovatno}e su mawe !
 P 0 T P t T t+za bilo koje t 0, 0Pitawe: da li je
 eksp. raspodelapogodna za modele R^
 Prakti~nozna~ewe
 Opadaju}a funkcija gustine raspodele
 (t) =e- t, t 0
 0, t 0
 t
 (t)1
 (t) = P T t = 1 - e- t
 P T > t = e- t
 t
 (t)
 E T = 1/
 Var T = 1/ 2
 0t
 (t)
 Pitawe: da li je ekspon. rasp.pogodna za modele R^
 Sa rastom t, za isto ,
 verovatno}e su mawe !
 Svaki konkretni zadatakzahteva statisti~ke analize i provere. Ipak, mogu se izvesti
 odre|eni op{ti zakqu~ci.
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Slu~aj 1. Svaki klijenttra`i skoro identi~nu uslugu
 (servis za prawe automobila).
 Vreme uslu`ivawa te`i mat. o~ekivawu(de{avaju se samo mala odstupawa).
 Opadaju}a funkcija gustine raspodele
 (t) =e- t, t 0
 0, t 0
 t
 (t)1
 (t) = P T t = 1 - e- t
 P T > t = e- t
 t
 (t)
 E T = 1/
 Var T = 1/ 2
 0
 I. Ako je T vreme uslu`ivawa Pogodnost eksp. raspodele
 zavisi od prirode usluge.
 Eksp. raspodela ne opisuje realno
 sistem uslu`ivawa.
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Slu~aj 2. Klijenti mogutra`iti razli~ite usluge
 (kase prodavnica, {alteri banke). Vreme uslu`ivawa
 zavisi od klijenata(za veliki broj - brza usluga,ima i onih koji tra`e du`u uslugu).
 Opadaju}a funkcija gustine raspodele
 (t) =e- t, t 0
 0, t 0
 t
 (t)1
 (t) = P T t = 1 - e- t
 P T > t = e- t
 t
 (t)
 E T = 1/
 Var T = 1/ 2
 0
 I. Ako je T vreme uslu`ivawa Pogodnost eksp. raspodele
 zavisi od prirode usluge.
 Eksp. raspodela mo`e dobro da aproksimira
 realni sistem uslu`ivawa.
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Slu~aj 1. Klijenti kojidolaze te`e da odustanuako uo~e da jeneki klijentupravo u{aopre wih.
 Opadaju}a funkcija gustine raspodele
 (t) =e- t, t 0
 0, t 0
 t
 (t)1
 (t) = P T t = 1 - e- t
 P T > t = e- t
 t
 (t)
 E T = 1/
 Var T = 1/ 2
 0
 II. Ako je T vreme dolazaka(izme|u dva dolaska) klijenata
 Eksp. raspodelavrlo ~esto pogodna.
 Slu~aj 2. Klijenti dolazepotpuno slu~ajnoi me|usobnonezavisno.
 To je tzv.
 svojstvoodsustva pam}ewa
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Prethodno svojstvo opadaju}a funkcijegustine raspodele:P 0 T P t T t+za bilo koje t 0, 0.
 P T t+ T = P T tza bilo koje t 0, 0.
 Opadaju}a funkcija (t)
 Verovatno}a da }e se doga|ajdesiti u vrem. intervalu t
 zavisi samo od du`inetog intervala (t).
 Verovatno}a da }e se doga|ajdesiti u vrem. intervalu t
 zavisi samo od du`inetog intervala (t), a
 ne zavisi i od toga koliko dugose doga|aj nije desio, tj.
 ne zavisi od .
 Odsustvo pam}ewa
 (t) =e- t, t 0
 0, t 0
 t
 (t)1
 (t) = P T t = 1 - e- t
 P T > t = e- t
 t
 (t)
 E T = 1/
 Var T = 1/ 2
 0
 Eksp. raspodela jebez pam}ewa (memorije)
 = e - t
 A
 B
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Ponovo pitawe:da li je eksp. raspodelapogodna za modele R^
 Odsustvo pam}ewa
 (t) =e- t, t 0
 0, t 0
 t
 (t)1
 (t) = P T t = 1 - e- t
 P T > t = e- t
 t
 (t)
 E T = 1/
 Var T = 1/ 2
 Eksp. raspodela jebez pam}ewa (memorije)
 Jedina kontinualna raspo-dela sa ovim svojstvom.
 Va`e zakqu~ci dati napredza svojstvo opadaju}e (t). Primenqivost zavisi
 od konkretnog sistema R^. Ve}a opravdanost za dolaske,
 a ponekad i za usluge (ako serazlikuju od klijenta do klijenta).

Page 89
                        

Opadaju}a funkcija (t)
 P 0 T P t T t+za bilo koje t 0, 0.
 (t) =e- t, t 0
 0, t 0
 t
 (t)1
 (t) = P T t = 1 - e- t
 P T > t = e- t
 t
 (t)
 E T = 1/
 Var T = 1/ 2
 0
 Verovatno}e doga|aja na malom vremenskom intervalu
 Za svako t 0, va`i:
 P T t+ t T t tza malo t.
 V
 A
 Verovatno}a da }e se doga|ajdesiti u vrem. intervalu t
 zavisi samo od du`inetog intervala (t), a
 ne zavisi i od toga koliko dugose doga|aj nije desio, tj.
 ne zavisi od .
 Eksp. raspodela je
 bez pam}ewa (memorije)
 P T t+ T = P T tza bilo koje t 0, 0. = e - t
 Verovatno}a da }e se
 doga|aj desiti u malom vrem. intervalu tpribli`no je
 proporocional-na du`ini tog
 intervala.
 BVerovatno}a da }e se
 doga|aj desiti u malom vrem. intervalu t
 pribli`no je proporocional-na du`ini tog intervala. Koeficijent proprocio-
 nalnosti je upravo parametareksp. raspodele ( ).
 Eksp. raspodela opisuje
 procese u kojima su relativno ve}e verovatno}e
 da }e se doga|aj desiti uintervalu bli`em nuli
 nego u intervalu iste du`inedaqem od nule.
 Verovatno}a da }e se
 doga|aj desiti u vrem.
 intervalu t zavisi samo
 od du`ine intervala (t).
 Relativno ve}e verovatno}e da }e se
 doga|aj desiti u inter-valu bli`em nuli
 nego u intervalu istedu`ine daqem od nule.
 = e - t
 UporedimosvojstvaA, B i V !
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Za svako t 0, va`i:
 P T t+ t T t tza malo t. = e - t
 Verovatno}e doga|aja na malom vremenskom intervalu
 V(t) =
 e- t, t 0
 0, t 0
 t
 (t)1
 (t) = P T t = 1 - e- t
 P T > t = e- t
 t
 (t)
 E T = 1/
 Var T = 1/ 2
 1.Verovatno}a
 da }e se doga|aj desiti u malom vrem. intervalu tpribli`no je
 proporocional-na du`ini tog
 intervala.Koeficijent proprocio-
 nalnosti je parametar
 eksp. raspodele( ).
 2. Mo`e se pokazati:Verovatno}e da }e se desitidva i vi{e doga|aja u malomvr. int. t su zanemarqivomale. Poizilazi:istovremeno pojavqivawe2 i vi{e doga|aja nije mogu}e.
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Odnos eksponencijalne i Puasonove raspodele
 (t) =e- t, t 0
 0, t 0
 t
 (t)1
 (t) = P T t = 1 - e- t
 P T > t = e- t
 t
 (t)
 E T = 1/
 Var T = 1/ 2
 Ako su vremena izme|upojavqivawa doga|aja me|usobno statisti~ki
 nezavisna i podle`u eks. raspodeli
 sa parametromonda: broj doga|aja u kona-~nom vrem. intervalu tpodle`e Puasonovoj rasp.sa parametrom t.
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(t) =e- t, t 0
 0, t 0
 t
 (t)1
 (t) = P T t = 1 - e- t
 P T > t = e- t
 t
 (t)
 E T = 1/
 Var T = 1/ 2
 1. Funkc. gustine raspodele( t)n e - t
 n !Pn(t) = P N(t) = n =
 2. Funkc. raspodelen
 P N(t) n = k=0
 ( t)k e - t
 k !
 3. Matemati~ko o~ekivawe E N(t) = t
 4. Varijansa Var N(t) = ( t)2
 Uporedimokarakteristi~ne
 funkcijeza
 eksponencijalnu rasp.i
 Puasonovu raspodelu
 Odnos eksponencijalne i Puasonove raspodele
 Eksponenc. raspodelaPuasonova raspodela:
 1
 2
 3
 4
 - t
 n t
 n
 Eksponencijalna
 1. Funkcija gustine r
 e , t 0(t)
 0, t 0
 ( t
 Pousa
 )
 o
 aspode
 nov
 eP (t) P N(t) n
 n!
 e
 a
 l
 t
 T
 0
 t
 k tn
 k 0
 (t) P T t e d
 2. F
 T
 1
 unkcija raspod
 Eksponencijalna
 Pousaonova
 e
 ( t) eP N(t)
 k
 ele
 n!
 0 0
 Eksponencijalna
 1E T (T)dT
 3. Matemati~ko o~eki
 d
 E N(t) t
 vanje
 Puasonova
 2
 2
 0
 2
 1 1Var T (T) dT
 Var N(t)
 4. Var
 Eksponencijalna
 Pua
 ija
 t
 nsa
 sonova
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(t) =e- t, t 0
 0, t 0
 t
 (t)1
 (t) = P T t = 1 - e- t
 P T > t = e- t
 t
 (t)
 E T = 1/
 Var T = 1/ 2
 Odnos eksponencijalne i Puasonove raspodele
 = 0,05t = 50t = 2,5
 Fun. gustineraspodele
 Eksponencijalna
 Pn(t) = P N(t) = n =
 ( t) n e - t
 n !
 Puasonova
 Soft-ver
 = 0,3t = 50t = 15
 E:/OPERCIONA/SMO/Poisson.xls
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Odnos eksponencijalne i Puasonove raspodele
 eksponencijalna rasp. izme|u dva dolaskaimplicira Puasonovu rasp. dolazaka
 i obrnuto
 ako tok dolazaka Puasonov,onda vremena izme|u dva dolaskaeksponencijalno raspore|ena.
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Slagawe vi{e eksponencijal. raspodela
 Minimum nekoliko nezavisniheksponencijalno raspore|enihslu~ajnih veli~inaima tako|eeksponencijalnu raspodelu.
 Neka nezavisne eksponen. raspore|eneslu~ajne veli~ine T1, T2, .., Tmsa parametrima 1, 1, .., mneka slu~ajna veli~ina
 U = min T1, T2, .., Tm
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Slagawe vi{e eksponencijal. raspodela
 ako Ti vreme dok se ne desi neki doga|aj tipa itada U vreme dok se ne desi prvi od
 m razli~itih doga|aja
 P U > t = e - t
 gde = i m i
 Neka nezavisne eksponen. raspore|eneslu~ajne veli~ine T1, T2, .., Tmsa parametrima 1, 2, .., mNeka slu~ajna veli~ina
 U = min T1, T2, .., Tm
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Slagawe vi{e eksponencijal. raspodela
 Primer: dve vrste ma{ina A i Bako ekspon. vreme izme|u dva otkaza samat. o~ekivawima TA = 45dana, TB = 150dana
 broj ma{ina nA = 60, nB = 1200
 Odrediti verovatno}e da u jednom danu- ne}e biti otkaza (zahteva za servisom)- bi}e ta~no 1, 2 i 3 zahteva/dan- bi}e ne vi{e od 3 zahteva/dan
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Slagawe vi{e eksponencijal. raspodela
 Primer: dve vrste ma{ina A i Bako ekspon. vreme izme|u dva otkaza samat. o~ekivawima TA = 45dana, TB = 150danabroj ma{ina nA = 60, nB = 120
 SlediA = 1/ TA = 1/45 = 0,0222 dan-1
 B = 1/ TB = 1/150 = 0,0067 dan-1
 = nA A + nB B = 60•0,0222 + 120•0,0067
 = 2,1333 dan-1
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Slagawe vi{e eksponencijal. raspodela
 Primer: dve vrste ma{ina A i Bako ekspon. vreme izme|u dva otkaza samat. o~ekiv. TA = 45dana, TB = 150danabroj ma{ina nA = 60, nB = 120
 A = 0,0222
 B = 0,0067= 2,1333
 Verovatno}e broja zahtevaa) p0 = e - 2,1333 = 0,1184
 p1 = 2,1333 • e - 2,1333 = 0,2527
 p2 = (2,13332/2!) • e - 2,1333 = 0,2695
 p3 = (2,13333/3!) • e - 2,1333 = 0,1917
 b) Pm 3 = p0 + p1 + p2 + p3 = 0,8323.
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Razmatrana susvojstva i ulogaeksponencijalne raspodele
 definicije funkcija gustina raspodele odsustvo pam}ewa doga|aji u malim
 vremenskim intervalima odnos eksponencijalne i
 Puasonove raspodele slagawe vi{e eksponen-
 cijalnih raspodela
 3.
 Sadr`aj
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Proces ra|awa iumirawa
 op{ti pojmovi modeli procesa ra|awa
 i umrawa M/M/s M/M/s/K M/M/s///N
 4.
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Op{ti pojmovi
 n-1 n+1n0 21
 0 1 2 n-1 n n+1
 1 2 3 n n+1 n+2
 1. Za dato N(t) = n, raspodela verovatno}avremena koje }e sistem provesti u stawun dok se ne desi slede}e ra|awe (dolazak)je eksponencijalna sa raspodelom
 n, n = 1, 2, ..
 Pretpostavke
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Op{ti pojmovi
 2. Za dato N(t) = n, raspodela verovatno}avremena koje }e sistem provesti u stawun dok se ne desi slede}e umirawe (odla-zak) je eksponencijalna sa raspodelom
 n, n = 1, 2, ..
 3. Mo`e se desiti samo jedno ra|awe ilijedno umirawe u jednom trenutku.
 0 1 2 n-1 n n+1
 1 2 3 n n+1 n+2
 n-1 n+1n0 21
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Op{ti pojmovi
 Jednaki intenziteti ulazaka i izlazaka u ustaqenom stawu
 n-1 Pn-1 + n+1 Pn-1 = n Pn + n Pn
 n = 0, 1, 2, ..
 gde P nepoznate verovatno}e prela-zaka.
 0 1 2 n-1 n n+1
 1 2 3 n n+1 n+2
 n-1 n+1n0 21
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Op{ti pojmovi
 Pn = Cn P0 n = 1, 2, ..
 gde Cn = n = 1, 2, ..
 0 1 2 n-1 n n+1
 1 2 3 n n+1 n+2
 n-1 n+1n0 21
 n-1 n-2 … 0
 n-1 n-2 … 0
 Nepoznate verovatno}e prelazaka
 P0 =1
 1 + Cnn=1
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Op{ti pojmovi
 0 1 2 n-1 n n+1
 1 2 3 n n+1 n+2
 n-1 n+1n0 21
 L = n Pnn=0
 O~ekivani broj klijenata u sistemu 1
 O~ekivani broj klijenata u redu ~ekawa za sistem sa s kanala
 2
 Lq = (n-s)Pnn=s
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Op{ti pojmovi
 0 1 2 n-1 n n+1
 1 2 3 n n+1 n+2
 n-1 n+1n0 21
 O~ekivano vreme klijenta u sistemu 3
 gde
 prose~ni intenzitetdolazaka
 4
 W =L
 sr
 sr = n Pnn=s
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Op{ti pojmovi
 0 1 2 n-1 n n+1
 1 2 3 n n+1 n+2
 n-1 n+1n0 21
 O~ekivano vreme klijenta u sistemu 3
 O~ekivano vreme klijenta u redu ~ekawa za sistem sa s kanala
 5
 W =L
 sr
 Wq =Lq
 sr
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Model M/M/s
 n-1 n+1n0 21
 M/M/1 - jednokanalni sistem (s = 1)
 2 3 s s s
 s-1 s+1s0 21
 (s-1)
 M/M/s - vi{ekanalni sistem (s > 1)
 Puasonov tok dolazakaeksponecijalna raspodela uslu`ivawa
 1
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Model M/M/s /K
 n-1 n+1n0 21
 M/M/1/K - jednokanalni sistem (s = 1)
 M/M/s /K - vi{ekanalni sistem (s > 1)
 Ograni~en kapacitet na K klijenataPuasonov tok dolazaka, eksponecijalna raspodela uslu`ivawa
 K
 2 3 s s s
 s-1 s+1s0 21
 (s-1)
 K
 s
 2
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Model M/M/s ///N
 N (N-1) (N-n+1)
 n-1 n+1n0 21
 M/M/1///N - jednokanalni sistem (s = 1)
 M/M/s ///N - vi{ekanalni sistem (s > 1)
 Kona~na izvorna populacija sa N klijenataPuasonov tok dolazaka, eksponecijalna raspodela uslu`ivawa
 N
 (N-2) (N-n) (N-n-1)
 3
 2 3 s s s
 s-1 s+1s0 21
 (s-1)
 N
 s
 N (N-1) (N-s+1)(N-2) (N-s) (N-s-1)
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Ukazano je na procese ra|awa i umirawa op{ti pojmovi modeli procesa ra|awa
 i umrawa
 M/M/s M/M/s/K M/M/s///N
 4.
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Modeli R^ sane ekspoencijalnimraspodelama
 M/G/1 M/D/s M/Ek/s
 5.
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Modeli sa ne eksponen. raspodelama
 M/G/1 - jednokanalni sistem (s = 1)
 M/G/1/ /FIFO/
 1. Puasonov tok dolazaka (eksponecijalnaraspodela vremena izme|u dva dolaska)sa konstantnim intenzitetom dolazaka
 2. Vremena uslu`ivawa su me|usobno neza-visna i imaju proizvoqnu raspodelu ~ijeje o~ekivawe 1/ i varijansa 2
 3. s = 1 (jedan kanal), K = (neograni~en kapacitet),
 pravilo usluge prvi do{ao prvi uslu`enN = (izvorna populacija neograni~ena)
 1
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sledi P0 = 1 -
 Modeli sa ne eksponen. raspodelama
 M/G/1 - jednokanalni sistem (s = 1)
 M/G/1/ /FIFO/
 Ustaqeno stawe ako je = < 1
 Lq =2 2 + 2
 2 (1- )
 L = + Lq Wq =Lq 1 W = Wq +
 1
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2
 Modeli sa ne eksponen. raspodelama
 s = < 1, s > 1
 Model M/D/s
 slo`eni postupci za
 ako s = 1 va`i Lq =2
 2 (1- )
 3Model M/Ek/s
 Erlangova raspodela sa funkcijom gustine k
 k 1 k tk(t) t e
 k 1 !
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Ukazano je na modele R^ sa ne ekspoencijalnim raspodelama
 M/G/1 M/D/s M/Ek/s
 5.
 Sadr`aj
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Odabrani primeri
 SMO jednokanalni SMO vi{ekanalni SMO
 neograni~ena i ograni~enapopulacija
 neograni~eni i ograni~enikapaciteti
 6.
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Osnovni parametri SMO
 SMO karakteri{u slu~ajne veli~ine tok dolazaka
 tok uslu`ivawa.
 Naj~e{}e tok dolazaka
 puasonova raspodela
 tok uslu`ivawa eksponencijalna raspodela
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napu-{tawe
 Jednokanalni SMO
 Izvorzahteva
 Mehanizamuslu`ivawa
 red ~ekawa
 0
 A( ) = P T
 = 1 - e -
 = + hgde h 0 kada 0
 Verovatno}a dolaska u intervalu 0,ako u sistemu nema klijenata
 1
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Nema dolaz. u 0,
 A( ) = + h
 0
 Jednokanalni SMO
 Verovatno}a prvogdolaska u int. t, t+ je
 t +0 t
 e - tA( )
 gde e - t - verov. da nema dolazaka u int. 0, t
 za 0 ostaje A( )
 2 1
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Pretpostavka:
 proizvoqan broj dola-zaka pre int. t, t+
 3
 Prvi dol. u t,t+
 e - t A( ) A( )
 Jednokanalni SMO
 tL
 Nema dolaz. u 0,
 A( ) = + h
 0
 1
 2
 t+0 t
 Potrebna nova ta~kana vremenskoj osi
 t +0 t
 Verov. nijedan dolazak u tL,t je- (t-tL)e
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Pretpostavka:
 proizvoqan broj dola-zaka pre int. t, t+
 4
 prvi dol. u t,t+
 e - t A( ) A( )
 Jednokanalni SMO
 nema dolaz. u 0,
 A( ) = + h
 0
 1
 2
 t+0 t
 tL t +0 t
 nema dol. u tL,t3- (t-tL)e
 Verov. slede}i dol.U t, t+ je
 - (t-tL)e A( )
 ?
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Jednokanalni SMO
 prvi dol. u t,t+
 e - t A( ) A( )
 nema dolaz. u 0,
 A( ) = + h
 0
 1
 2
 t+0 t
 proizv. dol. u 0,tLnema dol. u tL,t
 - (t-tL)e
 t+0 t tL
 A( ) = + h
 Ista verovatno}aprvi dolazak u t,t+(nema dolazaka u 0,t )2
 slede}i dolazak u t,t+ako proizvoqno dolazaka
 pre t,t+
 4
 A( ) = za malojer h 0 kada 0
 3
 Ista verovatno}a
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Jednokanalni SMO
 Verovatno}a dolazaka
 A( ) = + h, - intenzitet dolazaka
 Analogno se pokazuje
 verovatno}a odlazaka
 B( ) = + h, - intenzitet uslu`ivawa
 Zna~ajan pokazateq efikasnosti
 Faktor uslu`ivawa =
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Jednokanalni SMO
 Zna~ajan pokazateq efikasnosti
 Faktor uslu`ivawa =
 < 1, ( > ) SMO obezbe|uje usluge, ali
 stvara se nagomilavawe
 (red ~ekawa) za vredn. blizu 1
 1, ( ) nagomilavawe seneograni~eno uve}ava u vremenusa sve ve}im .
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Jednokanalni SMO
 Zna~ajni doga|aji za stawe SMONema klijenata u trenutku t+
 Razlozi (verovatno}e drugih zanemarqive)
 1. SMO prazan u t i nema dolazaka u t,t+verovatno}a
 1 - A( )
 2. Jedan klijent u t i jedan odlazak u t,t+verovatno}a
 B( ) 1 - A( )
 Razlozi
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Jednokanalni SMO
 Zna~ajni doga|aji za stawe SMONema klijenata u trenutku t+
 va`i:
 p0 (t + ) = p0 (t) 1 - A( )
 + p1 (t) B( ) 1 - A( )
 + h
 Sledi:
 - p0 + p1 = 0
 Dokazi?
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Jednokanalni SMO
 Stawe SMO u t Doga|aji u t,t+ Verovatno}a doga|aja
 n-1 1 dolaz., 0 odlaz. A( ) 1 - B( )
 n 1 dolaz., 0 odlaz. 1 - A( ) 1 - B( )
 n+1 0 dolaz., 1 odlaz. 1 - A( ) B( )
 Op{ti slu~ajn > 0 klijenata u trenutku t+
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Jednokanalni SMO
 Op{ti slu~ajn > 0 klijenata u trenutku t+
 Sledi verovatno}a:
 pn (t + ) = pn-1(t) A( ) 1 - B( )+ pn (t) 1 - A( ) 1 - B( )
 + pn+1(t) B( ) 1 - A( ) ,n = 1, 2, ...Sledi, ako nema klijenata u trenutku t+
 - p0 + p1 = 0Slo`eno izlagawe, izvo|ewe formula i
 dokaza. Razumqivije su ilustroacije, primeri !
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n = 0, nema klijenata u trenutku t+p0 (t + ) = p0 (t) 1 - A( )
 + p1 (t) B( ) 1 - A( )
 + h
 n > 0 klijenata u trenutku t+
 pn (t + ) = pn-1(t) A( ) 1 - B( )+ pn (t) 1 - A( ) 1 - B( )
 + pn+1(t) B( ) 1 - A( ) ,n = 1, 2, ...
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n = 0, nema klijenata u trenutku t+- p0 + p1 = 0 (p1 = ?)
 n > 0 klijenata u trenutku t+- pn-1 + ( + ) pn + pn+1 = 0n = 1, 2, ...
 Sistem jedna~ina
 Sledi rekurentna relacijaza verovatno}e
 pn = pn-1, n = 1, 2, …(jednostavna relacija)
 Uslov
 (suma opadaju}eg reda)
 Sledi: p0 = 1 -
 n
 n 0
 p 1
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PRIMERI
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Jednokanalni SMO - primeri
 P-1. Regulacija stajnog trapa
 Dolazak ( ): prose~no 40 aut. u toku 8 sati
 Usluga ( ): prose~no 10 min.
 Analiza
 1. Intenzitet dolazaka = 40/8 = 5 aut/sat
 2. Intenzitet usluge = 60/10 = 6 aut/sat
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Jednokanalni SMO - primeri
 P-1. Regulacija stajnog trapa
 Dolazak 40aut./8sat, = 5aut./sat, Usluga = 10 min.
 3. Faktor usluge =
 4. Sredwi broj aut. u sistemu
 T = =1-
 5/6
 1- 5/6= 5 aut
 = 5/6 = 0,833
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Jednokanalni SMO - primeri
 P-1. Regulacija stajnog trapa
 Dolazak 40aut./8sat, = 5aut./sat, Usluga = 10 min.
 5. Sredwi broj aut. na servisirawu
 (kojima se pru`a usluga)
 S = 0 p0 + 1 p1
 = 0 (1- ) + 1 = = 5/6
 3. fakt. usluge
 = /= 5/6
 = 0,8334. sr.br. u sist.
 T = 5 aut
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6. Sredwi broj aut. koji ~ekaju(broj aut. u redu)
 Q =
 Jednokanalni SMO - primeri
 P-1. Regulacija stajnog trapa
 Dolazak 40aut./8sat, = 5aut./sat, Usluga = 10 min.
 3. fakt. usluge
 = /= 5/6
 = 0,8334. sr.br. u sist.
 T = 5 aut
 5. sr.br. na usl.
 S = 0,8331-
 - =2
 1-
 = 25/6 = 4,6667
 T - S
 =

Page 138
                        

7. Sredwe vreme ~ekawa aut.na uslugu (sred. vreme u redu)
 W* =
 Jednokanalni SMO - primeri
 P-1. Regulacija stajnog trapa
 Dolazak 40aut./8sat, = 5aut./sat, Usluga = 10 min.
 3. fakt. usluge
 = /= 5/6
 = 0,8334. sr.br. u sist.
 T = 5 aut5 . sr.br. na usl.
 S = 0,8336. sr.br. ~ekaju
 Q = 4,667
 1Q
 =1
 1-
 = 0,834 sati = 50 min.
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7. Sredwe vreme ~ekawa aut.na uslugu, u redu
 W* = = 50 min.
 Jednokanalni SMO - primeri
 P-1. Regulacija stajnog trapa
 1Q
 = 5aut./sat= 10 min.
 8. Sredwe vrene zadr`avawaaut. u sevisu, sistemu
 W =
 1 1-
 1 1
 1-
 1W* +
 = 1 sat = 60 min.
 3. fakt. usluge
 = /= 5/6
 = 0,8334. sr.br. u sist.
 T = 5 aut5 . sr.br. na usl.
 S = 0,833 6. sr.br. ~ekaju
 Q = 4,667
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Ponoviti prora~un !
 A za uslugu 12min/auto ?Softverska realizacija
 Jednokanalni SMO - primeri
 P-2. Regulacija stajnog trapa = 5aut./sat= 10 min.
 3. fakt. usluge
 = 0,8334. sr.br. u sist.
 T = 5 aut5 . sr.br. na usl.
 S = 0,833 6. sr.br. ~ekaju
 Q = 4,6677. sr.vr. ~ekawa
 W*= 50 min.
 8. sr.vr. u sist.
 W = 60 min
 Polazni podatakDolazak 40aut./8sat.[ta ako se zahteva prora~unza radno vreme 7,5sati ?
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Jednokanalni SMO - primeri
 P-2. Regulacija stajnog trapa = 5aut./sat= 10 min.
 Slo`enija analiza (optimizacija)zahtevi:a) da prose~no ~ekawe = 3 aut.
 (ne vi{e od 3)
 b) koji su finansijki. efekti za a)ako tro{ak servisa 25 din. za uslugu od 10 min. i smawe vremena uve}ava tro{kove
 2 din. za (svaki) 1 min.
 c) da verovatno}a prisustva 4 i vi{eaut. u servisu ne ve}a od 0,20.
 3. fakt. usluge
 = 0,8334. sr.br. u sist.
 T = 5 aut5 . sr.br. na usl.
 S = 0,833 6. sr.br. ~ekaju
 Q = 4,6677. sr.vr. ~ekawa
 W*= 50 min.
 8. sr.vr. u sist.
 W = 60 min
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Jednokanalni SMO - primeri
 P-2. Regulacija stajnog trapa = 5aut./sat= 10 min.
 3. fakt. usluge
 = 0,8334. sr.br. u sist.
 T = 5 aut5 . sr.br. na usl.
 S = 0,833 6. sr.br. ~ekaju
 Q = 4,6677. sr.vr. ~ekawa
 W*= 50 min.
 8. sr.vr. u sist.
 W = 60 min
 2
 11 2
 1
 2
 1 1
 Q 31
 3 3 0
 Potrebno je prora~unatiostale parametre
 a) prose~no ~ekawe = 3 aut.
 1 = 0,791
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Koristiti softver sa novim 1
 1
 1
 5
 0,791
 a.1) prose~na brzina usluge
 Jednokanalni SMO - primeri
 1 = 6,321 aut/sat
 P-2. Regulacija stajnog trapa = 5aut./sat= 10 min.
 3. fakt. usluge
 = 0,8334. sr.br. u sist.
 T = 5 aut5 . sr.br. na usl.
 S = 0,833 6. sr.br. ~ekaju
 Q = 4,6677. sr.vr. ~ekawa
 W*= 50 min.
 8. sr.vr. u sist.
 W = 60 min
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Jednokanalni SMO - primeri
 a.2) sredwe vremeservisirawa/usluge
 1
 1 1
 6,321
 = 0,1528 sata
 = 9,942 min/aut
 P-2. Regulacija stajnog trapa = 5aut./sat= 10 min.
 3. fakt. usluge
 = 0,8334. sr.br. u sist.
 T = 5 aut5 . sr.br. na usl.
 S = 0,833 6. sr.br. ~ekaju
 Q = 4,6677. sr.vr. ~ekawa
 W*= 50 min.
 8. sr.vr. u sist.
 W = 60 min
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b) koji su finansijki. efektiako tro{ak servisa 25 din. za uslugu od 10 min. i smawe vremena uve}ava tro{kove
 2 din. za (svaki) 1 min.
 Jednokanalni SMO - primeri
 P-2. Regulacija stajnog trapa = 5aut./sat= 10 min.
 3. fakt. usluge
 = 0,8334. sr.br. u sist.
 T = 5 aut5 . sr.br. na usl.
 S = 0,833 6. sr.br. ~ekaju
 Q = 4,6677. sr.vr. ~ekawa
 W*= 50 min.
 8. sr.vr. u sist.
 W = 60 min
 b.2) sredwe skra}ewe usluge
 1
 1 1= 10 - 9,492
 = 0,508 min/aut
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b) koji su finansijki. efektiako tro{ak servisa 25 din. za uslugu od 10 min. i smawe vremena uve}ava tro{kove
 2 din. za (svaki) 1 min.
 Jednokanalni SMO - primeri
 P-2. Regulacija stajnog trapa = 5aut./sat= 10 min.
 3. fakt. usluge
 = 0,8334. sr.br. u sist.
 T = 5 aut5 . sr.br. na usl.
 S = 0,833 6. sr.br. ~ekaju
 Q = 4,6677. sr.vr. ~ekawa
 W*= 50 min.
 8. sr.vr. u sist.
 W = 60 min
 b.3) tro{kovi
 25 + 0,508 2 = 26,016din/aut
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Jednokanalni SMO - primeri
 P-2. Regulacija stajnog trapa = 5aut./sat= 10 min.
 c.1) verovatno}a da nema aut.
 p0 = 1 - 1 = 1 - 0,791 = 0,291
 c) verovatno}a prisustva 4 i vi{e
 aut. u servisu ne ve}a od 0,20.3. fakt. usluge
 = 0,8334. sr.br. u sist.
 T = 5 aut5 . sr.br. na usl.
 S = 0,833 6. sr.br. ~ekaju
 Q = 4,6677. sr.vr. ~ekawa
 W*= 50 min.
 8. sr.vr. u sist.
 W = 60 min
 Verovatno}a da }e
 sistem biti prazan je 29,10%
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Jednokanalni SMO - primeri
 P-2. Regulacija stajnog trapa = 5aut./sat= 10 min.
 c.2) uslov 4 i vi{e (ili 3 i mawe)
 c) verovatno}a prisustva 4 i vi{e
 aut. u servisu ne ve}a od 0,20.3. fakt. usluge
 = 0,8334. sr.br. u sist.
 T = 5 aut5 . sr.br. na usl.
 S = 0,833 6. sr.br. ~ekaju
 Q = 4,6677. sr.vr. ~ekawa
 W*= 50 min.
 8. sr.vr. u sist.
 W = 60 min
 n
 n 4
 p 0,20
 1 - (p0 + p1 + p2 + p3) 0,202 3
 2 2 2 2 2 2 21 (1 ) (1 ) (1 ) (1 )
 24 0,20 daje 2 = 0,669
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Jednokanalni SMO - primeri
 P-2. Regulacija stajnog trapa = 5aut./sat= 10 min.
 c.3) prose~na brzina usluge
 za 2 = 0,669 mora biti
 c) verovatno}a prisustva 4 i vi{e
 aut. u servisu ne ve}a od 0,20.3. fakt. usluge
 = 0,8334. sr.br. u sist.
 T = 5 aut5 . sr.br. na usl.
 S = 0,833 6. sr.br. ~ekaju
 Q = 4,6677. sr.vr. ~ekawa
 W*= 50 min.
 8. sr.vr. u sist.
 W = 60 min
 2
 2
 5
 0,669
 = 7,474 aut/sat
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Jednokanalni SMO - primeri
 P-2. Regulacija stajnog trapa = 5aut./sat= 10 min.
 c.4) sredwe vreme usluge
 za 2 = 0,669 mora biti
 2 = 7,474 aut/sat
 c) verovatno}a prisustva 4 i vi{e
 aut. u servisu ne ve}a od 0,20.3. fakt. usluge
 = 0,8334. sr.br. u sist.
 T = 5 aut5 . sr.br. na usl.
 S = 0,833 6. sr.br. ~ekaju
 Q = 4,6677. sr.vr. ~ekawa
 W*= 50 min.
 8. sr.vr. u sist.
 W = 60 min
 = 0,134 sat/aut
 = 0,134 min/aut2
 1 1
 7,474
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Jednokanalni SMO - primeri
 P-2. Regulacija stajnog trapa = 5aut./sat= 10 min.
 c.5) tro{kovi ranije
 25 + 0,508 2 = 26,016
 c) verovatno}a prisustva 4 i vi{e
 aut. u servisu ne ve}a od 0,20.3. fakt. usluge
 = 0,8334. sr.br. u sist.
 T = 5 aut5 . sr.br. na usl.
 S = 0,833 6. sr.br. ~ekaju
 Q = 4,6677. sr.vr. ~ekawa
 W*= 50 min.
 8. sr.vr. u sist.
 W = 60 min
 25 + (1-8,028) 2 = 28,944din/aut
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Jednokanalni SMO - primeri
 P-2. Regulacija stajnog trapa = 5aut./sat= 10 min.
 c.6) verovatno}a nezauzetostiservisa (da prazan sistem)
 c) verovatno}a prisustva 4 i vi{e
 aut. u servisu ne ve}a od 0,20.3. fakt. usluge
 = 0,8334. sr.br. u sist.
 T = 5 aut5 . sr.br. na usl.
 S = 0,833 6. sr.br. ~ekaju
 Q = 4,6677. sr.vr. ~ekawa
 W*= 50 min.
 8. sr.vr. u sist.
 W = 60 min
 p0 = 1 - 2 = 1 - 0,669 = 0,331
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P-3. Analiza nusproizvoda visoke pe}i
 Jednokanalni SMO - primeri
 Odreditia) parametre sistema rada u laboratorijib) tro{kove svo|ewa sredweg br. uzoraka
 koji ~ekaju na ispitivawe na 1/2
 Za laboratoriju 192 uzoraka u toku 24 ~asa
 hemijsko ispitivawe traje 5 min/uzorak
 kapacitet laboratorije 1 uzorak
 cena analize 1 uzorak
 500 din/uzorak za 5 min
 150 din /uzorak za 1 min skra}ewa
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P-3. Analiza nusproizvoda visoke pe}i
 Jednokanalni SMO - primeri
 192 uzoraka za 24 ~asavreme rada laboratorije
 5 min/uzorak
 cena:500 din/uzorak za 5 min150 din /uzorak za 1 min skra}ewa
 Analiza a)
 1. Intenzitet dolazaka (pristizawa) uzoraka
 = 192/24 = 8 uzorak/sat
 2. Intenzitet usluge, brzina usluge (pregleda)
 = 60/5 = 12 uzorak/sat
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Jednokanalni SMO - primeri
 P-3. Analiza visoke pe}i192 uzoraka za 24 ~asavreme rada laborator.
 5 min/uzorak
 cena:500 din/uzorak za 5 min150 din /uzorak za
 1 min skra}ewa
 = 8uzor/sat= 12uzor/sat
 Koristiti program za
 Primer-1
 sa parametrima za
 Primer-3
 Analiza a)
 E:/OPERCIONA/SMO/Zad_1k.xls
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Jednokanalni SMO - primeri
 P-3. Analiza visoke pe}i192 uzoraka za 24 ~asavreme rada laborator.
 5 min/uzorak
 cena:500 din/uzorak za 5 min150 din /uzorak za
 1 min skra}ewa
 = 8uzor/sat= 12uzor/sat
 b) tro{kovi svo|ewa sredweg br. uzorakakoji ~ekaju na ispitivawe na 1/2
 2
 11 2
 1
 1Q
 1 21 = 0,5
 Koristiti program za Primer-1 sa parametrima za Primer-3
 E:/OPERCIONA/SMO/Zad_1k.xls
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Jednokanalni SMO - primeri
 P-3. Analiza visoke pe}i192 uzoraka za 24 ~asavreme rada laborator.
 5 min/uzorak
 cena:500 din/uzorak za 5 min150 din /uzorak za
 1 min skra}ewa
 = 8uzor/sat= 12uzor/sat
 b) tro{kovi svo|ewa sredweg br.uzorakakoji ~ekaju naispitivawe
 na 1/2
 1 = 0,5
 Koristiti program za Primer-1 sa parametrima za Primer-3
 1 = / 1 = 16 uzor/sat
 sredwa brzina analize
 60/ 1 = 3,75 min/uzor
 E:/OPERCIONA/SMO/Zad_1k.xls
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Jednokanalni SMO - primeri
 P-3. Analiza visoke pe}i192 uzoraka za 24 ~asavreme rada laborator.
 5 min/uzorak
 cena:500 din/uzorak za 5 min150 din /uzorak za
 1 min skra}ewa
 = 8uzor/sat= 12uzor/sat
 smawewe trajawa analize
 5 - 3,75 = 1,25 min/uzor
 sredwa brzina analize
 60/ 1 = 3,75 min/uzor
 tro{kovi500 + 1,25150 = 687,5 din/uzor
 b) tro{kovi svo|ewa sredweg br.uzorakakoji ~ekaju naispitivawe
 na 1/2
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P-4. Odr`avawe ma{ina
 Jednokanalni SMO - primeri
 Odreditia) re`ime uslu`ivawa (popravki)b) tro{kove usled gubitaka ~ekawa ma{ine
 na popravku, ako stajawe ma{ine 2000 din/dan neanga`ovawe radnika 850 din/dan
 Pogon sa tri grupe ma{inam-1 20 kom, m-2 30 kom, m-3 30 komstatisti~ki utvr|eno 20 kvar/mes za svaku grupuopravka 2,5 sata/kvarjedan radnik odr`avawa
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P-4. Odr`avawe ma{ina
 Jednokanalni SMO - primeri
 a) analiza re`ima uslu`ivawa (popravki)
 Pogon sa tri grupe ma{inam-1 20 kom, m-2 30 kom, m-3 30 komstatisti~ki utvr|eno 20 kvar/mes za svaku grupuopravka 2,5 sata/kvarjedan radnik odr`avawa
 potrebni polazni parametri: i
 1. ukupno 3 20 = 60 kvar/mes2. intenzitet = 60/30 = 2 kvar/dan3. intenzitet = 8/2,5 = 3,2 kvar/dan
 Koristiti program
 E:/OPERCIONA/SMO/Zad_1k.xls
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P-4. Odr`avawe ma{ina
 Jednokanalni SMO - primeri
 Pogon sa tri grupe ma{inam-1 20 kom, m-2 30 kom, m-3 30 komstatisti~ki utvr|eno 20 kvar/mes za svaku grupuopravka 2,5 sata/kvarjedan radnik odr`avawa
 1. sredwi broj ma{ina koje ne rade: 1,667sredwi tro{k. 20001,667 = 2334 din/dan
 2. Verovatno}a da je sistem prazan: p0 = 0,375
 sredwi tro{kovi usled neanga`ovawaradnika 8500,375 = 318,75 din/dan
 b) tro{kove usled gubitaka ~ekawa ma{inena popravku, ako stajawe ma{ine 2000 din/dan neanga`ovawe radnika 850 din/dan
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Neka:
 m = 5 broj mesta u redu= 1,6 dolazaka/min, klijenat/min= 1,25 min/klijenat= 1/1,25 = 0,8 klijenat/min
 P-5. Ograni~ena du`ina redasistem sa otkazom, ograni~enim
 kapacitetom
 Jednokanalni SMO - primeri
 = 2
 m = 5 uslovqava kapacitet sisteman = 0, 1, 2, ..., m +1 (= 6) broj klijenatapotrebno odrediti verovatno}e ovih doga|aja
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P-5. Ograni~ena du`ina reda
 Jednokanalni SMO - primeri
 m = 5 broj mesta u redu= 1,6 klijenat/min= 0,8 klijenat/min
 = 2 n 0,6
 Poznato da va`i:
 pn = n p0, n = 0, 1, 2, ...
 Klijent ne}e dobiti uslugu ako u sistemuima m +1 = 6 klijenata (5 u redu, 1 na usluzi)
 pokt = p6 verovatno}a otkaza
 pusl = 1 - potk verovatno}a uslu`ivawa
 45
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Apsolutna propusna sposobnost
 R = r = 0,78 klijen/min = 46,8 klijen/sat
 P-5. Ograni~ena du`ina reda
 Jednokanalni SMO - primeri
 m = 5 broj mesta u redu= 1,6 klijenat/min= 0,8 klijenat/min
 = 2n 0,6
 Relativna propusna sposobnost sistema(odnos uslu`enih i broja koji tra`e uslugu)
 r = pusl = 48%
 pokt = p6 = 0,512pusl = 1 - potk = 0,488
 6
 7
 Nominalna propusna sposobnost
 Rnom = = 48 klijen/sat
 Dolasci nisuslu~ajni, ve}jedno za drugimu intervalima
 8
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Sredwi broj klijenata na uslu`ivawu
 (na usluzi 1 ili 0) S = 0p0 + 1p1
 P-5. Ograni~ena du`ina reda
 Jednokanalni SMO - primeri
 m = 5 broj mesta u redu= 1,6 klijenat/min= 0,8 klijenat/min
 = 2n 0,6
 Sredwi broj klijenata u redu(suma proizvoda broja vozila i verovatno}a dolazaka
 Q = 1p1 + 2p2 + .. + (m+1)pm+1
 pokt = p6 = 0,512pusl = 1 - potk = 0,488
 9
 10
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pokt = p6 = 0,512pusl = 1 - potk = 0,488
 P-5. Ograni~ena du`ina reda
 Jednokanalni SMO - primeri
 m = 5 broj mesta u redu= 1,6 klijenat/min= 0,8 klijenat/min
 = 2n 0,6
 Sredwe vreme u redu(zavisi od broja ranije prispelih klijenata) 11
 Br. klijen. u sistemu ^ekawe novog klijen.
 12 1/3 2/
 m = 5 (m-1)/
 0 0
 m+1 = 6 0
 W* = Q/
 Verovatno}edola-zakakli-jenata
 p0
 p1
 p2
 p3
 p5
 p6
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Sredwe vreme u sistemuzbir sredweg vremena ~ekawa i sredweg vremena uslugeimaju}i na umu da nema usluge ako n = m+1
 m = 5 broj mesta u redu= 1,6 klijenat/min= 0,8 klijenat/min
 pokt = p6 = 0,512pusl = 1 - potk = 0,488
 P-5. Ograni~ena du`ina reda
 Jednokanalni SMO - primeri
 = 2n 0,6
 12
 m 1 m 1
 1W W * 0 p (1 p )
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Sredwe vreme nezauzetosti sistemap0 = 0,008 = 0,8%
 m = 5 broj mesta u redu= 1,6 klijenat/min= 0,8 klijenat/min
 pokt = p6 = 0,512pusl = 1 - potk = 0,488
 P-5. Ograni~ena du`ina reda
 Jednokanalni SMO - primeri
 = 2n 0,6
 13
 Ako p0 = 0,008 = 0,8%, za{to verovatno}a usluge
 pusl = 1 - potk = 0,488 = 48,8%
 Zakqu~ak: pove}ati brzinu uslu`ivawa i/ili pove}ati broj kanala uslu`ivawa
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Vi{ekanalni SMO
 Mehanizam: uslu`ivawa
 1
 2
 k
 k - broj kanala uslu`ivawam - broj uslu`enih klijenata
 u svakom trenutku mo`ebiti 0 m k
 *k
 * - faktor uslu`ivawa sistema
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Mehanizam: uslu`ivawa
 1
 2
 k
 Vi{ekanalni SMO
 k - broj kanala uslu`ivawam - broj uslu`enih klijenata * - faktor uslu`ivawa sistema
 Prisutna je fleksibilnost/slo`enostproblema, jer se mo`e projektovatipotreban broj kanala uslu`ivawa
 *k
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Vi{ekanalni SMO - primeri
 P-1. Nulti servis i tehn. pregled
 Proizvodi se 15 ure|aja dnevno k = 3 kanala za nulti servis i teh.pr. 1 sat/ure|aj - prose~no vreme usluge efektivno vreme rada 7,5 ~as stav o ekonomi~nosti
 ~ekawe mah 10 min/ure|ajzauzetost kanala min. 85% rad.vrem.
 Da li su dovoqna 3 kanala ilipove}ati broj kanala ?
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Vi{ekanalni SMO - primeri
 P-1. Nulti servis i tehn. pregled Proizvodi se 15 ure|aja dnevno k = 3 kanala za nulti servis i teh.pr. 1 sat/ure|aj - prose~no vreme usluge efektivno vreme rada 7,5 ~as
 Analiza= 15/7,5 = 2 ure|/sat - intez. toka dolazaka
 = 1 ure|/kanal - intenzitet toka odlazaka
 = / = 2 - faktor uslu`ivawa po kanalu* = / k = 2/3 - faktor uslu`ivawa sistema
 Ograni-~ena
 popula-cija
 1 2 3 4
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Vi{ekanalni SMO - primeri
 P-1. Nulti servis i tehn. pregled Proizvodi se 15 ure|aja dnevno k = 3 kanala za nulti servis i teh.pr. 1 sat/ure|aj - prose~no vreme usluge efektivno vreme rada 7,5 ~as
 = 15/7,5 = 2 ure|/sat= 1 ure|/kanal= / = 2* = / k = 2/3
 0 n kk
 n 0
 1p
 *
 n! k! 1 *
 0 n kk
 n 0
 1p
 *
 n! k! 1 *
 n 1
 n
 n 1
 p n kp n
 * p n k
 n 1
 n
 n 1
 p n kp n
 * p n k
 Verovatno}e pojavqivawaure|aja u sistem servisirawa
 5
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Vi{ekanalni SMO - primeri
 P-1. Nulti servis i tehn. pregled Proizvodi se 15 ure|aja dnevno k = 3 kanala za nulti servis i teh.pr. 1 sat/ure|aj - prose~no vreme usluge efektivno vreme rada 7,5 ~as
 = 15/7,5 = 2 ure|/sat= 1 ure|/kanal= / = 2* = / k = 2/3
 0 n kk
 n 0
 1p
 *
 n! k! 1 *
 n 1
 n
 n 1
 p n kp n
 * p n k
 Sledi:
 p0 = 1 / 9p1 = 2 / 9p2 = 2 / 9p3 = 4 / 27p4 = 2 / 27
 5
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Vi{ekanalni SMO - primeri
 P-1. Nulti servis i tehn. pregled Proizvodi se 15 ure|aja dnevno k = 3 kanala za nulti servis i teh.pr. 1 sat/ure|aj - prose~no vreme usluge efektivno vreme rada 7,5 ~as
 = 15/7,5 = 2 ure|/sat= 1 ure|/kanal= / = 2* = / k = 2/3
 p0 = 1 / 9p1 = 2 / 9p2 = 2 / 9p3 = 4 / 27p4 = 2 / 27
 Sredwi broj ure|aja koji ~ekajuna servis 6
 k
 02
 *Q p
 k! (1 *)= 8/9
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Vi{ekanalni SMO - primeri
 P-1. Nulti servis i tehn. pregled Proizvodi se 15 ure|aja dnevno k = 3 kanala za nulti servis i teh.pr. 1 sat/ure|aj - prose~no vreme usluge efektivno vreme rada 7,5 ~as
 = 15/7,5 = 2 ure|/sat= 1 ure|/kanal= / = 2* = / k = 2/3
 p0 = 1 / 9p1 = 2 / 9p2 = 2 / 9p3 = 4 / 27p4 = 2 / 27
 Sredwi broj ure|ajana servisirawu 6
 k 1 k 1
 m m
 m 1 m 0
 S m p k 1 p
 S = 2 Va`i S = = 2 Q = 8/9
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Vi{ekanalni SMO - primeri
 P-1. Nulti servis i tehn. pregled Proizvodi se 15 ure|aja dnevno k = 3 kanala za nulti servis i teh.pr. 1 sat/ure|aj - prose~no vreme usluge efektivno vreme rada 7,5 ~as
 = 15/7,5 = 2 ure|/sat= 1 ure|/kanal= / =2, * = /k =2/3
 p0 = 1 / 9p1 = 2 / 9p2 = 2 / 9p3 = 4 / 27p4 = 2 / 27
 Sredwi broj ure|ajau servisu
 T = Q + S = 26/9
 Q = 8/9S = = 2
 7
 = 15/7,5 = 2 ure|/sat= 1 ure|/kanal= / =2, * = /k =2/3
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Vi{ekanalni SMO - primeri
 P-1. Nulti servis i tehn. pregled Proizvodi se 15 ure|aja dnevno k = 3 kanala za nulti servis i teh.pr. 1 sat/ure|aj - prose~no vreme usluge efektivno vreme rada 7,5 ~as
 p0 = 1 / 9Sredwe vreme ~ekawa ure|ajaba servis
 W* = Q / = 4/9 sata
 = 26,67 min
 Q = 8/9S = 2T =26/9
 8
 = 15/7,5 = 2 ure|/sat= 1 ure|/kanal= / =2, * = /k =2/3
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Vi{ekanalni SMO - primeri
 P-1. Nulti servis i tehn. pregled Proizvodi se 15 ure|aja dnevno k = 3 kanala za nulti servis i teh.pr. 1 sat/ure|aj - prose~no vreme usluge efektivno vreme rada 7,5 ~as
 p0 = 1 / 9Sredwe vreme zadr`avawaure|aja u servisu
 9
 W = W* + 1/ = 13/9 sati
 = 86,67 min
 Q = 8/9S = 2T =26/9
 W* = 26,67
 = 15/7,5 = 2 ure|/sat= 1 ure|/kanal= / =2, * = /k =2/3
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Vi{ekanalni SMO - primeri
 P-1. Nulti servis i tehn. pregled Proizvodi se 15 ure|aja dnevno k = 3 kanala za nulti servis i teh.pr. 1 sat/ure|aj - prose~no vreme usluge efektivno vreme rada 7,5 ~as
 p0 = 1 / 9Procenat vremenazauzetosti kanala
 10
 S/k = 2/3 = 66,67%
 Q = 8/9S = 2T =26/9
 W* = 26,67W = 86,67
 Procenat vremenanezauzetosti kanala
 1 - S/k = 1/3 = 34% 11
 Zahtevza ~ekaweW* 10 min
 15 %
 = 15/7,5 = 2 ure|/sat= 1 ure|/kanal= / =2, * = /k =2/3
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Vi{ekanalni SMO - primeri
 P-1. Nulti servis i tehn. pregled Proizvodi se 15 ure|aja dnevno k = 3 kanala za nulti servis i teh.pr. 1 sat/ure|aj - prose~no vreme usluge efektivno vreme rada 7,5 ~as
 p0 = 1 / 9Da li mogu da se ispune zahtevi:1) zauzetost kanala
 S/k = 2/k 0,852) ~ekawe
 W* = Q / 10 min
 Q = 8/9S = 2T =26/9
 W* = 26,67W = 86,67
 S/k =0,6667
 k
 02
 *Q p
 k! (1 *)
 = 15/7,5 = 2 ure|/sat= 1 ure|/kanal= / =2, * = /k =2/3
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k
 02
 Q 1 *p 10
 k! (1 *)
 Vi{ekanalni SMO - primeri
 P-1. Nulti servis i tehn. pregled Proizvodi se 15 ure|aja dnevno k = 3 kanala za nulti servis i teh.pr. 1 sat/ure|aj - prose~no vreme usluge efektivno vreme rada 7,5 ~as
 p0 = 1 / 9Da li mogu da se ispune zahtevi:
 S/k = 2 / k 0,85W* = Q / 10 min
 Q = 8/9S = 2T =26/9
 W* = 26,67W = 86,67
 S/k =0,6667
 = 15/7,5 = 2 ure|/sat= 1 ure|/kanal= / =2, * = /k =2/3
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Proizvodi se 15 ure|aja dnevno k = 3 kanala za nulti servis i teh.pr. 1 sat/ure|aj - prose~no vreme usluge efektivno vreme rada 7,5 ~as
 k
 02
 21 2 k p 102 k! 2
 1k
 20,85
 k
 S/k =0,6667
 P-1. Nulti servis i tehn. pregled
 Vi{ekanalni SMO - primeri
 p0 = 1 / 9
 Q = 8/9S = 2T =26/9
 W* = 26,67W = 86,67
 = 15/7,5 = 2 ure|/sat= 1 ure|/kanal= / =2, * = /k =2/3
 0
 n kk
 n 0
 1p
 22 2 k
 2n! k! 1k
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Proizvodi se 15 ure|aja dnevno k = 3 kanala za nulti servis i teh.pr. 1 sat/ure|aj - prose~no vreme usluge efektivno vreme rada 7,5 ~as
 P-1. Nulti servis i tehn. pregled
 Vi{ekanalni SMO - primeri
 T =26/9
 W* = 26,67W = 86,67
 = 15/7,5 = 2 ure|/sat= 1 ure|/kanal= / =2, * = /k =2/3
 k
 02
 21 2 k p 102 k! 2
 1k
 20,85
 k
 0
 n kk
 n 0
 1p
 22 2 k
 2n! k! 1k
 k = 4 daje: S/k = 2/4 = 50%W* = 5,22 min
 Ne mo`eS/k 85 %
 S/k =0,6667
 p0 = 1 / 9
 Q = 8/9S = 2
 Koristiti softver
 sa odgovaraju}imzahtevima
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k = 5 oru|a (kanala) prose~no vreme ga|awa ciqa
 jednim oru|em 1 min (usluga) jedno oru|e istovremeno mo`e
 ga|ati samo jedan ciq intenzitet dolazaka 4 tenka/min sredwe vrene zadr`avawa tenka u zoni dejstva oru|a 1 min protivnik mo`e koristiti 20 tenka
 P-2. Tenk. jedinica
 Vi{ekanalni SMO - primeri
 ograni~enovreme ~ekawai
 ograni~enapopulacija
 Klijenti “nestrpqivi“ i odustaju od ~ekawaposle nekog vremena: intenzitet toka odustajawa (Puason. raspodela)
 = 1tsr sred. vr. ~ekawa klijen. na uslugu
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k = 5 oru|a (kanala) prose~no vreme ga|awa ciqa
 jednim oru|em 1 min (usluga) jedno oru|e istovremeno mo`e
 ga|ati samo jedan ciq verovatno}a uni{tewa iznosi 1 intenzitet dolazaka 4 tenka/min sred. vr. zadr`avawa tenka 1 min protivnik mo`e koristiti 20 tenka
 P-2. Tenk. jedinica
 Vi{ekanalni SMO - primeri
 intenzitet toka odustajawa
 = 1/tsr = 1/1 = 1 tenk/min
 faktor odustajawa
 = / = 1/1 = 1
 N = 20 tenkk = 5 kanala (oru|a)
 mmax = N-k = 20 tenk
 = 4 tenk/min
 = 1 tenk/min
 tsr = 1 min/tenk
 = 1 tenk/min
 = / = 4/1 = 4* = /k = 4/5 = 0,80 = / = 1
 maks. broj klijenatau redu ~ekawammax = N-k
 = 20 tenk
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Verovatno}estawa sistema
 P-2. Tenk. jedinica
 Vi{ekanalni SMO - primeri
 0 n kk
 n 0
 1p
 *
 n! k! 1 *
 Ranije: neograni~enovreme ~ekawa
 1m
 1i
 m
 i
 1j
 ik
 0n
 0
 e!m
 )jk(!k!n
 1p
 ρ
 ρ
 ρρρ
 Sada: ograni~eno vreme ~ekawa
 = 0,0052675
 N = 20 tenkk = 5 kanala (oru|a)
 mmax = N-k = 20 tenk
 = 4 tenk/min
 = 1 tenk/min
 tsr = 1 min/tenk
 = 1 tenk/min
 = 4, * = 0,80 = / = 1
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P-2. Tenk. jedinica
 Vi{ekanalni SMO - primeri
 n 1
 n
 n 1
 p n kp n
 * p n k
 kn za
 )jk(!k
 kn zap!k
 pkn
 1j
 knk
 0
 k
 n ρρ
 ρ
 Ranije: neograni~enovreme ~ekawa
 Sada: ograni~eno vreme ~ekawa
 N = 20 tenkk = 5 kanala (oru|a)
 mmax = N-k = 20 tenk
 = 4 tenk/min
 = 1 tenk/min
 tsr = 1 min/tenk
 = 1 tenk/min
 = 4, * = 0,80= / = 1
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P-2. Tenk. jedinica
 Vi{ekanalni SMO - primeri
 p0 = 0,0052675p1 = 0,0211p2 = 0,0422p3 = 0,0562p4 = 0,0520p5 = 0,0449p6 = 0,0300p7 = 0,0171
 N = 20 tenkk = 5 kanala (oru|a)
 mmax = N-k = 20 tenk
 = 4 tenk/min
 = 1 tenk/min
 tsr = 1 min/tenk
 = 1 tenk/min
 = 4, * = 0,80= / = 1
 p8 = 0,0086p9 = 0,0038p10 = 0,0015p11 = 0,0006p12 = 0,0002p13 = 0,0001p14 0,0000
 Verovatno}estawa sistema 1
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P-2. Tenk. jedinica
 Vi{ekanalni SMO - primeriN = 20 tenkk = 5 kanala (oru|a)
 mmax = N-k = 20 tenk
 = 4 tenk/min
 = 1 tenk/min
 tsr = 1 min/tenk
 = 1 tenk/min
 = 4, * = 0,80= / = 1
 O~ekivani brojklijenatabez usluge (ima ih n-k)
 2
 Verovatno}a odustajawaod usluge(tabelaO.A.Novikova)
 3
 otk n
 n k 1
 n (n k) p
 otk otkp n
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P-2. Tenk. jedinica
 Vi{ekanalni SMO - primeri
 Q = 1 p6 + 2 p7 + .. + 8 p13= 0,1185
 N = 20 tenkk = 5 kanala (oru|a)
 mmax = N-k = 20 tenk
 = 4 tenk/min
 = 1 tenk/min
 tsr = 1 min/tenk
 = 1 tenk/min
 = 4, * = 0,80= / = 1
 Srednji brojklijenata u redu 4
 Sredwi brojklijenata na usluzi(tenkova na koje se dejstvuje)
 5
 S = - Q = 3,8815
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P-2. Tenk. jedinica
 Vi{ekanalni SMO - primeriN = 20 tenkk = 5 kanala (oru|a)
 mmax = N-k = 20 tenk
 = 4 tenk/min
 = 1 tenk/min
 tsr = 1 min/tenk
 = 1 tenk/min
 = 4, * = 0,80= / = 1
 Srednji brojuni{tenih(ga|anih) tenkova u min.
 6
 7Q = 0,1185 tenk
 S = 3,8815 tenk
 R = - Q = 3,8815
 Odnos broja tenkova koji napadaju i broja uni{tenih
 = 97,04%r 1 Q
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P-2. Tenk. jedinica
 Vi{ekanalni SMO - primeriN = 20 tenkk = 5 kanala (oru|a)
 mmax = N-k = 20 tenk
 = 4 tenk/min
 = 1 tenk/min
 tsr = 1 min/tenk
 = 1 tenk/min
 = 4, * = 0,80= / = 1
 Srednji broj uni{tenih(ga|anih) tenkova u min. 6
 Q = 0,1185 tenk
 S = 3,8815 tenk
 R = - Q = 3,8815
 Odnos broja tenkova koji napadaju i broja uni{tenih
 = 97,04%r 1 Q
 EfikasnostEfikasnost: odbranu prolazi 1 - r = 2,96% tenkova
 8
 7
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mo`e se vr{iti analizasistema ako se jedinicaopremi sa k = 6 oru|a istih karakteristikaili novih karakteristika
 P-3. Tenk. jedinica
 Vi{ekanalni SMO - primeriN = 20 tenkk = 5 kanala (oru|a)
 mmax = N-k = 20 tenk
 = 4 tenk/min
 = 1 tenk/min
 tsr = 1 min/tenk
 = 1 tenk/min
 = 4, * = 0,80= / = 1
 Prethodnizadatak
 = 3 tenk/min = 0,5 tenk/min
 = 1 tenk/min
 = / = 6 * = /k = 1= / = 2 pu = 0,8
 Q = 0,1185 tenkS = 3,8815 tenkR = 3,8815 tenkr = 97,04% tenk
 k = 6 oru|a (kanala) prose~no vreme ga|awa ciqa
 jednim oru|em 2 min (usluga) verovatno}a uni{tewa iznosi 0,8 sredstvo za izvi|awe
 prose~no otkriva 3 tenka/min sred. vr. zadr`avawa tenka
 nakon otkrivawa 1 min
 neka izmeweni neki uslovi !
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P-3. Tenk. jedinica
 Vi{ekanalni SMO - primeri
 = 3 tenk/min = 0,5 tenk/min
 = 1 tenk/min
 = / = 6 * = /k = 1= / = 2 pu = 0,8
 Sredwi broj zauzetih oru|a
 S = 4,9442
 N = 20 tenkk = 5 kanala (oru|a)
 mmax = N-k = 20 tenk
 = 4 tenk/min
 = 1 tenk/min
 tsr = 1 min/tenk
 = 1 tenk/min
 = 4, * = 0,80= / = 1
 Prethodnizadatak
 Q = 0,1185 tenkS = 3,8815 tenkR = 3,8815 tenkr = 97,04% tenk
 Sa~initi softver !
 Sredwi broj otkrivenihaa ne ga|anih tenkova
 Q = 0,5279
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P-3. Tenk. jedinica
 Vi{ekanalni SMO - primeri
 = 3 tenk/min = 0,5 tenk/min
 = 1 tenk/min
 = / = 6 * = /k = 1= / = 2 pu = 0,8
 N = 20 tenkk = 5 kanala (oru|a)
 mmax = N-k = 20 tenk
 = 4 tenk/min
 = 1 tenk/min
 tsr = 1 min/tenk
 = 1 tenk/min
 = 4, * = 0,80= / = 1
 Prethodnizadatak
 Q = 0,1185 tenk
 S = 3,8815 tenk
 R = 3,8815 tenk/min
 r = 97,04% tenk
 Sa~initi softver !
 Sredwi broj ga|anih
 R = 2,4729 tenk/min
 Q = 0,5279, S = 4,9442
 Sredwi broj uni{tenih
 pu R = 1,9777 tenk/min
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P-3. Tenk. jedinica
 Vi{ekanalni SMO - primeri
 = 3 tenk/min = 0,5 tenk/min
 = 1 tenk/min
 = / = 6 * = /k = 1= / = 2 pu = 0,8
 Odnos ga|anih i otkrivenih
 r = 0,8240
 N = 20 tenkk = 5 kanala (oru|a)
 mmax = N-k = 20 tenk
 = 4 tenk/min
 = 1 tenk/min
 tsr = 1 min/tenk
 = 1 tenk/min
 = 4, * = 0,80= / = 1
 Prethodnizadatak
 Q = 0,1185 tenk
 S = 3,8815 tenk
 R = 3,8815 tenk/min
 r = 97,04% tenk
 Sa~initi softver !
 Q = 0,5279, S = 4,9442R = 2,4729, pu R = 1,9777
 Odnos otkrivenih i uni{tenih
 pu r = 0,6592 = 66%Za{to nepovoqniji rezultati ?
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P-4. Tenk. jedinica - vi{e zona odbranesvaka zona: stepen zna~ajnosti, ure|aji izvi|awa i otkrivawa
 jedan odbran. e{alon sa vi{e tipova oru|ajedan tip napada~kih objekakata (napada samo jednu zonu)
 Vi{ekanalni SMO - primeri
 R.b. BrojBrzinaga|awa
 Verov.uni{t.
 Goto-vost
 Otkri-vawe
 Zadr-`avawe
 Zone,e{aloni
 Zna-~aj
 Objektinapada~a
 Odbranbena oru|a (A i B)
 1 2 (A) 2,5 min 0,800,983 min 3 min0,30
 23 (A)1 (B)
 2,5 min1,5 min
 0,800,95
 0,981,00
 3 min2 min
 3 min2,5 min
 0,50
 3 2 (B) 1,5 min 0,951,002 min 4 min0,20
 Vreme otkrivawa Vreme zadr`avawa nakon otkrivawa Uni{t. napada~a
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P-4. Tenk. Jedinica - vi{e zona odbranesvaka zona: stepen zna~ajnosti, ure|aji izvi|awa i otkrivawa
 jedan odbran. e{alon sa vi{e tipova oru|ajedan tip napada~kih objekakata (napada samo jednu zonu)
 Vi{ekanalni SMO - primeri
 R.b. Broj Brzinaga|awa
 Verov.uni{t.
 Goto-vost
 Otkri-vawe
 Zadr-`avawe
 Zna-~aj
 Zone,e{aloni
 Objektinapada~a Odbranbena oru|a (A i B)
 1 2 (A) 2,5 min 0,800,983 min 3 min0,30
 23 (A)1 (B)
 2,5 min1,5 min
 0,800,95
 0,981,00
 3 min2 min
 3 min2,5 min
 0,50
 3 2 (B) 1,5 min 0,951,002 min 4 min0,20
 Odrediti efikasnost sistema odbrane. Utvrdititi da li je potrebno zvr{iti preraspodelu oru|a po zonama
 sa ciqem da se postigne maksimalni efekat odbrane ukupne teritorije
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Odabrani primeriSMO
 jednokanalni SMO vi{ekanalni SMO
 neograni~ena i ograni~enapopulacija
 neograni~eni i ograni~enikapaciteti
 Razmatrani su 6.
 Sadr`aj
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Zakqu~ak i preporuke
 Realno modeliratii efikasno upravqatisa razmatranim SMO
 7.
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sa~initi adekvatan model izvesti osmi{qeu analizu
 (sa~initi efikasan softver) usvojiti dobre zakqu~ke doneti najboqu odluku
 u datim uslovima sprovoditi odluku vr{iti kontrolu odluke vr{iti proveru rezultata
 i modela korigovati model, .. .., odluku
 Zakqu~ak i preporuke o SMO
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Sadr`aj
 Zakqu~ak i preporuke
 Realno modeliratii efikasno upravqatisa razmatranim SMO
 7.
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