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            Osnove optoelektronike – Predavanje 7 Elektrotehnički fakultet u Sarajevu - 1 - ŠIRINA SPEKTRALNE LINIJE Ako posmatramo idealni monohromatični talas možemo reći da je to sinusoida koja se prostire u vremenu od -∞ do +∞, pri čemu se frekvencija ne mijenja. Naravno, ovakav talas u praksi ne postoji. Realni talasi i realno zračenje opisuje se opštim spektrom, što znači da u njemu učestvuju i postoje svi članovi, koji imaju sve vrijednosti frekvencija od -∞ do +∞. Drugim riječima, realni talasi nisu talasi samo jedne frekvencije, već su to talasi čije su frekvencije u datom intervalu Δf > 0 (za idealan monohromatski talas Δf → 0). - Kad govorimo o spektralnoj liniji , to znači da podrazumjevamo neki konačni interval frekvencija u kojem je spektralni intenzitet zračenja datog izvora različit od nule. - Tako npr. ako posmatramo kvantni prelaz između dva nivoa (koji se prikazuje sa horizontalnim linijama), tada pri prelazu elektrona sa nivoa W 2 na nivo W 1 dolazi do oslobađanja fotona samo jedne frekvencije (monohromatičan talas). Međutim, realan energetski nivo ne predstavlja liniju već odgovarajuće površine, odnosno da svaki energetski nivo ima veći broj podnivoa , tako da su mogući kvantni prelazi različite vrste (slika 1a). Razlika između pojedinih nivoa je reda 1 eV , a razlika između podnivoa u okviru jednog nivoa je reda 10 -20 eV , pa zbog toga podnivoe obično i ne crtamo. Usku oblast sa jednim maksimumom intenziteta u spektru zračenja nazivamo spektralnom linijom (slika 1b). Sa slike 1a vidimo da se pri prelazima (hf ) ne pojavljuje samo jedna frekvencija, već čitav niz frekvencija fotona od f min do f max , a što je grafički prikazano na slici 1b. Na osnovu Hajzenbergovog principa neodređenosti, netačnost u određivanju energije može se predstaviti slijedećom jednačinom: π 2 h t W ≥ Δ Δ (1) Što znači, što se tačnije određuje energija (W), to sa manjom tačnošću poznajemo kojem vremenu (t ) ona pripada. Ako posmatramo sliku 1a, možemo reći da srednje vrijeme života elektrona na nivou W 2 iznosi 1/A 21 . Iz jednačine (1) proizlazi da ΔW = ΔW 2 teži nuli kada Δt teži beskonačnosti. 
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Osnove optoelektronike – Predavanje 7 Elektrotehnički fakultet u Sarajevu
 - 1 -
 ŠIRINA SPEKTRALNE LINIJE
 Ako posmatramo idealni monohromatični talas možemo reći da je to sinusoida koja se prostire u
 vremenu od -∞ do +∞, pri čemu se frekvencija ne mijenja. Naravno, ovakav talas u praksi ne postoji.
 Realni talasi i realno zračenje opisuje se opštim spektrom, što znači da u njemu učestvuju i postoje svi
 članovi, koji imaju sve vrijednosti frekvencija od -∞ do +∞.
 Drugim riječima, realni talasi nisu talasi samo jedne frekvencije, već su to talasi čije su frekvencije u
 datom intervalu ∆f > 0 (za idealan monohromatski talas ∆f → 0).
 - Kad govorimo o spektralnoj liniji, to znači da podrazumjevamo neki konačni interval frekvencija u kojem
 je spektralni intenzitet zračenja datog izvora različit od nule.
 - Tako npr. ako posmatramo kvantni prelaz između dva nivoa (koji se prikazuje sa horizontalnim
 linijama), tada pri prelazu elektrona sa nivoa W2 na nivo W1 dolazi do oslobađanja fotona samo jedne
 frekvencije (monohromatičan talas). Međutim, realan energetski nivo ne predstavlja liniju već
 odgovarajuće površine, odnosno da svaki energetski nivo ima veći broj podnivoa, tako da su mogući
 kvantni prelazi različite vrste (slika 1a).
 Razlika između pojedinih nivoa je reda 1 eV, a razlika između podnivoa u okviru jednog nivoa je reda
 10-20 eV, pa zbog toga podnivoe obično i ne crtamo.
 Usku oblast sa jednim maksimumom intenziteta u spektru zračenja nazivamo spektralnom linijom (slika
 1b). Sa slike 1a vidimo da se pri prelazima (hf ) ne pojavljuje samo jedna frekvencija, već čitav niz
 frekvencija fotona od fmin do fmax, a što je grafički prikazano na slici 1b.
 Na osnovu Hajzenbergovog principa neodređenosti, netačnost u određivanju energije može se
 predstaviti slijedećom jednačinom:
 π2
 htW ≥∆∆ (1)
 Što znači, što se tačnije određuje energija (W), to sa manjom tačnošću poznajemo kojem vremenu (t )
 ona pripada. Ako posmatramo sliku 1a, možemo reći da srednje vrijeme života elektrona na nivou W2
 iznosi 1/A21 . Iz jednačine (1) proizlazi da ∆W = ∆W2 teži nuli kada ∆t teži beskonačnosti.
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 (a) (b)
 Slika 1. Kvantni prelazi između dva energetska nivoa koji imaju podnivoe (a) i oblik (forma) spektralne
 linije (b)
 Umjesto (∆W) u jednačini (1), možemo formalno napisati da je:
 π2
 htfh ≥∆⋅∆⋅ ⇒
 π2
 1=∆⋅∆ tf ⇒
 tf
 ∆⋅=∆
 π2
 1 (2)
 U atomskom sistemu, (∆t ) se odnosi na vrijeme boravka elektrona na nekom višem (pobuđenom) nivou,
 tako da možemo reći da je:
 21
 1
 At =∆ (3)
 Uvrštavanjem (3) u (2) dobijamo:
 π2
 21Af =∆ (4)
 Spektralnu liniju koja ima ovakvu poluširinu nazivamo prirodnom ili radijacionom širinom spektralne linije
 (sika 2).
 W2
 W1
 hf max hf min hf 0
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 Slika 2. Veza između širine energetskih nivoa sa intenzitetom i širinom prirodne spektralne linije
 LORENCOVA KRIVA
 Oblik prirodne spektralne linije izražava se Lorencovom krivom, koju ćemo dokazati.
 Lorencova kriva nam omogućava određivanje stepena koherentnosti elektromagnetnog talasa.
 Svijetlost je EM talas, tj. elektromagnetna oscilacija, pa je možemo tretirati kao i ostale nama poznate
 oscilacije. Ako posmatramo neki oscilator kao npr. RLC kolo (slika 3), tada u ovom kolu mogu nastati
 prigušene oscilacije pod određenim uslovima.
 Pretpostavimo da se prekidač (P ) nalazio u položaju (1) i da smo ga prebacili u položaj (2). U tom
 slučaju, zbir napona na L, R i C mora biti jednak nuli, tj.:
 W3
 W1
 W2
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 UL + UR + UC = 0 (5)
 Iz osnova elektrotehnike znamo da je:
 dt
 diLU L = , RiU R ⋅= , ∫ ⋅= dti
 CUC
 1 (6)
 (a) (b)
 Slika 3. Oscolator u obliku RLC kola (a) i prigušene oscilacije (b)
 Kad je prekidač (P ) u položaju (1), kondenzator se puni do vrijednosti napona izvora. Prebacivanjem
 prekidača (P ) u položaj (2) u RLC kolu nastaju oscilacije (što je detaljno objašnjeno u teoriji kola).
 Uvrštavanjem (6) u (5) i diferenciranjem dobijamo:
 dt
 ddti
 CRi
 dt
 diL 0
 1=⋅+⋅+ ∫
 01
 2
 2
 =++ iCdt
 diR
 dt
 idL (7)
 Ako podijelimo (7) sa (L) i uvedemo oznake bL
 R2= (b-je koeficijent prigušenja) i 2
 1
 1ω=
 LC, dobićemo
 diferencijalnu jednačinu drugog reda sa konstantnim koeficijentima:
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 022
 12
 2
 =++ idt
 dib
 dt
 idω , (8)
 koja se riješava smjenom: teKi
 α⋅= i nakon provođenja matematičkih operacija, rješenje za struju (i ) iz
 (8) glasi:
 teCitb
 0sinω⋅⋅= − (9)
 Grafički prikaz jednačine (9) je dat na slici 3b. Dakle, dobijamo prigušene oscilacije struje ili napona.
 Kada elektron prelazi sa višeg na niži energetski nivo dobijamo, takođe prigušenu oscilaciju (hf ) za koju
 važe iste matematičke relacije.
 Vremenskoj raspodjeli struje (i ) iz (9) odgovara spektralna raspodjela g(ω ) koja se dobija Furijeovom
 transformacijom, pa imamo:
 ∫∞
 ∞−
 −⋅= dtetfgtjω
 πω )(
 2
 1)( (10)
 Ako sinusnu funkciju (9) zamjenimo eksponencijalnom funkcijom, radi jednostavnijeg integrisanja, tada
 dobijamo:
 ∫∞
 −− ⋅⋅⋅=0
 0
 2
 1)( dteeeCg
 tjtjtb ωω
 πω
 ( )[ ]
 ( )
 )(
 1
 2)(22)(
 00
 00
 0
 0
 ωωπωωππω
 ωωωω
 −−⋅=
 −+−
 ⋅⋅==
 ∞−−∞
 −+−
 ∫ jb
 C
 jb
 eeCdte
 Cg
 tjtbtjb
 )(
 1
 2)(
 0 ωωπω
 −−⋅=
 jb
 Cg (11)
 Granice integrala su od 0 do ∞ zato što posmatramo kolo na sl.3 u vremenu t = 0 do t = ∞

Page 6
                        

Osnove optoelektronike – Predavanje 7 Elektrotehnički fakultet u Sarajevu
 - 6 -
 Funkcija g(ω ) u (11) predstavlja spektar amplituda, odnosno spektralnu raspodjelu amplituda.
 Nas interesuje spektar intenziteta, tj. spektar jačine svijetlosti G(ω ) koji dobijamo kao kvadrat modula
 raspodjele amplituda, pa je:
 G(ω ) = g(ω ) · g*(ω ) (12)
 gdje je: g(ω ) dato sa jednačinom (11), a g*(ω ) je:
 )(
 1
 2)(
 0 ωωπω
 −+⋅=∗
 jb
 Cg (13)
 Uvrštavanjem (11) i (13) u (12) dobijamo:
 2
 0
 2
 2
 00 )(
 1
 2)(
 1
 2)(
 1
 2)(
 ωωπωωπωωπω
 −+⋅=
 −+⋅⋅
 −−⋅=
 b
 C
 jb
 C
 jb
 CG (14)
 2
 0
 22
 2
 )(4
 1
 2)(
 ffb
 CG
 −+⋅=
 ππω (14a)
 Jednačinu (14a) dobili smo iz (14) tako što smo kružne frekvencije zamijenili sa običnim frekvencijama.
 Spektralna raspodjela intenziteta (14a) ima oblik rezonantne krive. Ako se ova kriva normira (tj. svede na
 1, odnosno 100%), dobija se Lorencova kriva, tj.:
 1)( =∫∞
 ∞−
 dffG (15)
 Uvrštavanjem (14a) u (15) dobijamo:
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 uvedimo zamjene:
 )(
 2
 0
 222
 0
 2
 0
 22
 2
 2
 0
 22
 2
 )(4
 2
 )(2
 )(42)(4
 1
 2
 a
 ffbx
 dfbdx
 ffbx
 ffb
 dfCdf
 ffb
 C=
 −=
 ⋅=
 −=⋅
 =−+
 =⋅−+
 ⋅ ∫∫∞
 ∞−
 ∞
 ∞− π
 π
 π
 ππππ (a)
 =+
 ⋅⋅=+
 = ∫∫∞
 ∞−
 ∞
 ∞−
 22
 2
 222
 2
 1
 1
 22
 2
 2 x
 dx
 b
 bC
 bxb
 dxb
 C
 πππ
 π
 144
 2
 2
 2
 =⋅
 =⋅=b
 C
 b
 C
 ππ
 π (16)
 Iz (16) slijedi da je: bC
 22
 2
 =π
 , ako ovo uvrstimo u (14a) za G( f ) dobijamo:
 2
 0
 22 )(4
 2)(
 ffb
 bfG
 −+=
 π (17)
 Iz (11) i (13) proizilazi da (b) ima istu dimenziju kao i kružna frekvencija, pa ćemo umjesto (2b) pisati
 2π∆f, odnosno b = π∆f, pa iz (17) dobijamo:
 ( )2
 0
 22
 0
 222
 0
 22
 2
 2
 1
 )(4)(
 2
 )(4)(
 2)(
 fff
 f
 fff
 f
 fff
 ffG
 −+
 ∆
 ∆⋅=
 −+∆
 ∆⋅=
 −+∆⋅
 ∆⋅=
 ππ
 π
 ππ
 π.
 ( )2
 0
 2
 2
 2
 1)(
 fff
 ffG
 −+
 ∆
 ∆⋅=
 π (18)
 (a)
 (f0 - f )2 zamijenili smo sa (f - f0)2, jer se radi o kvadriranju, pa je isto.
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 Funkcija (18) predstavlja Lorencovu krivu koja se često koristi kod lasera za određivanje širine
 spektralne linije. Lorencova kriva je prikazana na slici 4.
 Ako je f = f0 dobijamo da je:
 ff
 ffG
 ∆=
 ∆
 ∆⋅=
 ππ
 2
 4
 )(2
 1)(
 20 (19)
 Slika 4. Lorencova kriva (L) i Gausova kriva (G) normirane na jedinicu, pri istoj poluširini,
 na polovini visine. Mjerilo na ordinati dato je u jedinicama 1
 f∆
 I zaista, poluširina spektralne linije definisana je rastojanjem između tačaka na frekventnoj osi, u kojima
 je intenzitet smanjen na polovinu. Maksimalan intenzitet svijetlosti se dobija za f = f0 i iznosi
 ffG
 ∆=
 π
 2)( 0 .
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 Izračunajmo sada frekvenciju (f1) pri kojoj je intenzitet svijetlosti (zračenja) jednak polovini maksimalne
 vrijednosti:
 f
 fGfG
 ∆==
 π
 1
 2
 )()( 0
 1 , odavde proizilazi:
 ( )2
 2
 02
 2
 11
 ∆+−
 ∆⋅=
 ∆ fff
 f
 f ππ, odnosno
 201
 fff
 ∆=− , što se vidi na slici 1b i slici 4.
 Ukoliko je (∆f ) uže - manje, svijetlost je koherentnija, tj. bliža monohromatičnoj svijetlosti. Pored
 Lorencove krive za određivanje širine spektralne linije može se koristiti i Gausova kriva (slika 4).
 Širina (∆f ) je povezana i sa vremenom boravka elektrona na metastabilnom nivou, što je veoma važno
 kod izbora materijala za proizvodnju lasera.
 OTVORENI REZONATORI
 U radio tehnici, na niskim frekvencijama koristimo kao rezonatore LC rezonantna kola (serijska ili
 paralelna - češće paralelna). Njihova rezonantna frekvencija se određuje izrazom:
 LC
 fπ2
 1= , a kvalitet
 r
 LQ
 0ω= , gdje r - predstavlja gubitke u kolu.
 Sa porastom frekvencije rastu i gubici energije zbog povećanog zračenja, pa se pri frekvenciji reda 100
 MHz koriste prenosne linije (vodovi) koji se rade od paralelnih bakarnih vodova koji se ponašaju kao
 oscilatorno kolo u određenim uslovima.
 Ukoliko se frekvencija još više povećava, tada ovi vodovi sve jače zrače EMT, tako da se energija ne
 prenosi do potrošača (ili se prenosi njen manji dio). Da bi smo to spriječili koristimo metalne cijevi
 pravouglog ili okruglog presjeka kao rezonatore i nazivamo ih šupljim rezonatorima. Njihove dimenzije su
 reda talasne dužine radio talasa, tako da sa porastom talasne dužine rastu i dimenzije šupljeg
 rezonatora. Kada se, pak, smanjuje talasna dužina EMT, smanjuju se i dimenzije šupljeg rezonatora,
 tako da se ovakav rezonator u optičkom dijapazonu ne može niti realizovati (optičko λ = 10 -3 - 10
 -7 m).
 Osim toga, pri smanjenju dimenzija šupljeg rezonatora smanjuje se i njegov kvalitet.
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 Oba ova nedostatka šupljeg rezonatora mogu se savladati korištenjem otvorenog rezonatora, koji se i
 koristi u domenu optičkih signala.
 Otvoreni rezonator se sastoji od dva ogledala izmađu kojih se nalazi aktivna ili pasivna sredina.
 Aktivna sredina ima odgovarajuće energetske nivoe koji se mogu pobuditi dovođenjem energije iz
 spoljašnjeg izvora, recimo pumpanjem.
 Za razliku od aktivne, pasivna sredina ne sadrži energetske nivoe. Pasivni otvoreni rezonatori
 predstavljaju sistem koji se sastoji od refleksionih površina između kojih se nalazi izotropna, homogena
 dielektrična sredina.
 Otvoreni rezonator u laseru služi za ostvarivanje pozitivne povratne sprege i emisiju koherentne svijetlosti
 na račun prinudnog zračenja. Od kvaliteta otvorenog rezonatora zavise osnovne karakteristike
 emitovanog zračenja, kao što su snaga, usmjerenost, monohromatičnost i koherentnost.
 Na slici 5 prikazan je najjednostavniji rezonator, koji se sastoji od dva paralelna ogledala koja se nalaze
 na međusovnom rastojanju (L).
 Slika 5. Otvoreni (optički) rezonator
 Ukoliko se između ogledala pojavi EMT (svijetlost) on će putovati od jednog do drugog ogledala gdje
 dolazi do refleksije i nastajanja stojećih talasa.
 Možemo govoriti o otvorenom rezonatoru samo ako između ogledala postoji cijeli broj polutalasa. Dakle,
 mora biti ispunjen uslov:
 2
 λ⋅= rL (20)
 L
 X
 Y
 α
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 Gdje je:
 r - cijeli broj (r = 1,2,3, ...)
 L - rastojanje između ogledala
 λ - talasna dužina EMT
 Umjesto talasne dužine možemo koristiti frekvenciju λ
 cf = , gdje je c - brzina svijetlosti u vakuumu, pa
 je:
 r
 r
 f
 crf
 c
 rL22
 ⋅=⋅= ⇒
 L
 crfr
 2
 ⋅= (21)
 Iz jednačine (21) je očigledno da karakteristična frekvencija (fr) otvorenog rezonatora zavisi od broja (r ) i
 da određuje karakterističnu oscilaciju koju nazivamo modom (mod).
 - Razlika između karakterističnih frekvencija (između dva moda) iznosi:
 L
 c
 L
 cr
 L
 crfff rr
 22
 )1(
 21 =
 ⋅−−
 ⋅=−=∆ −
 L
 cf
 2=∆ (22)
 Ovakve talase nazivamo uzdužnim ili aksijalnim tipovima oscilacija.
 Ukoliko aktivna sredina u rezonatoru ima koeficijent prelamanja svijetlosti n ≠ 1 (da nije vakuum ili
 vazduh), onda formula (21) postaje:
 nL
 rcfr
 ⋅⋅
 ⋅=
 2 (23)
 Primjer: Neka je L = 10 cm i λ = 0,6 µm. Odrediti broj polutalasa (r ).
 Iz (20) je: 5
 6103
 106,0
 1,022⋅=
 ⋅
 ⋅==
 −λ
 Lr .

Page 12
                        

Osnove optoelektronike – Predavanje 7 Elektrotehnički fakultet u Sarajevu
 - 12 -
 - Kao što vidimo iz ovog jednostavnog primjera u otvorenom (optičkom) rezonatoru postoji veliki broj
 polutalasa, dok kod običnih šupljih metalnih rezonatora koji rade u području radio-talasa (r ) iznosi svega
 nekoliko jedinica (1,2,3,4,5).
 Do sada smo smatrali da se svijetlost u rezonatoru kretala aksijalno (uzdužno) od ogledala do ogledala.
 Međutim, ona se može kretati i pod nekim uglom (α ) (slika 5), tada je uslov za nastajanje stojećih talasa
 dat jednačinom:
 2
 cosλ
 α ⋅= rL (24)
 Iz jednačine (24) se dobija sopstvena frekvencija stojećeg talasa za ovaj slučaj:
 αλ cos2 ⋅⋅
 ⋅==
 L
 rccfr (25)
 pri čemu (α ) može imati proizvoljne vrijednosti. Ovako nastali stojeći talasi nazivaju se ugaonim ili kosim
 oscilacijama.
 Iz jednačine (25) je očigledno da možemo dobiti isto (fr) pri različitim vrijednostima za (r ), pod uslovom da
 se ugao (α ) mijenja. U ovakvim slučajevima govorimo o degenerisanim oscilacijama.
 Analizirali smo otvoreni rezonator sa plan-paralelnim ogledalima (koji se često naziva i Fabri-Perov
 rezonator), međutim, otvoreni rezonator može biti napravljen i od ogledala nekog drugog oblika, kao npr.:
 Analiza i teorija ovih rezonatora je veoma komplikovana i nećemo je razvijati.
 - Na bazi optičkih rezonatora izrađeni su laseri.
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 KVALITET OTVORENOG REZONATORA
 Svi oscilatorni sistemi, počev od običnog oscilatornog kola (LC - kola), imaju karakterističnu
 veličinu koju nazivamo kvalitetom ili dobrotom oscilatornog kola.
 - Kvalitet običnog oscilatornog kola (Q) iznosi:
 R
 LQ
 0ω= (26)
 gdje je: R - otpor u kolu (npr. omski otpor kalema);
 ω 0 - rezonantna frekvencija
 =
 LC
 10ω ;
 L - induktivitet
 Ovakva kola često susrećemo u radio-tehnici i njihov kvalitet se kreće reda nekoliko desetina, a bolja
 kola imaju Q = 200.
 - Ako jednačinu (26) pomnožimo sa i 2 i brojilac i imenilac, dobićemo:
 R
 L
 W
 W
 TiR
 iLf
 iR
 iLQ ⋅=
 ⋅
 ⋅⋅⋅=
 ⋅
 ⋅⋅=
 ππω 222
 2
 0
 2
 2
 0 (27)
 gdje je: WL - energija oscilacija
 T - period oscilacija
 WR - energija koja se stvara na otporu R (toplota)
 (umjesto WR može se pisati i PR - snaga gubitaka na otporu)
 Jednačina (27) predstavlja kvalitet otvorenog rezonatora i on je vrlo visok, reda 10 6 i više.
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 Kvalitet otvorenog rezonatora možemo izračunati i na drugi način, ako uzmemo u obzir koeficijent
 refleksije (S) (jer ogledalo djelimično propušta svijetlost) i tu dolazi do određenih gubitaka, pa imamo:
 ( ) ( )S
 Ln
 cS
 LnQ
 −
 ⋅⋅=
 ⋅−
 ⋅⋅=
 1
 2
 1
 0
 λ
 πω (28)
 gdje je: S - koeficijent refleksije ogledala;
 c - brzina svijetlosti;
 n - index prelamanja svijetlosti;
 L - dužina rezonatora;
 Primjer: Primjenom jednačine (28) izračunati Q, ako je: λ = 0,5 µm, L = 0,1 m, n = 1 i
 S = 0,9.
 Q = 1,26 · 10 7 (vrlo visok kvalitet rezonatora)
 Izračunajmo broj modova u rezonatoru: (Napomenimo još jednom, da je mod raspodjela
 elektromagnetnog polja u rezonatoru, nastala mnogokratnim prostiranjem EMT između ogledala
 rezonatora.)
 Ukupan broj modova (N0) iznosi:
 Vdfc
 fNN ∆⋅
 ⋅==
 3
 2
 0
 82
 π (29)
 gdje je: N - broj fotona;
 ∆V - zapremina sredine;
 f - frekvencija fotona;
 df - pomjeraj frekvencije (od f do f + df )
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