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DRŽAVNI UNIVERZITET U NOVOM PAZARU
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Predgovor
 Ova skripta su najpre namenjena studentima matematike koji izu-čavaju meru i integral, kako bi lakše pripremili i položili ispit iz is-toimenog predmeta. Napisana su prema predavanjima i vežbamadr Dženisa Pučića koji godinama drži nastavu na osnovnim i masterakademskim studijama iz predmeta Mera i integral na Državnom uni-verzitetu u Novom Pazaru. Gradivo je podeljeno na četiri glave, odkojih prve tri čine uglavnom teorijski deo predmeta, dok je četvrtaglava zamišljena kao dodatak i podsetnik nekih osnovnih stvari iz ma-tematičke analize, a uz to sadrži i određen broj karakterističnih za-dataka koji su većinom detaljno urađeni i obrazloženi. Na taj načinje obuhvaćen i taj praktični deo, čime je studentima uveliko olakšanospremanje pismenog dela ispita.
 Literatura koju je profesor koristio u toku držanja predavanja ivežbi, a koju sam i ja donekle koristio priređujući ova skripta, data jena kraju. Korisnim sugestijama i savetima pri pisanju ovih skripataprofesor je doprineo njihovom još boljem kvalitetu, na čemu mu setoplo zahvaljujem.
 U Novom Pazaru, 28.04.2016. Enes Kačapor
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Glava 1
 σ-algebre. Merljive funkcije
 1.1 σ-algebre. Merljiv prostor
 Definicija 1.1.1. Neka je X 6= ∅ proizvoljan skup. Kolekciju T pod-skupova skupa X nazivamo topologijom na skupu X ako zadovoljavasledeće uslove:
 (T1) X, ∅ ∈ T
 (T2) Unija proizvoljne kolekcije elemenata iz T je element iz T , tj.važi
 ∀{Uα : α ∈ A} ⊆ T ⇒⋃α∈A
 Uα ∈ T
 (T3) Presek bilo koja dva elementa iz T je element iz T , tj. važi
 ∀U, V ∈ T ⇒ U ∩ V ∈ T .
 Uređeni par (X, T ) je topološki prostor, a elemente topologije T nazi-vamo otvorenim skupovima.
 1
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2 1. σ-algebre. Merljive funkcije
 Definicija 1.1.2. Kolekciju M ⊆ P(X) nazivamo σ-algebrom(σ-poljem) ako zadovoljava sledeće uslove:
 (1) X ∈M
 (2) Unija prebrojive kolekcije elemenata iz M je element iz M, tj.važi
 ∀{Aj : j ∈ N} ⊆ M ⇒+∞⋃j=1
 Aj ∈M
 (3) Komplement bilo kojeg elementa izM je element izM, tj. važi
 ∀A ∈M ⇒ Ac = X\A ∈M.
 Uređeni par (X,M) je merljiv prostor ili prostor sa σ-algebrom, aelemente izM nazivamo merljivim skupovima.
 Uslov (2) predstavlja zapravo zatvorenost kolekcijeM u odnosu naprebrojivu uniju svojih elemenata, dok je uslov (3) zatvorenost kolekcijeM u odnosu na komplementiranje svojih elemenata. Napomenimo daje uslov (2) ekvivalentan sa uslovom
 ∀ niz (Aj)j∈N iz M ⇒+∞⋃j=1
 Aj ∈M.
 Ako uslov (2) iz prethodne definicije zamenimo uslovom
 (2′) (∀n ∈ N)A1, A2, . . . , An ∈M ⇒n⋃j=1
 Aj ∈M,
 tada kolekciju A ⊆ P(X) koja zadovoljava uslove (1), (2’) i (3) zovemoalgebrom (poljem). Odavde neposredno sledi: svaka σ-algebra jestealgebra.

Page 7
                        

1.1. σ-algebre. Merljiv prostor 3
 Ako neka kolekcija R ⊆ P(X) zadovoljava uslove (2) i (3), tada tukolekciju zovemo σ-prstenom. Analogno gore navedenom, ako kolek-cija R ⊆ P(X) zadovoljava uslove (2’) i (3), tada tu kolekciju zovemoprstenom.
 Lako se pokazuje da je kolekcija D = P(X) jedna σ-algebra. Njunazivamo diskretnom σ-algebrom na X, i primećujemo da je ona ”naj-bogatija” merljivim skupovima. S druge strane, i kolekcija J = {∅, X}predstavlja jednu σ-algebru, koju nazivamo antidiskretnom σ-algebromna X.
 Navedimo neke posledice definicije kroz sledeću lemu.
 Lema 1.1.1. Neka je (X,M) merljiv prostor. Tada važi sledeće:
 (a) ∅ ∈ M
 (b) ∀ niz (Aj)j∈N iz M ⇒+∞⋂j=1
 Aj ∈M
 (c) (∀n ∈ N)A1, A2, . . . , An ∈M ⇒n⋃j=1
 Aj ∈M
 (d) (∀n ∈ N)A1, A2, . . . , An ∈M ⇒n⋂j=1
 Aj ∈M
 (e) ∀A,B ∈M ⇒ A\B, B\A, A4B ∈M.
 Dokaz. (a) Neka je X ∈ M. Tada, na osnovu uslova (3) iz definicijeσ-algebre važi X\X = ∅ ∈ M.
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4 1. σ-algebre. Merljive funkcije
 (b) Za svaki niz (Aj)j∈N važi
 +∞⋂j=1
 Aj =
 (+∞⋂j=1
 Aj
 )cc
 =
 (+∞⋃j=1
 Acj
 )c
 ∈M,
 jer iz Aj ∈ M (∀j ∈ N) sledi Acj ∈ M (∀j ∈ N), pa na osnovu uslova(2) iz definicije σ-algebre imamo
 ⋃+∞j=1 A
 cj ∈M. Sada na osnovu uslova
 (3) iz definicije σ-algebre važi(⋃n
 j=1Acj
 )c∈M.
 (c) Neka je (∀n ∈ N)A1, . . . , An ∈M i Aj = ∅ za j ∈ {n+1, n+2, . . .}.Tada važi
 +∞⋃j=1
 Aj = A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ . . .︸ ︷︷ ︸An+1∪An+2∪...
 =n⋃j=1
 Aj ∈M,
 jer su Aj ∈M za ∀j ∈ N.
 (d) Neka jen⋂j=1
 Aj =
 (n⋂j=1
 Aj
 )cc
 =
 (n⋃j=1
 Acj
 )c
 .
 Tada iz (∀j ∈ N)A1, A2, . . . , Aj ∈ M sledi (∀j ∈ N)Ac1, Ac2 . . . , Acj ∈M, pa na osnovu (c) imamo
 ⋃nj=1A
 cj ∈ M. Sada na osnovu uslova
 (3) iz definicije σ-algebre važi(⋃n
 j=1Acj
 )c∈M.
 (e) Neka su A,B ∈ M. Tada su i njihovi komplementi Ac, Bc ∈ M,pa je A\B = A ∩ Bc ∈ M kao presek dva elementa izM. Analognoimamo da je B\A = B∩Ac ∈M, pa je A4B = (A\B)∪ (B\A) ∈Mkao konačna unija elemenata izM. �
 Napomena. Oznaku⋃
 koristimo za običnu uniju elemenata, dokoznaku
 ⊔koristimo za disjunktnu uniju elemenata.
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1.1. σ-algebre. Merljiv prostor 5
 Definicija 1.1.3. Kolekciju E ⊆ P(X) nazivamo polualgebrom (ele-mentarnom familijom) ako zadovoljava sledeće uslove:
 (PA1) ∅ ∈ E
 (PA2) ∀A,B ∈ E ⇒ A ∩B ∈ E
 (PA3) Komplement od A je jednak konačnoj disjunktnoj uniji ele-menata iz E , tj. važi
 ∀A ∈ E ⇒ Ac =a⊔j=1
 Aj, Aj ∈ E , j ∈ {1, . . . , a}.
 Elementi iz E su elementarni (osnovni) skupovi.
 Teorema 1.1.1. Neka je E polualgebra i A kolekcija konačnih dis-junktnih unija elemenata iz E. Tada je A algebra.
 Dokaz. Treba pokazati da važe uslovi (1), (2’) i (3) iz definicije al-gebre. Pošto je ∅ ∈ E , to na osnovu (PA3) imamo da je X\∅ = Xkonačna disjunktna unija elemenata iz E , pa X ∈ A, tj. važi uslov(1).
 Elemente iz E ćemo označavati sa: B, C, Bj, Bm, Cj, Cm, . . ., aelemente iz A sa: A, Aj, Am, . . . Neka su A1, A2, . . . , An iz A, gde jeAm =
 ⊔Jmj=1 B
 jm, Bj
 m ∈ E , (∀j ∈ N) (∀m ∈ N) 1 ≤ m ≤ n, 1 ≤ j ≤ Jm.Treba dokazati uslov (2’), tj.
 (∀n ∈ N)A1, A2, . . . , An ∈ A ⇒n⋃
 m=1
 Am =n⋃
 m=1
 (Jm⊔j=1
 Bjm
 )∈ A.
 Kod poslednje jednakosti primećujemo da su konačne unije elemenataiz A zapravo konačne unije elemenata iz E . Dokažemo li da sve ko-načne unije elemenata iz E pripadaju A, dokazali smo uslov (2’) za
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6 1. σ-algebre. Merljive funkcije
 definiciju algebre. U tom cilju, dokažimo da razlika svaka dva elementaiz E pripada A. Neka su B1, B2 ∈ E . Tada je
 B1\B2 = B1 ∩Bc2 = B1 ∩
 J2⊔j=1
 Cj2 =
 J2⊔j=1
 (B1 ∩ Cj
 2
 )∈ A,
 jer se radi o konačnoj disjunktnoj uniji elemenata iz E (iz (PA2) sledida B1 ∩ Cj
 2 ∈ E).Matematičkom indukcijom ćemo pokazati da konačne unije eleme-
 nata iz E pripadaju A. Neka su B1, B2 ∈ E . Za n = 2 imamo
 B1 ∪B2 = B1 t (B2\B1) ∈ A,
 jer se radi o konačnoj disjunktnoj uniji elemenata iz E . Pretpostavimoda to važi za n−1, i dokažimo da važi i za n. Neka su B1, B2, . . . , Bn ∈E . Imamo
 B1 ∪B2 ∪ . . . ∪Bn−1︸ ︷︷ ︸∈A
 ∪Bn = B′
 1 tB′
 2 t . . . tB′
 N ∪Bn =
 = Bn t (B′
 1\Bn) t (B′
 2\Bn) t . . . t (B′
 N\Bn).
 Ovo je takođe konačna disjunktna unija elemenata iz E , pa na osnovumatematičke indukcije, iz poslednje jednakosti sledi da konačne unijeelemenata iz E pripadaju A. Prema tome,
 (∀n ∈ N)A1, A2, . . . , An ∈ A ⇒n⋃
 m=1
 Am =n⋃
 m=1
 (Jm⊔j=1
 Bjm
 )∈ A,
 tj. važi uslov (2’).
 Dokažimo još uslov (3), tj. ∀A ∈ A ⇒ X\A ∈ A. Neka je A ∈ A,tj. A =
 ⊔nm=1 Bm, gde je Bm ∈ E , m ∈ N, 1 ≤ m ≤ n. Tada imamo
 X\A = X\n⊔
 m=1
 Bm =n⋂
 m=1
 (X\Bm) =n⋂
 m=1
 Bcm
 (PA3)=
 n⋂m=1
 (Jm⊔j=1
 Cjm
 )=
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1.1. σ-algebre. Merljiv prostor 7
 =
 (J1⊔j=1
 Cj1
 )⋂(J2⊔j=1
 Cj2
 )⋂. . .⋂(
 Jn⊔j=1
 Cjn
 )=
 =⊔{
 Cj11 ∩ Cj22 ∩ . . . ∩ C
 jnn : 1 ≤ j1 ≤ J1, 1 ≤ j2 ≤ J2, . . . , 1 ≤ jn ≤ Jn
 },
 što predstavlja konačnu disjunktnu uniju elemenata iz E , pa slediX\A ∈ A.
 Za ovakvu algebru kažemo da je algebra generisana polualgebrom.
 Napomenimo da je poslednja jednakost zapravo samo uopštenje jedneprostije jednakosti
 (A1 ∪A2)∩ (A3 ∪A4) = (A1 ∩A3)∪ (A1 ∩A4)∪ (A2 ∩A3)∪ (A2 ∩A4),
 koja funkcioniše po principu da se svaki sa svakim preseče, a zatim seizvrši uniranje.
 Primer 1 (h-intervali). Posmatrajmo intervale: (a, b], (a,+∞) i ∅,gde je −∞ ≤ a < b < +∞. Oni predstavljaju tzv. h-intervale, od-nosno poluotvorene intervale (”half-open”). Kolekcija h-intervala jestepolualgebra. Naime, vidimo da ∅ jeste h-interval, pa važi uslov (PA1).Takođe, presek dva h-intervala očigledno je h-interval. Na primer:
 (a, b] ∩ (c, d] = (max{a, c},min{b, d}], a, c ∈ R
 (−∞, b] ∩ (c, d] = (c,min{b, d}].Slično se dokazuju ostale mogućnosti, pa važi uslov (PA2). Što se tičekomplementiranja, imamo sledeće slučajeve:
 1) (a, b]c = (−∞, a] ∪ (b,+∞), gde je a ∈ R. Za a = −∞ imamo(−∞, b]c = (b,+∞).
 2) (a,+∞)c = (−∞, a], a ∈ R. Za a = −∞ imamo (−∞,+∞)c = ∅.3) ∅c = R = (−∞,+∞) = (a,+∞), gde je a = −∞.
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8 1. σ-algebre. Merljive funkcije
 Dakle, važi i (PA3). 4Na osnovu prethodno dokazane teoreme zaključujemo: konačne
 disjunktne unije h-intervala formiraju algebru. Ovu algebru zovemoLebegovom1) algebrom, i koristimo oznaku: M0.
 Primetimo da Lebegova algebra nije σ-algebra, jer ne zadovoljavauslov zatvorenosti u odnosu na prebrojivu uniju svojih elemenata. Na-ime, imamo da je
 ⋃+∞n=1
 [a, b− 1
 n
 ]= (a, b), a (a, b) nije h-interval.
 1.2 Prošireni skup realnih brojeva
 Za svaki realan broj α važi da je −∞ < α < +∞. Ako skupR proširimo sa dva elementa: +∞ (plus beskonačno) i −∞ (minusbeskonačno), tada za skup
 R = R ∪ {−∞,+∞}
 kažemo da je prošireni skup realnih brojeva. Još pišemo R = [−∞,+∞].Neke osnovne operacije sa ±∞ u teoriji mere su:
 α · (±∞) =
 ±(∞), α > 0
 0, α = 0∓(∞), α < 0
 α + (±∞) = ±∞+ α = ±∞, α ∈ R
 +∞+ (+∞) = +∞
 −∞+ (−∞) = −∞α
 ±∞= 0, α ∈ R
 1)Henri Léon Lebesgue (1875–1941), francuski matematičar
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1.3. Merljive funkcije 9
 0 · (±∞) = 0.
 Izraze +∞− (+∞) (+∞ + (−∞)) i −∞− (−∞) (−∞ + (+∞)) nedefinišemo. Primetimo da u teoriji mere važi da je 0 · (±∞) = 0.
 Podsetimo se da je kolekcija svih otvorenih intervala baza običnetopologije na R. Za bazu topologije na R uzimaju se svi otvoreni sku-povi iz R kao i skupovi oblika: [−∞, c) (što predstavlja bazni skupza −∞) i (d,+∞] (što predstavlja bazni skup za +∞). Dakle, skupU ⊆ R je otvoren u R akko je jednak uniji neke kolekcije otvorenihintervala. Analogno, skup U ⊆ R je otvoren u R akko se može pred-staviti u obliku prebrojive kolekcije intervala oblika (a, b), [−∞, c] ili(d,+∞], tj. akko
 U =+∞⋃n=1
 In,
 gde je In ∈ {(a, b), [−∞, c), (d,+∞] : a < b, a, b, c, d ∈ R}.Okolina od α ∈ R je svaki otvoren interval (a, b) 3 α. Okolina od
 α = +∞ je svaki skup oblika (a,+∞], a ∈ R. Okolina od α = −∞je svaki skup oblika (−∞, a], a ∈ R. Napomenimo da ako je skup Uotvoren u R, on je onda otvoren i u R. Obrnuto ne važi u opštemslučaju.
 1.3 Merljive funkcije
 U teoriji mere merljive funkcije imaju podjednako važnu ulogu kaošto je imaju neprekidne funkcije u topologiji. Prisetimo se definicijeneprekidne funkcije u topološkim prostorima.
 Definicija 1.3.1. Neka su (X, TX) i (Y, TY ) topološki prostori. Zafunkciju f : (X, TX)→ (Y, TY ) kaže se da je neprekidna ako su inverzne
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10 1. σ-algebre. Merljive funkcije
 slike otvorenih skupova otvoreni skupovi, tj.
 (∀V ∈ TY ) f−1(V ) ∈ TX .
 Sada dajemo definiciju merljivih funkcija.
 Definicija 1.3.2. Neka je (X,M) prostor sa σ-algebrom i (Y, TY )topološki prostor. Za funkciju f : (X,M) → (Y, TY ) kaže se da jemerljiva ako su inverzne slike otvorenih skupova merljivi skupovi, tj.
 (∀V ∈ TY ) f−1(V ) ∈M.
 Ako je E ⊆M (tj. E je merljiv), tada je funkcija f : E → (Y, TY )merljiva na E ako je skup f−1(U) ∩ E merljiv za svaki otvoren skupU ⊆ Y . Lako se može pokazati da je kolekcijaME = {E∩F : F ∈M}σ-algebra na E.
 Primer 2. Konstantna funkcija c : (X,M) → (Y, T ) definisana sac(x) = y0 (∀x ∈ X) (y0 ∈ Y ) jeste merljiva funckjia.
 Zaista, imamo
 (∀U ⊆ Y ) c−1(U) =
 {X, ako y0 ∈ U∅, ako y0 /∈ U
 .
 U oba slučaja je c−1(U) merljiv skup, pa je konstantna funkcija mer-ljiva. 4Primer 3. Ako je funkcija f : (X,M)→ (Y, T ) merljiva i E merljiv,tada je fE : E → (Y, TY ) definisana sa fE(x) = f(x), x ∈ E, merljivana E. Drugim rečima, ako je funkcija merljiva na celom prostoru X,tada je ona merljiva na svakom merljivom podskupu tog prostora.
 Zaista, imamo da je (∀U ⊆ Y ) f−1E (U) = E ∩f−1(U), pa je f−1E (U)merljiv skup kao presek dva merljiva skupa. 4
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1.3. Merljive funkcije 11
 Primer 4. Neka su A i B merljivi skupovi, pri čemu je A ⊆ B, i nekaje funkcija f : B → (Y, T ) merljiva. Tada je i f : A→ (Y, T ) merljiva.
 Zaista, kako je za svaki otvoren skup U ⊆ Y skup f−1(U) ∩ Bmerljiv, to je i skup f−1(U) ∩ A ⊆ f−1(U) ∩ B merljiv kao njegovpodskup. 4
 Teorema 1.3.1. Neka je (En)n∈N niz merljivih skupova i (Y, TY ) topo-loški prostor. Tada je f :
 ⋃+∞n=1 En → Y merljiva akko je f : En → Y
 merljiva za svako n ∈ N.
 Dokaz. Neka je f :⋃+∞n=1 → Y merljiva. Tada je (
 ⋃+∞n=1 En)∩ f−1(U)
 merljiv skup, gde je U ⊆ Y . Treba pokazati da je f : En → Ymerljiva, tj. da je skup Em ∩f−1(U) merljiv za svako m ∈ N. Kako jeEm ⊆
 ⋃+∞n=1 En, to važi da je Em = Em ∩ (
 ⋃+∞n=1 En), pa imamo da je
 Em ∩ f−1(U) = Em ∩⋃+∞n=1 En ∩ f−1(U) merljiv skup kao presek dva
 merljiva skupa.
 Neka je f : En → Y merljiva za svako n ∈ N. Za svaki otvoren skupU ⊆ Y imamo da je skup
 ⋃+∞n=1 En ∩ f−1(U) =
 ⋃+∞n=1 (En ∩ f−1(U))
 merljiv kao prebrojiva unija merljivih skupova En ∩ f−1(U), pa jef :⋃+∞n=1 En → Y merljiva.
 Sledećom lemom pokazujemo da je kompozicija merljive i nepre-kidne funkcije merljiva funkcija.
 Lema 1.3.1. Neka je (X,M) merljiv prostor, (Y, TY ) i (Z, TZ) topo-loški prostori, f : (X,M→ (Y, TY ) merljiva funkcija i g : (Y, TY ) →(Z, TZ) neprekidna funkcija. Tada je g ◦ f : (X,M)→ (Z, TZ) merlji-va funkcija.
 Dokaz. Neka je V ⊆ Z proizvoljan otvoren skup. Tada je g−1(V ) ⊆ Yotvoren skup (jer je g neprekidna funkcija), pa je i f−1(g−1(V )) ⊆ X
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 merljiv skup (jer je f merljiva funkcija). Sada je
 (∀V ∈ TZ) (g ◦ f)−1(V ) = (f−1 ◦ g−1)(V ) = f−1(g−1(V )) ∈M,
 pa je g ◦ f : (X,M)→ (Z, TZ) merljiva funkcija. �
 Napomena. Ako nije drugačije navedeno, uvek ćemo pretpostavljatida su skupovi realnih i kompleksnih brojeva R i C topološki prostorisa uobičajenim topologijama. Isto važi za Rn i Cn.
 Teorema 1.3.2 (O merljivosti). Neka je (X,M) merljiv prostor,Y topološki prostor, u, v : X → R merljive funkcije i f : R2 → Yneprekidna funkcija. Tada je funkcija F : X → Y definisana saF (x) = f(u(x), v(x)) merljiva.
 Dokaz. Neka je funkcija g : X → R2 definisana sa g(x) = (u(x), v(x)).Tada je F (x) = f(u(x), v(x)) = f ◦ g (x), tj. F = f ◦ g, gde je funkcijaf : R2 → Y neprekidna po pretpostavci. Treba dokazati da je g mer-ljiva funkcija. U ⊆ R2 je otvoren ako postoji niz otvorenih pravouga-onika ((an, bn)× (cn, dn))n∈N takav da je U =
 ⋃+∞n=1 (an, bn)× (cn, dn).
 Tada je g−1(U) =⋃+∞n=1 g
 −1((an, bn)× (cn, dn)) (jer unija dobro ”sara-đuje” sa inverznom slikom). Sada imamo sledeći lanac ekvivalencija:
 x ∈ g−1((an, bn)× (cn, dn)) ⇔ g(x) = (u(x), v(x)) ∈ (an, bn)× (cn, dn)
 ⇔ u(x) ∈ (an, bn) i v(x) ∈ (cn, dn)⇔ x ∈ u−1((an, bn)) i x ∈ v−1((cn, dn))
 ⇔ x ∈ u−1((an, bn)) ∩ v−1((cn, dn)).
 Odavde sledi da je g−1((an, bn)×(cn, dn)) = u−1((an, bn))∩ v−1((cn, dn)).Dakle,
 g−1(U) =+∞⋃n=1
 g−1((an, bn)×(cn, dn)) =+∞⋃n=1
 u−1((an, bn))∩ v−1((cn, dn).
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 Pošto su funkcije u i v po pretpostavci merljive, to su onda skupoviu−1((an, bn)) i v−1((cn, dn)) merljivi kao inverzne slike otvorenih inter-vala (an, bn) i (cn, dn). Tada je u−1((an, bn))∩v−1((cn, dn) merljiv skupkao presek dva merljiva skupa, pa je i g−1(U) merljiv skup kao pre-brojiva unija merljivih skupova, što znači da je g : X → R2 merljivafunkcija. Na osnovu prethodne leme je F = f ◦g merljiva funkcija kaokompozicija merljive i neprekidne funkcije.
 Napomena. Iz topologije znamo da su preslikavanja ϕj : R2 → R,j ∈ {1, 2, 3, 4}, definisana sa
 ϕ1(s, t) = s+t, ϕ2(s, t) = s−t, ϕ3(s, t) = s·t, ϕ4(s, t) =s
 t, t 6= 0,
 neprekidna. Ako su funkcije u, v : X → R merljive, na osnovuprethodne teoreme lako zaključujemo da su i funkcije Fj : X → R,j ∈ {1, 2, 3, 4}, definisane sa
 F1(x) = ϕ1(u(x), v(x)) = u(x) + v(x)
 F2(x) = ϕ2(u(x), v(x)) = u(x)− v(x)
 F3(x) = ϕ3(u(x), v(x)) = u(x) · v(x)
 F4(x) = ϕ4(u(x), v(x)) =u(x)
 v(x), v(x) 6= 0 (∀x ∈ X),
 merljive funkcije. Odavde zaključujemo da merljivost dobro ”sarađuje”sa osnovnim računskim operacijama.
 Razmotrimo sada kompleksne funkcije. Neka je data kompleksnafunkcija ϕ = u + i v : X → C, gde je ϕ(x) = u(x) + i v(x), x ∈ X,Reϕ = u, Imϕ = v, pri čemu su funkcije u, v : X → R merljive.Neka je f : R2 → C definisana sa f(s, t) = s + i t i neka je ε > 0.Funkcija f je neprekidna, jer za proizvoljnu tačku (s0, t0) ∈ R2 i zasvako (s, t) ∈ R2 postoji δ = ε > 0 tako da je |f(s, t) − f(s0, t0)| =
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14 1. σ-algebre. Merljive funkcije
 |(s−s0)+i (t−t0)| =√(s− s0)2 + (t− t0)2 < ε čim je d((s, t), (s0, t0)) =√
 (s− s0)2 + (t− t0)2 < δ. Tada je ϕ(x) = f(u(x), v(x)) = f ◦ g (x),gde je funkcija g : X → R2, definisana sa g(x) = (u(x), v(x)), merljivafunkcija. Sada je na osnovu prethodne teoreme kompleksna funkcijaϕ merljiva.
 Obrnuto, ako je ϕ = u+i v : X → C merljiva, da li su u, v : X → Rmerljive? Uočimo projekcije p1 : C→ R i p2 : C→ R definisane redomsa p1(s+ i t) = s i p2(s+ i t) = t. Iz topologije znamo da su projekcijeneprekidna preslikavanja. Na osnovu prethodne teoreme imamo da suonda i p1 ◦ ϕ = u i p2 ◦ ϕ = v merljive funkcije.
 Na osnovu prethodno izloženog neposredno sledi:
 Teorema 1.3.3. Kompleksna funkcija definisana na merljivom pro-storu jeste merljiva akko su realni i imaginarni deo te funkcije merljivefunkcije.
 1.4 Prošireno-realne funkcije
 Ako neka funkcija f uzima realne vrednosti, onda za takvu funkcijukažemo da je realna funkcija. Ako f može uzeti vrednosti −∞ ili +∞,tada je f prošireno-realna funkcija.
 Rekli smo da je skup U ⊆ R otvoren u R ako se može predstaviti uobliku prebrojive kolekcije intervala oblika (a, b), [−∞, c) ili (d,+∞].To znači da ako je U ⊆ R otvoren, on se može napisati i u obliku U =U0∪H, gde je U0 otvoren u R, a H ∈ {{−∞}, {−∞,+∞}, {+∞}, ∅}.Na primer, [−∞, c) = (−∞, c) ∪ {−∞}, (a, b) = (a, b) ∪ ∅, (d,+∞] =(d,+∞) ∪ {+∞}.
 Neka je data prošireno-realna funkcija f : X → R. Tada je, podefiniciji, f : X → R merljiva ako za svaki otvoren skup U ⊆ R
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 važi da je skup f−1(U) merljiv. Kako je f−1(U) = f−1(U0 ∪ H) =f−1(U0) ∪ f−1(H), to možemo reći da je f merljiva akko važi
 (a) f−1(U0) je merljiv skup za svaki otvoren U0 ⊆ R
 (b) f−1(+∞) i f−1(−∞) su merljivi skupovi.
 Napomena. Skup f−1(+∞) je jednak skupu
 {x ∈ X : f(x) = +∞} =+∞⋂n=1
 {x ∈ X : f(x) > n} =+∞⋂n=1
 f−1((n,+∞]).
 Slično, skup f−1(−∞) je jednak skupu
 {x ∈ X : f(x) = −∞} =+∞⋂n=1
 {x ∈ X : f(x) < (−n)} =+∞⋂n=1
 f−1([−∞,−n)).
 Ako su date funkcije f1, f2 : X → R, tada je zbir f1(x) + f2(x)definisan za svako x ∈ X. Međutim, ako su date prošireno-realnefunkcije g1, g2 : X → R, postavlja se pitanje: da li je njihov zbirdefinisan za svako x ∈ X, tj. da li g1(x) + g2(x) ∈ R? Posmatrajmoskupove
 A = {x ∈ X : g1(x) = +∞} ∩ {x ∈ X : g2(x) = −∞} i
 B = {x ∈ X : g1(x) = −∞} ∩ {x ∈ X : g2(x) = +∞}.
 Primećujemo da na skupu A ∪B nije definisan zbir g1(x) + g2(x) (jerse javljaju nedefinisani izrazi +∞ + (−∞) i −∞ + (+∞)). Dakle,(A ∪B)c je oblast definisanosti zbira g1(x) + g2(x).
 Zadatak 1. Neka je X merljiv prostor, f1, f2 : X → R merljivefunkcije i g1, g2 : X → R prošireno-realne merljive funkcije. Dokazati
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16 1. σ-algebre. Merljive funkcije
 da su skupovi {x ∈ X : f1(x) > f2(x)} i {x ∈ X : g1(x) > g2(x)}merljivi.
 Rešenje. Imamo
 {x ∈ X : f1(x) > f2(x)} = {x ∈ X : f1(x)− f2(x) > 0} = (f1 − f2)−1((0,+∞)).
 Kako su f1, f2 merljive, to je merljiva i funkcija f1 − f2, pa je ondaskup (f1 − f2)−1((0,+∞)) merljiv kao inverzna slika otvorenog skupa(0,+∞) merljive funkcije f1 − f2.
 Posmatrajmo sada drugi skup. Imamo
 {x ∈ X : g1(x) > g2(x)} =⋃r∈Q
 ({x ∈ X : g1(x) > r} ∩ {x ∈ X : r > g2(x)}) =
 =⋃r∈Q
 (g−11 ((r,+∞]) ∩ g−12 ([−∞, r))
 ).
 Kako su g1, g2 : X → R merljive funkcije, a skupovi (r,+∞] i [−∞, r)otvoreni u R, to su g−11 ((r,+∞] i g−12 ([−∞, r)) merljivi skupovi, pa je injihov presek takođe merljiv skup. Konačno, kako je Q prebrojiv skup,to je
 ⋃r∈Q
 (g−11 ((r,+∞]) ∩ g−12 ([−∞, r))
 )merljiv skup kao prebrojiva
 unija merljivih skupova. �
 U sledećoj teoremi, kao i u nastavku materijala, susretaćemo se sapredstavljanjem zatvorenog intervala preko otvorenih intervala, kao iobrnuto i slično. Važe sledeće relacije:
 (1) [a, b] =+∞⋂n=1
 (a− 1
 n, b+
 1
 n
 ),
 (2) (a, b) =+∞⋃n=1
 [a+
 1
 n, b− 1
 n
 ],
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 (3) (a, b] =+∞⋂n=1
 (a, b+
 1
 n
 ), [a, b) =
 +∞⋂n=1
 (a− 1
 n, b
 ),
 (4) (a, b] =+∞⋃n=1
 [a+
 1
 n, b
 ], [a, b) =
 +∞⋃n=1
 [a, b− 1
 n
 ].
 Dokazaćemo prvu relaciju iz (3), a slično se mogu dokazati i ostalerelacije. Neka x ∈ (a, b]. Tada a < x ≤ b ⇒ a < x < b + 1
 n(∀n ∈ N),
 odakle sledi da x ∈ (a, b + 1n) (∀n ∈ N), pa x ∈
 ⋂+∞n=1 (a, b +
 1n).
 Obrnuto, ako x ∈⋂+∞n=1 (a, b +
 1n), onda a < x < b + 1
 n(∀n ∈ N) ⇒
 a < x ≤ b (n→ +∞)⇒ x ∈ (a, b]. Dakle, (a, b] =⋂+∞n=1
 (a, b+ 1
 n
 ).
 Teorema 1.4.1. Neka je X merljiv prostor i f : X → R data funk-cija. Tada su sledeći uslovi ekvivalentni:
 (a) f je merljiva
 (b) skup {x ∈ X : f(x) > α} je merljiv za svako α ∈ R
 (c) skup {x ∈ X : f(x) ≥ α} je merljiv za svako α ∈ R
 (d) skup {x ∈ X : f(x) < α} je merljiv za svako α ∈ R
 (e) skup {x ∈ X : f(x) ≤ α} je merljiv za svako α ∈ R.
 Dokaz. Dokažemo li implikacijski lanac (a) =⇒ (b) =⇒ (c) =⇒(d) =⇒ (e), dokazali smo teoremu.
 (a) =⇒ (b): Skup {x ∈ X : f(x) > α} = f−1((α,+∞]) je merljivza svako α ∈ R, jer je (α,+∞] ⊆ R otvoren, a f je po pretpostavcimerljiva.
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18 1. σ-algebre. Merljive funkcije
 (b) =⇒ (c): Skup
 {x ∈ X : f(x) ≥ α} = f−1([α,+∞]) =+∞⋂n=1
 f−1((α− 1
 n,+∞])
 je merljiv za svako α ∈ R, jer je jednak prebrojivom preseku skupovaf−1((α− 1
 n,+∞]), koji su po pretpostavci merljivi.
 (c) =⇒ (d): Kako je skup {x ∈ X : f(x) ≥ α} merljiv za svakoα ∈ R, to je i njegov komplement {x ∈ X : f(x) < α} takođe merljivskup za svako α ∈ R.
 (d) =⇒ (e): Skup
 {x ∈ X : f(x) ≤ α} = f−1([−∞, α]) =+∞⋂n=1
 f−1([−∞, α+1
 n))
 je merljiv za svako α ∈ R, jer je jednak prebrojivom preseku skupovaf−1([−∞, α+ 1
 n)), koji su po pretpostavci merljivi.
 (e) =⇒ (f): Znamo da se otvoren skup U ⊆ R predstavlja kao U =⋃+∞n=1 In, gde je In ∈ {(a, b), [−∞, c), (d,+∞] : a < b, a, b, c, d ∈ R}.
 Sada imamo f−1(U) = f−1(⋃+∞n=1 In) =
 ⋃+∞n=1 f
 −1(In), pa treba poka-zati da je inverzna slika svakog baznog skupa merljiv skup (jer će tadabiti merljiv i f−1(U) kao prebrojiva unija merljivih skupova).
 1) Neka je In = (dn,+∞]. Tada je f−1(In) = f−1((dn,+∞]) merljivskup, jer je njegov komplement {x ∈ X : f(x) ≤ dn} = f−1([−∞, dn])merljiv po pretpostavci.
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1.5. Borelove σ-algebre 19
 2) Neka je In = [−∞, cn). Tada je
 f−1(In) = f−1([−∞, cn)) =+∞⋃n=1
 f−1([−∞, cn −
 1
 n
 ])merljiv skup, jer je jednak prebrojivoj uniji skupova f−1([−∞, cn− 1
 n]),
 koji su po pretpostavci merljivi.
 3) Neka je In = (an, bn). Tada je skup
 f−1((an, bn)) = f−1((an,+∞]∩[−∞, bn)) = f−1((an,+∞])∩f−1([−∞, bn))
 merljiv kao presek dva skupa f−1((an,+∞]) i f−1([−∞, bn)), koji sumerljivi na osnovu 1) i 2).
 Dakle, f−1(U) =⋃+∞n=1 f
 −1(In) jeste merljiv skup kao prebrojivaunija merljivih skupova f−1(In).
 Napomena. Ako je u prethodnoj teoremi funkcija f realna (odnosnof : X → R), dokaz je isti, samo se iz intervala isključuju −∞ i +∞.Na primer, umesto f−1([−∞, α)) pišemo f−1((−∞, α)).
 1.5 Borelove2) σ-algebre
 Iz topologije znamo da prebrojivi presek otvorenih skupova nemora biti otvoren skup. Na primer, skupovi (a− 1
 n, a+ 1
 n) su otvoreni,
 dok je skup⋂+∞n=1(a−
 1n, a+ 1
 n) = {a} zatvoren u običnoj topologiji na
 R. Prema tome, topologija ne mora da bude σ-algebra.
 Teorema 1.5.1. Neka je X 6= ∅ i E ⊆ P(X) proizvoljna kolekcija.Tada postoji najmanja σ-algebra (u smislu inkluzije) koja sadrži sveelemente kolekcije E, tj. koja je nadskup od E.
 2)Félix Édouard Justin Émile Borel (1871–1956), francuski matematičar
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20 1. σ-algebre. Merljive funkcije
 Dokaz. Posmatrajmo kolekciju svih σ-algebri koje sadrže E , tj. kolek-ciju {M ⊆ P(X) :M σ-algebra,M⊇ E}. Ova kolekcija je očiglednoneprazna, jer je P(X) σ-algebra i P(X) ⊇ E . Označimo saM presektih kolekcija, tj. neka je
 M =⋂{M ⊆ P(X) :M σ-algebra,M⊇ E}.
 OčiglednoM⊇ E . Pokažimo da jeM σ-algebra.
 1) Kako X ∈M za svaku σ-algebruM⊇ E , to X ∈M.
 2) Neka je (Aj)n∈N proizvoljan niz iz M. Tada je (Aj)j∈N iz M zasvaku σ-algebru M ⊇ E , pa je i
 ⋃+∞j=1 Aj ∈ M za svaku σ-algebru
 M⊇ E . Odavde neposredno sledi da je⋃+∞j=1 Aj ∈M.
 (3) Neka je A ∈ M. Tada je A ∈ M za svaku σ-algebru M ⊇ E ,odakle je i Ac ∈ M za svaku σ-algebru M ⊇ E , što znači da jeAc ∈M.
 Dakle, M jeste σ-algebra. Pokažimo još da je M najmanjaσ-algebra takva da M ⊇ E (to znači da ako je M0 neka σ-algebratakva da M0 ⊇ E i M0 ⊆ M, tada je M0 = M). Stoga, pretpo-stavimo da je M0 σ-algebra takva da M0 ⊇ E i M0 ⊆ M. PoštoM predstavlja presek svih σ-algebri koje sadrže E , to jeM ⊆M zasvaku σ-algebru M ⊇ E . Kako i M0 ⊇ E (tj. M0 sadrži E), to jeM ⊆ M0. Poslednja relacija, zajedno sa pretpostavkom M0 ⊆ M,dajeM =M0.
 Za ovakvu algebru kažemo da je algebra generisana kolekcijom E ,i koristimo oznake: σ-(E) ili σ(E).Definicija 1.5.1. Neka je (X, T ) topološki prostor. Tada je σ-(T ) Bo-relova σ-algebra, a njeni elementi su Borelovi skupovi ili Borel-merljiviskupovi.
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1.5. Borelove σ-algebre 21
 Koristimo još oznake: BX ili B(X). Na primer, ako se radi o Bo-relovoj σ-algebri na R, koristimo oznake: BR ili B(R), i pritom podra-zumevamo najmanju σ-algebru koja sadrži sve otvorene intervale.
 Dakle, Borelova σ-algebra je generisana topologijom, tj. kolekci-jom otvorenih skupova (sadrži sve otvorene skupove). Pošto se radi oσ-algebri, sledi da i zatvoreni skupovi (kao komplementi otvorenih sku-pova) pripadaju BX , tj. oni su Borel-merljivi skupovi. Takođe, akoUi ∈ T (tj. Ui su otvoreni), i ∈ N, tada
 ⋂i∈N Ui ∈ BX . Ako su Fi,
 i ∈ N, zatvoreni, tada⋃i∈N Fi ∈ BX . Prema tome, prebrojivi pre-
 seci (tzv. Gδ-skupovi) i prebrojive unije (tzv. Fσ-skupovi) navedenihskupova su ponovo elementi iz BX , a znamo da, u opštem slučaju, nepripadaju topologiji T .
 Spomenimo i da je svaka neprekidna funkcija f : (X, TX)→ (Y, TY )merljiva u odnosu na (X,BX) (kažemo da je Borel-merljiva), jer zasvaki otvoren skup V ∈ TY važi da je f−1(V ) ∈ TX , tj. f−1(V ) ∈ BX .
 Teorema 1.5.2. Borelova σ-algebra BR je generisana kolekcijom in-tervala oblika:
 (1) (a, b), a < b, a, b ∈ R
 (2) [a, b), a < b, a, b ∈ R
 (3) (a, b], a < b, a, b ∈ R
 (4) [a, b], a < b, a, b ∈ R
 (5) (a,+∞), a ∈ R
 (6) [a,+∞), a ∈ R
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22 1. σ-algebre. Merljive funkcije
 (7) (−∞, a), a ∈ R
 (8) (−∞, a], a ∈ R.
 Dokaz. Dokazaćemo (1), (3) i (6), a ostalo se slično dokazuje. Nekaje B1 σ-algebra generisana kolekcijom otvorenih intervala (a, b); B2σ-algebra generisana kolekcijom intervala oblika (a, b]; B3 σ-algebragenerisana kolekcijom intervala oblika [a,+∞). Treba pokazati da jeB1 = B2 = B3 = BR.
 (1) Svi otvoreni intervali su otvoreni skupovi, i kao takvi oni pripa-daju BR. Kako su BR i B1 σ-algebre koje sadrže sve otvorene intervale(a, b), a B1 je najmanja takva (sa tom osobinom), to je B1 ⊆ BR. Sdruge strane, svaki otvoren skup U ⊆ R je unija neke prebrojive ko-lekcije otvorenih intervala, tj. U =
 ⋃+∞n=1 (an, bn). Pošto (an, bn) ∈ B1,
 a B1 je σ-algebra, to i prebrojiva unija tih intervala pripada B1, pa zasvaki otvoren skup U ⊆ R važi da je
 ⋃+∞n=1 (an, bn) = U ∈ B1. Kako
 su BR i B1 σ-algebre koje sadrže sve otvorene skupove U ⊆ R, a BR jenajmanja takva (sa tom osobinom), to je BR ⊆ B1. Dakle, BR = B1.
 (3) Kako je (a, b] =⋂+∞n=1 (a, b +
 1n), (a, b + 1
 n) ∈ BR (∀n ∈ N), a
 BR je σ-algebra, to (a, b] =⋂+∞n=1 (a, b+
 1n) ∈ BR. BR i B2 su σ-algebre
 koje sadrže sve intervale oblika (a, b], a B2 je najmanja takva, pa jeB2 ⊆ BR. S druge strane je (a, b) =
 ⋃+∞n=1 (a, b −
 1n], (a, b − 1
 n] ∈ B2
 (∀n ∈ N), a B2 je σ-algebra, pa (a, b) =⋃+∞n=1 (a, b −
 1n] ∈ B2. Kako
 (an, bn) ∈ B2 (∀n ∈ N), a B2 je σ-algebra, to za svaki otvoren skupU ⊆ R važi da je
 ⋃+∞n=1 (an, bn) = U ∈ B2. BR i B2 su σ-algebre koje
 sadrže sve otvorene skupove U ⊆ R, a BR je najmanja takva, pa jeBR ⊆ B2. Dakle, BR = B2.
 (6) Kako je [a,+∞) =⋂+∞n=1 (a−
 1n,+∞), (a− 1
 n,+∞) ∈ BR (∀n ∈ N),
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 a BR je σ-algebra, to [a,+∞) =⋂+∞n=1 (a−
 1n,+∞) ∈ BR. Dakle, BR i
 B3 su σ-algebre koje sadrže sve intervale oblika [a,+∞), a B3 je najma-nja takva, pa je B3 ⊆ BR. Obrnuto, neka je (a, b) = (−∞, b)∩(a,+∞).Kako je [b,+∞) ∈ B3, to je i (−∞, b) ∈ B3 (kao komplement elementaiz B3). Takođe, (a,+∞) =
 ⋃+∞n=1 [a + 1
 n,+∞) ∈ B3 (kao prebrojiva
 unija elemenata iz B3). Sada je i (a, b) = (−∞, b) ∩ (a,+∞) ∈ B3(kao presek dva elementa iz B3). Kako (an, bn) ∈ B3 (∀n ∈ N), a B3 jeσ-algebra, to za svaki otvoren skup U ⊆ R važi da je
 ⋃+∞n=1 (an, bn) =
 U ∈ B3. BR i B3 su σ-algebre koje sadrže sve otvorene skupove U ⊆ R,a BR je najmanja takva, pa je BR ⊆ B3. Dakle, BR = B3.
 1.6 Merljivost niza funkcija
 Podsetimo se najpre nekih osnovnih pojmova s kojima ćemo sesusresti u nastavku.
 Neka je A neprazan podskup skupa R. Kažemo da je skup Aograničen odozgo (zdesna) ako postoji M ∈ R tako da je a ≤ M(∀a ∈ A). Broj M je majoranta (gornja granica) skupa A. Slično,skup A je ograničen odozdo (sleva) ako postoji K ∈ R tako da jea ≥ K (∀a ∈ A). Broj K je minoranta (donja granica) skupa A.
 Za najmanju majorantu skupa S kažemo da je supremum skupaS, a za najveću minorantu skupa S kažemo da je infimum skupa S. Uskupu R svaki podskup ima supremum i infimum koji su konačni (tj.realni su brojevi) ako je podskup ograničen odozgo i odozdo. Ako skupnije ograničen odozgo i odozdo, tada je supA = +∞ i inf A = −∞.Primetimo dva bitna svojstva supremuma: 1) (∀a ∈ A) a ≤ supA(supremum je gornje ograničenje) i 2) (∀c ∈ R) c < supA (∃ac ∈ A)c < ac ≤ supA (kada umanjimo supremum, on to više nije). Slično,dva bitna svojstva infimuma su: 1) (∀a ∈ A) inf A ≤ a (infimum je
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 donje ograničenje) i 2) (∀c ∈ R) inf A < c (∃ac ∈ A) inf A ≤ ac <c (kada uvećamo infimum, on to više nije). Očigledno je da svakineprazan skup A ⊆ R ima infimum i supremum u R. Pritom, ako jeA ⊆ B, tada je inf A ≥ inf B i supA ≤ supB.
 Osvrnimo se sada na najvažnije osobine nizova. Neka je dat niz(xn)n∈N iz R. Kažemo da (xn)n∈N konvergira ka x ∈ R kad n → +∞ako svaka okolina tačke x sadrži sve članove niza, osim možda njihkonačno mnogo, ili kako se to još kaže, skoro sve članove niza. Dakle,u R je svaki niz konvergentan (na primer, ako xn → +∞ (n→ +∞),tada xn ∈ (α,+∞] počevši od nekog n ∈ N).
 Za tačku x ∈ R u čijoj se svakoj okolini nalazi beskonačno mnogočlanova niza (xn)n∈N kažemo da je tačka nagomilavanja niza (xn)n∈N.Konvergenciju niza (xn)n∈N možemo izraziti preko tačke nagomilava-nja: niz (xn)n∈N je konvergentan akko ima tačno jednu tačku nagomi-lavanja. Na osnovu prethodno rečenog, jasno je da svaki niz (xn)n∈Niz R ima bar jednu tačku nagomilavanja.
 Ako je (xn)n∈N neki niz i (kn)n∈N rastući niz prirodnih brojeva, tadaza niz (xkn)n∈N kažemo da je podniz niza (xn)n∈N. Važi da je tačka xtačka nagomilavanja niza (xn)n∈N akko postoji podniz tog niza kojikonvergira ka x. Neka je T (xn) skup svih tačaka nagomilavanja niza(xn)n∈N. Ovaj skup je zatvoren i, kao što smo rekli, neprazan, pa sledida je sup T (xn) = max T (xn) ∈ R i inf T (xn) = min T (xn) ∈ R. Da-kle, postoji najveća tačka nagomilavanja niza (xn)n∈N, za koju kažemoda je gornji limes ili limes superior niza (xn)n∈N, i obeležavamo sa:lim
 n→+∞xn ili lim sup
 n→+∞xn. Takođe, postoji najmanja tačka nagomilava-
 nja niza (xn)n∈N, za koju kažemo da je donji limes ili limes inferiorniza (xn)n∈N, i obeležavamo sa: lim
 n→+∞xn ili lim inf
 n→+∞xn.
 Ako je limn→+∞
 xn = L < +∞, tada, kao što smo spomenuli, postoji
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 podniz (xkn)n∈N takav da xkn → L (n → +∞), i važi da za svakoε > 0 desno od L + ε postoji najviše konačno mnogo članova niza.Slično navedenom, ako je lim
 n→+∞xn = K > −∞, tada postoji podniz
 (xkn)n∈N takav da xkn → K (n → +∞), i važi da za svako ε > 0levo od K−ε postoji najviše konačno mnogo članova niza. Na osnovusvega navedenog, očigledno je da važi
 limn→+∞
 xn = x ⇔ limn→+∞
 xn = limn→+∞
 xn = x.
 Neka je niz (xn)n∈N iz R. Ako je dati niz (xn)n∈N rastući, tada jelim
 n→+∞xn = sup{xn : n ∈ N} ∈ R. Slično, ako je (xn)n∈N opadajući
 niz, tada je limn→+∞
 xn = inf{xn : n ∈ N} ∈ R.
 Posmatrajmo sada skupove {xk : k ≥ n}, n ∈ N, gde je (xn)n∈N izR. Imamo da za n > m važi
 {xk : k ≥ n} = {xn, xn+1, . . .} ⊆ {xk : k ≥ m} = {xm, xm+1, . . .},
 pa je inf{xk : k ≥ n} = infk≥n
 xk ≥ infk≥m
 xk i supk≥n
 xk ≤ supk≥m
 xk. Odavde
 vidimo da je niz (infk≥n
 xk)n∈N neopadajući, a niz (supk≥n
 xk)n∈N nerastući.
 Onda je limn→+∞
 inf{xk : k ≥ n} = sup{inf{xk : k ≥ n} : n ∈ N} i
 limn→+∞
 sup{xk : k ≥ n} = inf{sup{xk : k ≥ n} : n ∈ N}. Na osnovuovoga, navedimo veoma važnu karakterizaciju limes superiora i limesinferiora:
 limn→+∞
 xn := inf{sup{xk : k ≥ n} : n ∈ N}
 limn→+∞
 xn := sup{inf{xk : k ≥ n} : n ∈ N}.
 Pritom važe osobine:
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 (1) limn→+∞
 (xn + yn) ≤ limn→+∞
 xn + limn→+∞
 yn
 (2) limn→+∞
 (xn + yn) ≥ limn→+∞
 xn + limn→+∞
 yn.
 Primer 5. Naći skup tačaka nagomilavanja, limes superior i limesinferior sledećih nizova čiji su opšti članovi:
 1) xn = (−1)n
 2) yn =
 {3n, n paran broj2−n, n neparan broj
 3) zn = cosnπ
 4
 4) wn =1− (−1)n
 n.
 Rešenje. 1) Uočimo podnizove x2n i x2n−1. Očigledno je da važix2n = (−1)2n = 1 → 1 (n → +∞) i x2n−1 = (−1)2n−1 = −1 → −1(n→ +∞), pa je T (xn) = {−1, 1}, lim
 n→+∞xn = −1, lim
 n→+∞xn = 1.
 2) y2n = 32n → +∞ (n→ +∞) i y2n−1 = 2−(2n−1) → 0 (n→ +∞),pa je T (yn) = {0,+∞}, lim
 n→+∞yn = 0, lim
 n→+∞yn = +∞.
 3) z8n = cos8nπ
 4= cos 2nπ = 1→ 1 (n→ +∞),
 z8n+1 = cos(8n+ 1)π
 4= cos
 π
 4=
 √2
 2→√2
 2(n→ +∞),
 z8n+2 = cos(8n+ 2)π
 4= cos
 π
 2= 0→ 0 (n→ +∞),
 z8n+3 = cos(8n+ 3)π
 4= cos
 3π
 4= −√2
 2→ −
 √2
 2(n→ +∞),
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 z8n+4 = cos(8n+ 4)π
 4= cosπ = −1→ −1 (n→ +∞),
 z8n+5 = cos(8n+ 5)π
 4= cos
 5π
 4= −√2
 2→ −
 √2
 2(n→ +∞),
 z8n+6 = cos(8n+ 6)π
 4= cos
 3π
 2= 0→ 0 (n→ +∞),
 z8n+7 = cos(8n+ 7)π
 4= cos
 7π
 4=
 √2
 2→√2
 2(n→ +∞),
 pa je T (zn) = {−1,−√2
 2, 0,
 √2
 2, 1}, lim
 n→+∞zn = −1, lim
 n→+∞zn = 1.
 4) Kako |wn| ≤1
 n+
 1
 n=
 2
 n→ 0 (n → +∞), to je lim
 n→+∞wn = 0, pa
 je T (wn) = {0}, limn→+∞
 wn = limn→+∞
 wn = 0. 4
 Iz realne analize znamo da limes niza neprekidnih funkcija, akopostoji, ne mora biti neprekidna funkcija (neprekidnost važi pod jakimuslovima, recimo pod uslovom uniformne konvergencije). U sledećojteoremi ćemo pokazati da je limes niza merljivih funkcija uvek merljivafunkcija.
 Teorema 1.6.1. Neka je (fn)n∈N niz merljivih funkcija fn : X → Rprostora (X,M). Tada su merljive sledeće funkcije:
 (a) g(x) = sup{fn(x) : n ∈ N}
 (b) h(x) = inf{fn(x) : n ∈ N}
 (c) G(x) = limn→+∞
 fn(x)
 (d) H(x) = limn→+∞
 fn(x)
 (e) f : X → R, gde je limn→+∞
 fn(x) = f(x) (∀x ∈ X).
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 Dokaz. U dokazu ćemo koristiti karakterizaciju merljivih funkcija izTeoreme 1.4.1., stavke (b) i (d).
 (a) Treba dokazati da je skup {x ∈ X : g(x) > α} merljiv za svakoα ∈ R. U tom cilju, pokažimo da važi jednakost između skupova A ={x ∈ X : g(x) > α} i B =
 ⋃+∞n=1{x ∈ X : fn(x) > α}. Ako je x ∈ X i
 g(x) = supn∈N
 fn(x) > α, tada postoji n0 ∈ N tako da je fn0(x) > α, tj.
 x ∈ {x ∈ X : fn(x) > α}, pa je i x ∈⋃+∞n=1{x ∈ X : fn(x) > α}, što
 znači da je A ⊆ B. Obrnuto, ako je x ∈⋃+∞n=1{x ∈ X : fn(x) > α},
 tada postoji n0 ∈ N tako da je fn0(x) > α. Međutim, kako jeg(x) = sup{fn(x) : n ∈ N}, to je α < fn0(x) ≤ g(x), tj. g(x) > α,pa x ∈ {x ∈ X : g(x) > α}, odnosno B ⊆ A. Sada je A = B. Kakosu funkcije fn merljive za svako n ∈ N, to je {x ∈ X : fn(x) > α}merljiv skup za svako α ∈ R, pa je i prebrojiva unija tih skupova⋃+∞n=1{x ∈ X : fn(x) > α} = {x ∈ X : g(x) > α} merljiv skup.
 (b) Slično kao pod (a), treba dokazati da je {x ∈ X : h(x) < α} =⋃+∞n=1{x ∈ X : fn(x) < α}.
 (c) Važi da je G(x) = limn→+∞
 fn(x) = inf{sup{fk(x) : k ≥ n} : n ∈ N}.Na osnovu (a) je sup{fk(x) : k ≥ n} merljiva funkcija (tj. odgovara-jući niz je merljiv), a na osnovu (b) je inf{sup{fk(x) : k ≥ n} : n ∈ N}merljiva funkcija, pa je G(x) merljiva funkcija.
 (d) Kako je H(x) = limn→+∞
 fn(x) = sup{inf{fk(x) : k ≥ n} : n ∈ N}, a
 inf{fk(x) : k ≥ n} merljiv niz na osnovu (b) i sup{inf{fk(x) : k ≥ n} :n ∈ N} merljiva funkcija na osnovu (a), to je H(x) merljiva funkcija.
 (e) Iz limn→+∞
 fn(x) = f(x) sledi limn→+∞
 fn(x) = limn→+∞
 fn(x) = f(x).
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 Kako su limn→+∞
 fn(x) i limn→+∞
 fn(x) merljive funkcije na osnovu (c) i
 (d), to je i f , kao granična funkcija niza merljivih funkcija fn, merljivafunkcija.
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Glava 2
 Mera
 2.1 Definicija i osobine mere
 Neka je (X,M) prostor sa σ-algebromM.
 Definicija 2.1.1. Preslikavanje µ :M→ [0,+∞] je:
 (a) konačno aditivno ako za E1, . . . , En iz M, gde je Ei ∩ Ej = ∅,i 6= j, važi
 µ
 ( n⋃j=1
 Ej
 )=
 n∑j=1
 µ(Ej)
 (b) σ-aditivno (prebrojivo aditivno) ako za svaki niz E1, . . . , En, . . . izM, gde je Ei ∩ Ej = ∅, i 6= j, važi
 µ
 ( +∞⋃j=1
 Ej
 )=
 +∞∑j=1
 µ(Ej).
 Definicija 2.1.2. σ-aditivna funkcija µ :M→ [0,+∞] jeste mera.
 30
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 Kažemo da je µ mera na X, podrazumevajući da je µ definisanana σ-algebriM. Uređena trojka (X,M, µ) je merljiv prostor mere µili prostor sa merom µ.
 Mera µ je trivijalna ako je µ(E) = +∞ za ∀E ∈ M. Ako bar zajedno E0 ∈M važi da je µ(E0) < +∞, onda je mera µ netrivijalna.
 U literaturi se sreće i sledeća (alternativna) definicija.
 Definicija 2.1.3. Funkcija µ : M → R jeste (pozitivna) mera akovaži:
 (a) µ(∅) = 0
 (b) µ(E) ≥ 0 za ∀E ∈M
 (c) µ( +∞⊔j=1
 Ej
 )=
 +∞∑j=1
 µ(Ej) za svaki niz (Ej)j∈N izM.
 Prema ovoj definiciji, mera µ je trivijalna ako je µ(E) = 0 iliµ(E) = +∞ (∀E ∈ M). U nastavku ćemo posmatrati samo netrivi-jalne mere.
 Navedimo neke posledice definicije kroz sledeću lemu.
 Lema 2.1.1. Neka je (X,M, µ) prostor sa merom µ. Tada:
 (a) µ(∅) = 0
 (b) µ( n⊔j=1
 Ej
 )=
 n∑j=1
 µ(Ej) za E1, . . . , En izM
 (c) A ⊆ B ⇒ µ(A) ≤ µ(B) za svako A,B ∈M
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 (d) µ( +∞⋃j=1
 Ej
 )≤
 +∞∑j=1
 µ(Ej) za svaki niz E1, . . . , En, . . . iz M (skupovi
 ne moraju biti u parovima disjunktni).
 Svojstva mere izražena pod (b), (c) i (d) su konačna aditivnost,monotonost i subaditivnost, redom.
 Dokaz. (a) Znamo da postoji E ∈ M tako da je µ(E) < +∞.Neka je (Ej)j∈N niz definisan na sledeći način: E1 = E, Ej = ∅ zaj > 1, j ∈ N. Tada je E =
 ⊔+∞j=1 Ej = E ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ . . ., pa važi
 µ(E) = µ(E) + µ(∅) + µ(∅) + · · ·
 Kako je µ(E) < +∞, to je
 0 = µ(∅) + µ(∅) + · · ·
 Konačno, pošto je µ(A) ≥ 0 (∀A ∈M), to je µ(∅) = 0.
 (b) Neka je Ej+1 = ∅ za j ≥ n, j ∈ N. Tada je niz (Ej)j∈N dis-junktan u parovima i važi da je
 ⊔+∞j=1 Ej =
 ⊔nj=1Ej. Iz (a) i definicije
 mere imamo
 µ
 ( n⊔j=1
 Ej
 )= µ
 (+∞⊔j=1
 Ej
 )=
 +∞∑j=1
 µ(Ej) = µ(E1)+· · ·+µ(En)+µ(∅)+µ(∅)+· · · =
 = µ(E1) + · · ·+ µ(En) =n∑j=1
 µ(Ej).
 Odavde vidimo da je svaka mera konačno aditivna.
 (c) Kako je B = A t (B\A), to iz (b) imamo
 µ(B) = µ(A t (B\A)) = µ(A) + µ(B\A) ≥ µ(A).
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 (d) Kako je
 +∞⋃j=1
 Ej = E1 t+∞⊔j=2
 Ej\(E1 ∪ E2 ∪ . . . ∪ Ej−1) = E1 t+∞⊔j=2
 Ej\( j−1⋃
 i=1
 Ei
 ),
 i Ej\(⋃j−1i=1 Ei) ⊆ Ej, za j ≥ 2, j ∈ N, to iz (c) imamo da je
 µ
 (Ej\
 ( j−1⋃i=1
 Ei
 ))≤ µ(Ej), j ≥ 2, j ∈ N.
 Sada je na osnovu definicije mere
 µ
 ( +∞⋃j=1
 Ej
 )= µ
 (E1t
 +∞⊔j=2
 Ej\( j−1⋃
 i=1
 Ei
 ))= µ(E1)+
 +∞∑j=2
 µ
 (Ej\
 ( j−1⋃i=1
 Ei
 ))≤
 ≤ µ(E1) ++∞∑j=2
 µ(Ej) =+∞∑j=1
 µ(Ej).
 Dakle, µ( +∞⋃j=1
 Ej
 )≤
 +∞∑j=1
 µ(Ej). �
 Zadatak 1. (a) Neka je A ⊆ B, gde su A i B merljivi skupovi. Pro-veriti da li važi µ(B\A) = µ(B)− µ(A).
 (b) Dokazati: µ(A) + µ(B) = µ(A ∪ B) + µ(A ∩ B). Da li tada važiµ(A ∪B) = µ(A) + µ(B)− µ(A ∩B)?
 Rešenje. (a) Kako je B = A t (B\A), to je µ(B) = µ(A) + µ(B\A),pa imamo
 (∗) µ(B\A) = µ(B)− µ(A).
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 Međutim, ako je µ(A) = +∞, tada iz µ(A) ≤ µ(B) sledi da je iµ(B) = +∞, pa (∗) ne važi (jer dobijamo neodređeni izraz +∞−∞).Ali, ako je µ(A) < +∞, tada uvek važi (∗).
 (b) Kako je A ∪B = (A\B) t (A ∩B) t (B\A), to je
 µ(A ∪B) = µ(A\B) + µ(A ∩B) + µ(B\A).
 Dalje imamo da je A = (A\B) t (A ∩ B) i B = (B\A) t (A ∩ B), paje µ(A) = µ(A\B) + µ(A ∩ B) i µ(B) = µ(B\A) + µ(A ∩ B). Nakonsabiranja poslednje dve jednakosti dobijamo
 µ(A) + µ(B) = µ(A\B) + µ(A ∩B) + µ(B\A)︸ ︷︷ ︸µ(A∪B)
 +µ(A ∩B),
 tj. µ(A) + µ(B) = µ(A ∪B) + µ(A ∩B).
 Ako je, recimo, µ(A) < +∞, tada iz A ∩ B ⊆ A sledi da je iµ(A ∩ B) ≤ µ(A) < +∞, tj. µ(A ∩ B) < +∞, pa u tom slučaju važiµ(A ∪B) = µ(A) + µ(B)− µ(A ∩B). �
 Definicija 2.1.4. Neka je A ⊆ P(X) algebra. Za preslikavanjeµ : A → [0,+∞] kažemo da je predmera ako za svaki niz (Ej)j∈Ndisjunktnih skupova iz A za koji je
 ⊔+∞j=1 Ej ∈ A važi
 µ
 ( +∞⊔j=1
 Ej
 )=
 +∞∑j=1
 µ(Ej).
 Kažemo još da je µ mera na algebri.
 Svaka mera je i predmera (jer je svaka σ-algebra ujedno algebra).
 Definicija 2.1.5. Mera µ je konačna ako je µ(X) < +∞ (tj. ako jeµ(A) < +∞ za svako A ∈M).
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 Definicija 2.1.6. Mera µ je σ-konačna ako postoji niz (Xn)n∈N izMtakav da je X =
 ⋃+∞n=1Xn i µ(Xn) < +∞ (∀n ∈ N).
 Definicija 2.1.7. Mera µ je kompletna (potpuna) ako za svaki merljivskup A mere nula (µ(A) = 0) važi
 B ⊆ A⇒ B ∈M.
 Dakle, svaki podskup skupa koji je mere nula je i sam merljiv skup.Pritom, na osnovu monotonosti mere važi i da je µ(B) = 0.
 Teorema 2.1.1 (Neprekidnost mere). Neka je (X,M, µ) prostorsa merom µ.
 (a) Za svaki niz A1, A2, . . . , Aj, . . . iz M za koji je A1 ⊆ A2 ⊆ . . . ⊆Aj ⊆ . . . (rastući u smislu inkluzije) važi:
 µ
 ( +∞⋃j=1
 Aj
 )= lim
 j→+∞µ(Aj).
 (b) Za svaki niz A1, A2, . . . , Aj, . . . iz M za koji je A1 ⊇ A2 ⊇ . . . ⊇Aj ⊇ . . . (opadajući u smislu inkluzije) i µ(A1) < +∞ važi:
 µ
 ( +∞⋂j=1
 Aj
 )= lim
 j→+∞µ(Aj).
 Svojstvo izraženo pod (a) je neprekidnost mere odozdo, a svojstvoizraženo pod (b) je neprekidnost mere odozgo.
 Dokaz. (a) Znamo da je⋃+∞j=1 Aj = A1 t
 ⊔+∞j=2 Aj\(
 ⋃j−1i=1 Ai). Među-
 tim, na osnovu pretpostavke A1 ⊆ A2 ⊆ . . . ⊆ Aj ⊆ . . . prethodnajednakost postaje
 (∗)+∞⋃j=1
 Aj = A1 t+∞⊔j=2
 (Aj\Aj−1).
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 Sada na osnovu σ-aditivnosti imamo
 µ
 ( +∞⋃j=1
 Aj
 )= µ(A1 t
 +∞⊔j=2
 (Aj\Aj−1) = µ(A1) ++∞∑j=2
 µ(Aj\Aj−1) =
 = µ(A1) + limn→+∞
 n∑j=2
 µ(Aj\Aj−1) = limn→+∞
 (µ(A1) +n∑j=2
 µ(Aj\Aj−1)).
 Na osnovu konačne aditivnosti i (∗) sledi
 limn→+∞
 µ(A1 tn⊔j=2
 (Aj\Aj−1) = limn→+∞
 µ
 ( n⋃j=1
 Aj
 ).
 Kako je A1 ⊆ A2 ⊆ . . . ⊆ An, to jen⋃j=1
 Aj = An, pa je konačno
 limn→+∞
 µ
 ( n⋃j=1
 Aj
 )= lim
 n→+∞µ(An) = lim
 j→+∞µ(Aj).
 Dakle, µ( +∞⋃j=1
 Aj
 )= lim
 j→+∞µ(Aj).
 (b) Pošto je na osnovu pretpostavke A1 ⊇ A2 ⊇ . . . ⊇ Aj ⊇ . . .,to je onda A1\A1 ⊆ A1\A2 ⊆ . . . ⊆ A1\Aj ⊆ . . ., pa iz (a) sledi da je
 µ
 ( +∞⋃j=1
 (A1\Aj))
 = limj→+∞
 µ(A1\Aj),
 tj.
 µ
 (A1\
 +∞⋂j=1
 Aj
 )= lim
 j→+∞µ(A1\Aj).
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 Kako je µ(A1) < +∞,+∞⋂j=1
 Aj ⊆ A1 i Aj ⊆ A1 (∀j ∈ N), to je
 µ(A1)− µ( +∞⋂j=1
 Aj
 )= lim
 j→+∞(µ(A1)− µ(Aj)),
 odnosno
 µ(A1)− µ( +∞⋂j=1
 Aj
 )= µ(A1)− lim
 j→+∞µ(Aj),
 i konačno
 µ
 ( +∞⋂j=1
 Aj
 )= lim
 j→+∞µ(Aj).
 Napomena. U prethodnoj teoremi uslov µ(A1) < +∞ može se za-meniti slabijim uslovom: da postoji j0 ∈ N takvo da je µ(Aj0) < +∞,jer konačno mnogo prvih članova u nizu ne utiče na graničnu vrednost.
 2.2 Spoljna mera
 Definicija 2.2.1. Neka je X 6= ∅ i µ∗ : P(X) → [0,+∞] funkcija sasledećim osobinama:
 (SM1) µ∗(∅) = 0
 (SM2) (∀A,B ⊆ X) A ⊆ B ⇒ µ∗(A) ≤ µ∗(B)
 (SM3) Za svaki niz A1, A2, . . . , Aj, . . . iz P(X) važi
 µ∗( +∞⋃j=1
 Aj
 )≤
 +∞∑j=1
 µ∗(Aj).
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 Funkcija µ∗ jeste spoljna mera na X.
 Primetimo da je svaka mera ujedno i spoljna mera. Obrnuto nevaži u opštem slučaju.
 Teorema 2.2.1. Neka je E ⊆ P(X) proizvoljna kolekcija podskupovatakva da ∅, X ∈ E i ρ : E → [0,+∞] preslikavanje takvo da je ρ(∅) = 0.Tada je preslikavanje µ∗ : P(X)→ [−∞,+∞], definisano sa
 µ∗(A) = inf
 { +∞∑j=1
 ρ(Ej) : A ⊆+∞⋃j=1
 Ej, Ej ∈ E , j ∈ N}
 (A ⊆ X),
 spoljna mera.
 Infimum se definiše po svim prebrojivim pokrivačima (Ej)j∈N iz Eskupa A.
 Dokaz. Kako je ρ(Ej) ≥ 0 za svako Ej ∈ E , to je onda
 inf
 { +∞∑j=1
 ρ(Ej) : A ⊆+∞⋃j=1
 Ej, Ej ∈ E , j ∈ N}
 = µ∗(A) ≥ 0.
 Pošto je ∅ ⊆ ∅ ∪ ∅ ∪ . . . ∪ ∅ ∪ . . . i ρ(Ej) = 0 za Ej = ∅, j ∈ N, to jeµ∗(∅) = 0. Dakle, važi (SM1).
 Dalje, kako je A ⊆ B, iz B ⊆⋃+∞j=1 Ej sledi da je A ⊆
 ⋃+∞j=1 Ej
 (∀{Ej : j ∈ N} ⊆ E), tj. svaki pokrivač za B je ujedno pokrivač i za A.
 Ako stavimo da je A1 ={ +∞∑j=1
 ρ(Ej) : A ⊆⋃+∞j=1 Ej, Ej ∈ E , j ∈ N
 }i
 B1 ={ +∞∑j=1
 ρ(Ej) : B ⊆⋃+∞j=1 Ej, Ej ∈ E , j ∈ N
 }, tada je A1 ⊇ B1, pa
 je inf A1 ≤ inf B1, tj.µ∗(A) ≤ µ∗(B),
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 pa važi (SM2).
 Neka je A1, A2, . . . , Aj, . . . proizvoljan niz iz P(X). Kako je
 µ∗(Aj) = inf
 { +∞∑k=1
 ρ(Ejk) : Aj ⊆
 +∞⋃k=1
 Ejk, E
 jk ∈ E , k ∈ N
 },
 to za svako ε > 0 postoji niz (Ejk)k∈N iz E takav da je Aj ⊆
 ⋃+∞k=1E
 jk
 i+∞∑k=1
 ρ(Ejk) < µ∗(Aj) +
 ε
 2j, j ∈ N (kada uvećamo infimum, on to više
 nije). Ako poslednju relaciju sumiramo po j, dobijamo
 +∞∑j,k=1
 ρ(Ejk) <
 +∞∑j=1
 (µ∗(Aj)+
 ε
 2j
 )=
 +∞∑j=1
 µ∗(Aj)++∞∑j=1
 ε
 2j=
 +∞∑j=1
 µ∗(Aj)+ε.
 Dalje, pošto je Aj ⊆⋃+∞k=1E
 jk, to je
 ⋃+∞j=1 Aj ⊆
 ⋃+∞j,k=1E
 jk, gde su
 Ejk ∈ E , pa na osnovu definicije µ∗ sledi
 µ∗( +∞⋃j=1
 Aj
 )≤
 +∞∑j,k=1
 ρ(Ejk) <
 +∞∑j=1
 µ∗(Aj) + ε,
 tj.
 µ∗( +∞⋃j=1
 Aj
 )<
 +∞∑j=1
 µ∗(Aj) + ε (∀ε > 0),
 pa kada pustimo da ε→ 0+, dobijamo
 µ∗( +∞⋃j=1
 Aj
 )≤
 +∞∑j=1
 µ∗(Aj).
 Dakle, važi (SM3).
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 Neka je A ⊆ P(X) algebra i µ0 : A → [0,+∞] predmera. Akopreslikavanje µ∗ : P(X)→ [−∞,+∞] definišemo sa
 µ∗(A) = inf
 { +∞∑j=1
 µ0(Ej) : A ⊆+∞⋃j=1
 Ej, Ej ∈ A, j ∈ N}
 (A ⊆ X),
 na osnovu prethodne teoreme automatski dobijamo da je µ∗ spoljnamera, za koju kažemo da je spoljna mera indukovana predmerom.
 2.3 Kompletni merljivi prostori
 Već smo spomenuli da je mera µ kompletna ako je svaki podskupskupa mere nula takođe merljiv skup (pa je i on mere nula), tj. pripadadatoj σ-algebri. Prostori kod kojih je svaki podskup skupa mere nulai sam merljiv nazivaju se kompletnim merljivim prostorima.
 Svaki nekompletan merljiv prostor se može proširiti do kompletnog.Sledećom teoremom ćemo pokazati da se nekompletan prostor možekompletirati dodajući σ-algebri one skupove koji se nalaze između dvamerljiva skupa.
 Teorema 2.3.1 (O kompletiranju). Neka je (X,M, µ) nekompletanmerljiv prostor. Tada je kolekcija
 M = {E ⊆ X : (∃A,B ∈M)A ⊆ E ⊆ B, µ(B\A) = 0}
 σ-algebra i važi M ⊆ M, a preslikavanje µ :M→ [−∞,+∞], defi-nisano sa
 µ(E) = µ(A),
 gde je E ∈ M, A ∈ M, A ⊆ E ⊆ B, µ(B\A) = 0, jeste kompletnamera naM za koju je µ|M = µ, tj. µ(A) = µ(A) (∀A ∈M).
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 Za uređenu trojku (X,M, µ) kažemo da je kompletiranje prostora(X,M, µ).
 Dokaz. Dokaz ćemo izvesti u nekoliko koraka.
 1◦ Najpre pokažimo korektnost definicije preslikavanja µ, tj. da µne zavisi od izbora skupa A. Naime, ako su A1, A2, B1, B2 ∈M takvida važi A1 ⊆ E ⊆ B1, µ(B1\A1) = 0, A2 ⊆ E ⊆ B2, µ(B2\A2) = 0,treba pokazati da je µ(A1) = µ(A2), jer je tada µ(E) = µ(A) zasvaki skup A ∈ M za koji postoji B ∈ M tako da je A ⊆ E ⊆ B,µ(B\A) = 0.
 Kako je A1 = (A1\A2)t (A1 ∩A2) i A2 = (A2\A1)t (A2 ∩A1), toje
 (∗)µ(A1) = µ(A1\A2) + µ(A1 ∩ A2)
 µ(A2) = µ(A2\A1) + µ(A2 ∩ A1).
 Pošto važi i A1 ⊆ E ⊆ B2, a samim tim i A1 ⊆ B2, sledi ondai A1\A2 ⊆ B2\A2. Sada na osnovu monotonosti mere µ imamoµ(A1\A2) ≤ µ(B2\A2) = 0, tj. µ(A1\A2) = 0 (jer su A1, A2 mer-ljivi, pa je i A1\A2 merljiv). Slično, iz A2\A1 ⊆ B1\A1 dobijamoµ(A2\A1) = 0. Na osnovu (∗) sada imamo
 µ(A1) = 0 + µ(A1 ∩ A2)
 µ(A2) = 0 + µ(A2 ∩ A1),
 tj. µ(A1) = µ(A2), pa je µ dobro definisano.
 Primetimo da iz A ⊆ B, B = A t (B\A), µ(B\A) = 0 sledi da jeµ(B) = µ(A) + µ(B\A) = µ(A), pa je
 µ(E) = µ(A) = µ(B),
 za A ⊆ E ⊆ B, µ(B\A) = 0.
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 2◦ Pokažimo da jeM σ-algebra, tj. da zadovoljava sva tri uslovadefinicije σ-algebre.
 (1) Kako je X ⊆ X ⊆ X, X ∈M, µ(X\X) = 0, to je X ∈M.
 (2) Za svaki niz (Ej)j∈N iz M postoje nizovi (Aj)j∈N i (Bj)j∈N izM takvi da je Aj ⊆ Ej ⊆ Bj, µ(Bj\Aj) = 0 (∀j ∈ N). Odavde je
 +∞⋃j=1
 Aj ⊆+∞⋃j=1
 Ej ⊆+∞⋃j=1
 Bj,+∞⋃j=1
 Aj,+∞⋃j=1
 Bj ∈M,
 pa iz⋃+∞j=1 Aj ⊇ Aj i subaditivnosti mere imamo
 µ
 (+∞⋃j=1
 Bj\+∞⋃i=1
 Ai
 )= µ
 (+∞⋃j=1
 (Bj\+∞⋃i=1
 Ai)
 )≤ µ
 (+∞⋃j=1
 Bj\Aj)≤
 +∞∑j=1
 µ(Bj\Aj),
 a kako je µ(Bj\Aj) = 0, to je µ(⋃+∞j=1 Bj\
 ⋃+∞i=1 Ai) = 0, odakle sledi
 da je⋃+∞j=1 Ej ∈M.
 (3) Za svako E ∈ M postoje A,B ∈ M takvi da je A ⊆ E ⊆ B,µ(B\A) = 0. Odavde je Bc ⊆ Ec ⊆ Ac, gde skupovi Ac i Bc pripadajuM (jer jeM σ-algebra, pa A,B ∈M⇒ Ac, Bc ∈M). Sada je
 µ(Ac\Bc) = µ(Ac ∩Bcc) = µ(B ∩ Ac) = µ(B\A) = 0,
 što znači da je Ec ∈M.
 3◦ Pokažimo da je µ mera. Očigledno je µ(E) ≥ 0 za svako E ∈M(jer je µ(E) = µ(A) ≥ 0). Dalje, neka je (Ej)j∈N niz izM za koji jeEi∩Ej = ∅, i 6= j. Tada postoje nizovi (Aj)j∈N i (Bj)j∈N izM takvi daje Aj ⊆ Ej ⊆ Bj, µ(Bj\Aj) = 0, µ(Ej) = µ(Aj) (∀j ∈ N). Primetimoda za i 6= j važi Ai ∩ Aj ⊆ Ei ∩ Ej = ∅, pa je Ai ∩ Aj = ∅, i 6= j.Odavde i iz dokaza drugog uslova definicije σ-algebre pod 2◦ imamo
 +∞⊔j=1
 Aj ⊆+∞⊔j=1
 Ej ⊆+∞⋃j=1
 Bj, µ
 ( +∞⋃j=1
 Bj\+∞⊔i=1
 Ai
 )= 0,
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 pa iz svega navedenog i iz činjenice da je µ mera sledi
 µ
 ( +∞⊔j=1
 Ej
 )= µ
 ( +∞⊔j=1
 Aj
 )=
 +∞∑j=1
 µ(Aj) =+∞∑j=1
 µ(Ej),
 što znači da je µ mera.
 4◦ Pokažimo da je µ kompletna mera. Pod 1◦ smo pokazali da zaE ∈ M važi µ(E) = µ(A) = µ(B), za neke A,B ∈ M takve da jeA ⊆ E ⊆ B, µ(B\A) = 0. Neka je E ∈ M mere nula, tj. µ(E) = 0, iF ⊆ E proizvoljan skup. Iz µ(E) = 0 sledi da je µ(A) = µ(B) = 0, zaA,B ∈ M, A ⊆ E ⊆ B, µ(B\A) = 0. Sada imamo ∅ ⊆ F ⊆ E ⊆ B,tj.
 ∅ ⊆ F ⊆ B, ∅, B ∈M, µ(B\∅) = µ(B) = 0,
 odakle sledi da je F ∈ M. Dakle, svaki podskup skupa mere nulaiz M je i sam iz M (merljiv je), pa je na osnovu monotonosti meretakođe mere nula, što znači da je µ kompletna mera.
 5◦ Pokažimo još da je M ⊆ M i µ|M = µ. Za svako A ∈ Mimamo da je A ⊆ A ⊆ A, µ(A\A) = 0, pa A ∈ M, a na osnovudefinicije preslikavanja µ sledi da je µ(A) = µ(A), odnosno µ|M = µ.Dakle, (∀A ⊆ X) A ∈M⇒ A ∈M, pa jeM⊆M.
 Napomena. σ-algebraM se može drugačije okarakterisati: kao ko-lekcija svih skupova oblika A ∪ F , gde je A ∈ M, F ⊆ N , pri čemuje N ∈ M, µ(N) = 0. Dakle, elementima σ-algebre dodajemo oneskupove koji predstavljaju podskupove skupova mere nula.
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 2.4 Karateodorijev3) metod
 Definicija 2.4.1. Neka je X 6= ∅ i µ∗ : P(X) → [0,+∞] spoljnamera. Skup A ⊆ X je µ∗-merljiv ako je za svako E ⊆ X ispunjeno
 µ∗(E) = µ∗(E ∩ A) + µ∗(E ∩ Ac).
 U nastavku ćemo navesti Karateodorijevu teoremu (izostavljajućidokaz).
 Teorema 2.4.1 (Karateodori). Neka je X 6= ∅ i µ∗ : P(X) →[0,+∞] spoljna mera. Kolekcija
 M∗ = {A ⊆ X : A je µ∗-merljiv}
 je σ-algebra i µ∗|M∗ je kompletna mera naM∗.
 U opštem slučaju ne možemo ”meriti” svaki podskup. Zato E ⊆ Xaproksimiramo prebrojivim unijama iz neke kolekcije E elementarnihskupova čiji elementi imaju unapred date ”veličine” (intervali imajudužine, pravougaonici površine, kvadri zapremine). U Teoremi 1.1.1.smo pokazali da konačne disjunktne unije elemenata iz E formirajualgebru, recimo A. Neka je µ0 : A → [0,+∞] predmera na algebri A.Kao što smo već naveli, ako za svako A ⊆ X definišemo
 µ∗(A) = inf
 { +∞∑j=1
 µ0(Ej) : A ⊆+∞⋃j=1
 Ej, Ej ∈ A, j ∈ N},
 tada je µ∗ spoljna mera indukovana predmerom µ0. Može se pokazatida važi sledeće: svaki skup iz A je µ∗-merljiv, tj. A ⊆M∗, i
 µ∗|A = µ0,
 3)Konstantínos Karatheodorí (1873–1950), grčki matematičar
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 tj. µ∗(E) = µ0(E) (∀E ∈ A). Dakle, ako je µ∗ spoljna mera induko-vana predmerom µ0 na algebri A, iz Karateodorijeve teoreme sledi daje µ∗ kompletna mera na σ-algebriM∗. Na osnovu svega navedenogsledi
 A ⊆ σ-(A) ⊆M∗.
 Takođe se pokazuje da je µ∗|σ-(A) mera na σ-(A), međutim, skrenimopažnju da ona ne mora biti kompletna. Sada iz µ∗|A = µ0 sledi da jeµ∗|σ-(A) produženje (proširenje) predmere µ0 (tj. produženje mere saalgebre na σ-algebru) (sl. 1).
 sl. 1
 Ako je ν neka druga mera na σ-(A) koja je produženje predmereµ0 (tj. mera za koju važi ν|A = µ0), prirodno se nameće pitanje:kada je ν = µ∗|σ-(A), odnosno, kada je µ∗|σ-(A) jedinstveno produže-nje predmere µ0? Odgovor daje sledeća teorema, koju navodimo bezdokaza.
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 Teorema 2.4.2. µ∗|σ-(A) je jedinstveno produženje predmere µ0 saalgebre A na σ-algebru σ-(A) ako je µ0 σ-konačna predmera, tj. akopostoji niz (Aj)j∈N iz A takav da je
 X =+∞⋃j=1
 Aj,
 gde je µ0(Aj) < +∞ (∀j ∈ N).
 Neka je (X, σ-(A), µ) nekompletan merljiv prostor, A algebra, µ0
 predmera na algebri A i µ produženje predmere µ0, tj. µ = µ∗|σ-(A).Na osnovu svega navedenog važi: ako je µ0 σ-konačna predmera, tadaje kompletiranje µ mere µ jednako spoljnoj meri µ∗ indukovanoj pred-merom µ0, i pritom je σ-(A) =M∗ (sl. 2), tj. važi
 (X, σ-A, µ) = (X,M∗, µ∗).
 sl. 2
 2.5 Primeri mera
 Na početku ove glave smo naveli primer trivijalnih mera. Naime,mera µ je trivijalna ako je µ(E) = +∞ (∀E ∈ M). Navedimo sada
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 još neke primere.
 (1) Lebegova mera na RCilj je uopštiti pojam dužine ograničenog intervala. Treba kon-
 struisati najveću σ-algebru (u smislu inkluzije) na R koja sadrži sveotvorene skupove, definisati meru na njoj takvu da je: σ-konačna,kompletna, translatorno-invarijantna (µ(x + E) = µ(E)) i da svakomograničenom intervalu pridružuje njegovu dužinu, a neograničenom in-tervalu vrednost +∞. Grubo rečeno, proširujemo pojam dužine ogra-ničenog intervala na znatno veću kolekciju podskupova skupa R.
 Posmatrajmo kolekciju h-intervala
 H = {(a, b], (a,+∞), ∅ : b ∈ R, −∞ ≤ a < b}.
 U prvoj glavi smo dokazali da jeH polualgebra (elementarna familija),kao i to da konačne disjunktne unije h-intervala formiraju algebru
 M0 = {A ⊆ R : (∃n ∈ N)A =n⊔j=1
 Ij, Ij ∈ H, 1 ≤ j ≤ n, j ∈ N},
 koju nazivamo Lebegovom algebrom. Definišimo m0 na H tako da je:
 m0(∅) = 0
 m0((a, b]) = b− a (pritom može biti i a = −∞)
 m0((a,+∞)) = +∞.Definišimo funkciju na algebri M0, označivši je isto sa m0, na sle-
 deći način
 m0(A) =n∑j=1
 m0(Ij),
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 gde je A =⊔nj=1 Ij ∈M0. Pošto je
 A =n⊔j=1
 Ij =m⊔i=1
 Ji =n⊔j=1
 m⊔i=1
 (Ij ∩ Ji),
 gde su Ij, Ji (1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ i ≤ m) h-intervali, i važi
 n∑j=1
 (m∑i=1
 m0(Ij ∩ Ji)
 )=
 m∑i=1
 (n∑j=1
 m0(Ji ∩ Ij)
 ),
 to je
 m0
 ( n⊔j=1
 Ij
 )= m0
 ( n⊔j=1
 m⊔i=1
 (Ij ∩ Ji))
 = m0
 ( m⊔i=1
 Ji
 ),
 pa jem0 korektno definisana. Može se pokazati da za svaki niz (Aj)j∈Niz M0, takav da je
 ⊔+∞j=1 Aj ∈M0, važi
 m0
 ( +∞⊔j=1
 Aj
 )=
 +∞∑j=1
 m0(Aj),
 što znači da je m0 predmera na algebri M0. Dalje, kako je
 R =+∞⋃n=1
 (−n, n],
 i m0((−n, n]) = n− (−n) = 2n < +∞ (∀n ∈ N), to je m0 σ-konačnapredmera.
 Definišimo za svako A ⊆ R preslikavanje m∗ : P(R)→ [−∞,+∞]sa
 m∗(A) = inf
 { +∞∑j=1
 m0(Ej) : A ⊆+∞⋃j=1
 Ej, Ej ∈M0, j ∈ N}.
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 Znamo da je tada m∗ spoljna mera indukovana predmerom m0, koju uovom slučaju nazivamo Lebegovom spoljnom merom. Neka je M∗ ko-lekcija svih m∗-merljivih skupova (skup A je m∗-merljiv ako za svakoE ⊆ R važi m∗(E) = m∗(E ∩A) +m∗(E ∩Ac)). Prema Karateodori-jevoj teoremi imamo da je M∗ zapravo σ-algebra, M0 ⊆ M∗ i m∗|M∗je σ-konačna i kompletna mera koja produžuje predmeru m0 (jer jem∗|M0 = m0). U ovom slučaju imamo da važi
 M0 ⊆ σ-(M0) = BR ⊆M∗.
 Na osnovu prethodne sekcije znamo da restrikcija spoljne mere (in-dukovane predmerom) na σ-algebri generisanoj algebrom jeste mera,ali da ona ne mora biti kompletna. Dakle, m∗|BR jeste mera, pa prove-rimo da li je kompletna. U tom cilju, posmatrajmo Kantorov4) skupKs. Ovaj skup nastaje tako što se interval [0, 1] podeli na tri jednakaintervala, pa se izostavi srednji (1/3, 2/3), čija je dužina 1/3. U dru-gom koraku se preostala dva intervala dele na po tri jednaka intervalai u svakoj podeli se izostavlja srednji interval (intervali (1/32, 2/32)i (2/3 + 1/32, 2/3 + 2/32)), čije su dužine 1/9, i slično se nastavljadalje. Pokazuje se da je Ks zatvoren (dakle, Ks ∈ BR) i da je ne-prebrojiv skup spoljne Lebegove mere nula. Takođe se može poka-zati da je card(BR) = card(R) = card(Ks) = c, odakle sledi da jecard(P(Ks)) = 2card(Ks) = 2c. Pa kako je c < 2c, sledi da postojipodskup Kantorovog skupa Ks koji nije Borelov, a to zapravo značida m∗|BR nije kompletna mera. Dakle, (R,BR,m1) nije kompletanprostor, gde smo sa m1 označili restrikciju spoljne mere na Borelovojσ-algebri (dakle, m1 = m∗|BR), pa ga kompletirajmo. Imaćemo da je
 BR = {E ⊆ R : (∃A,B ∈ BR)A ⊆ E ⊆ B, m1(B\A) = 0},
 m1(E) = m∗(A), (A ⊆ E ⊆ B, m1(B\A) = 0).
 4)Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845–1918), nemački matematičar
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 Pošto jem0 σ-konačna predmera, imamo da jem1 = m∗|BR jedinstvenoproduženje predmere m0, pa sledi da je M∗ = BR, a za kompletiranjem1 mere m1 važi da je m1 = m∗|BR (sl. 3).
 sl. 3
 Za σ-algebru M∗ = BR kažemo da je Lebegova σ-algebra, i ko-ristimo oznaku: M. Za meru m∗|M∗ (odnosno m∗|BR) kažemo da jeLebegova mera, i označavamo sa: m. Prema tome, Lebegova meraje restrikcija spoljne mere na Lebegovoj σ-algebri. Za elemente izM kažemo da su Lebeg-merljivi skupovi ili skupovi merljivi po Lebegu.Prostor (R,M,m) je Lebeg-merljiv prostor Lebegove mere m.
 Napomena. Postoji podskup skupa R koji nije Lebeg-merljiv. Po-stoji Lebeg-merljiv skup koji nije Borelov. Dakle, važi
 BR ( M ( P(R).
 Da rezimiramo, Lebegova mera ima sledeća svojstva:
 (1) m je σ-konačna (važi m|M0 = m0), pa je
 m(∅) = 0
 m((a, b]) = b− a (pritom može biti i a = −∞)
 m((a,+∞)) = +∞
 (2) m je kompletna
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 (3) m je translatorno-invarijantna, tj. m(x + E) = m(E), E ∈ M,x ∈ R. Na primer:
 m(x+ (a, b]) = m((x+ a, x+ b]) = x+ b− (x+ a) = b− a = m((a, b]).
 Napomena. Videli smo da je Lebegova mera na Borelovoj σ-algebriBR nekompletna, ali važi da je jedinstvena translatorno-invarijantnamera za koju je m((0, 1]) = 1.
 Zadatak 2. Dokazati:
 (a) Lebegova mera jednoelementnih skupova je nula, tj.
 m({α}) = 0.
 (b) Lebegova mera zatvorenog, otvorenog ili poluotvorenog intervalaje jednaka dužini tog intervala, tj.
 m([a, b]) = m((a, b)) = m((a, b]) = m([a, b)) = b− a,
 gde je −∞ < a < b < +∞.
 (c) m([a,+∞)) = +∞, m(R) = +∞.
 (d) Lebegova mera najviše prebrojivih skupova iz R je nula, tj.
 m({α1, . . . , αn}) = 0, m({α1, . . . , αn, . . .}) = 0.
 Rešenje. (a) Važi da je
 {α} =+∞⋂n=1
 (α− 1
 n, α].
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 Kako je (α − 1n, α] ⊇ (α − 1
 n+1, α], to je dati niz skupova opadajući i
 pritom važi m((α− 1, α]) = α− (α− 1) = 1 < +∞, pa ćemo koristititeoremu o neprekidnosti mere. Sada je
 m({α}) = m
 ( +∞⋂n=1
 (α− 1
 n, α]
 )= lim
 n→+∞m((α− 1
 n, α]) = lim
 n→+∞
 1
 n= 0.
 Dakle, m({α}) = 0 (∀α ∈ R).
 (b) Važi da je
 (a, b) =+∞⋃n=1
 (a, b− 1
 n
 ].
 Kako je(a, b − 1
 n
 ]⊆(a, b − 1
 n+1
 ], to je dati niz skupova rastući, pa
 ćemo koristiti teoremu o neprekidnosti mere. Sada je
 m((a, b)) = m
 ( +∞⋃n=1
 (a, b− 1
 n
 ])= lim
 n→+∞m
 ((a, b− 1
 n
 ])=
 = limn→+∞
 b− 1
 n− a = b− a = m((a, b]).
 Dalje imamo:
 m([a, b]) = m({a} t (a, b]) = m({a}) +m((a, b]) = 0 + b− a = b− a,
 m([a, b)) = m({a} t (a, b)) = m({a}) +m((a, b)) = 0 + b− a = b− a.
 Dakle, m([a, b]) = m((a, b)) = m((a, b]) = m([a, b)) = b− a.
 (c) Pošto je [a,+∞) = {a} t (a,+∞), to je
 m([a,+∞)) = m({a}) +m((a,+∞)) = 0 + (+∞) = +∞.
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 Kako je R = (−∞,+∞), tj. (−∞, a] t (a,+∞) (a ∈ R), to je
 m(R) = m((−∞, a]) +m(a,+∞)) = (a− (−∞)) + (+∞) = +∞.
 (d) Kako je {α1, . . . , αn} = {α1} t . . . t {αn}, to je
 m({α1, . . . , αn}) = m({α1}) + · · ·+m({αn}) = 0 + · · ·+ 0 = 0.
 Slično, iz {α1, . . . , αn . . .} = {α1} t . . . t {αn} t . . . sledi
 m({α1, . . . , αn, . . .}) = m({α1}) + · · ·+m({αn}) + · · · = 0.
 Dakle, najviše prebrojivi skupovi iz R imaju Lebegovu meru nula. �
 Napomene:
 • Ako je µ({x}) > 0, tada je {x} atom mere µ (mera µ ima atom ux). Iz prethodnog zadatka pod (a) vidimo da jednoelementni skupovinisu atomi Lebegove mere, što znači da je Lebegova mera bezatomska.
 • Kako je skup racionalnih brojeva Q prebrojiv, na osnovu prethodnogzadatka pod (d) sledi da je m(Q) = 0. Takođe, kako je Q∩ [0, 1] ⊆ Q,to je m(Q ∩ [0, 1]) ≤ m(Q) = 0, tj.
 m(Q ∩ [0, 1]) = 0,
 dok Žordanova mera ovog skupa ne postoji.
 (2) Lebeg–Stiltjesove5) mere
 Posmatrajmo bar zdesna neprekidnu rastuću funkciju F : R→ R.Dakle,
 limy→x+
 F (y) = F (x+) = F (x) i
 x1 > x2 ⇒ F (x1) > F (x2).
 5)Thomas Joannes Stieltjes (1856–1894), holandski matematičar
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 Definišimo:limy→x−
 F (y) = F (x−)
 F (+∞) = limy→+∞
 F (y)
 F (−∞) = limy→−∞
 F (y).
 Na kolekciji h-intervala definišimo µ0,F sa
 µ0,F (∅) = 0
 µ0,F ((a, b]) = F (b)− F (a)µ0,F ((a,+∞)) = F (+∞)− F (a).
 Neka je M0 algebra kao u prethodnom odeljku (kolekcija konačnihdisjunktnih unija h-intervala). Definišimo µ0,F : M0 → [0,+∞] sa
 µ0,F (A) =n∑i=1
 µ0,F (Ij),
 gde je A =⊔+∞j=1 Ij ∈M0. Pokazuje se da je µ0,F σ-konačna predmera
 na M0. Dalje se definiše spoljna mera µ∗F indukovana predmerom µ0,F ,odnosno
 µ∗F (A) = inf
 { +∞∑j=1
 µ0,F (Ej) : A ⊆+∞⋃j=1
 Ej, Ej ∈M0, j ∈ N}.
 Na osnovu Karateodorijeve teoreme sledi da je kolekcija M∗ svih µ∗Fmerljivih skupova zapravo σ-algebra, M0 ⊆ M∗ i µ∗F |M∗ jeste kom-pletna mera. Za ovu meru kažemo da je Lebeg–Stiltjesova mera, ikoristimo oznaku: µF .
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 Primer 1. Neka je data funkcija F : R→ R definisana sa
 F (x) =
 {x2 + 1, x ≥ 0
 x, x < 0.
 Data funkcija je očigledno rastuća. Kako je
 limx→0+
 F (x) = F (0+) = 02 + 1 = 1 = F (0),
 to je F neprekidna zdesna (sl. 4).
 sl. 4
 Znamo da je {0} =⋂+∞n=1
 (− 1
 n, 0]. Kako je
 (− 1
 n, 0]⊇(− 1
 n+1, 0],
 to je dati niz skupova opadajući. Pošto je i
 µF ((−1, 0]) = F (0)− F (−1) = 1− (−1) = 2 < +∞,
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 to možemo primeniti teoremu o neprekidnosti mere. Imamo
 µF ({0}) = µF
 ( +∞⋂n=1
 (− 1
 n, 0]
 )= lim
 n→+∞µF ((−
 1
 n, 0]) =
 = limn→+∞
 (F (0)−F
 (− 1
 n
 ))= lim
 n→+∞
 (1−(− 1
 n
 ))= lim
 n→+∞
 (1+
 1
 n
 )= 1.
 Dakle, µF ({0}) = 1 > 0, pa je jednoelementni skup {0} atom mereµF , što znači da je µF atomska mera. 4
 Napomena. Ako je F ≡ Id, tj. F (x) = x (∀x ∈ R), tada je µId = m,gde je m Lebegova mera.
 (3) Dirakova6) mera
 Neka je (X,M) prostor sa σ-algebrom i x0 ∈ X fiksirana tačka.Definišimo funkciju µx0 :M→ [0,+∞] na sledeći način
 µx0(E) =
 {1, x0 ∈ E0, x0 /∈ E
 ,
 gde je E ∈M. Očigledno je µx0(∅) = 0 i
 (∗) µx0
 ( +∞⊔j=1
 Ej
 )=
 +∞∑j=1
 µx0(Ej),
 Ej ∈M, j ∈ N. Naime, x0 ∈⊔+∞j=1 Ej akko postoji tačno jedan indeks
 j ∈ N tako da x0 ∈ Ej, pa je i na levoj i na desnoj strani relacije (∗)vrednost 1. S druge strane, x0 /∈
 ⊔+∞j=1 Ej akko x0 /∈ Ej (∀j ∈ N), pa
 6)Paul Adrien Maurice Dirac (1902–1984), engleski matematičar
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 je i na levoj i na desnoj strani relacije (∗) vrednost 0. Dakle, važi (∗),pa je µx0 zaista mera, koju nazivamo Dirakovom merom. Kažemo jošda je µx0 mera koncentrisana u tački.
 (4) Diskretna mera
 Neka je (X,M) prostor sa σ-algebrom i X beskonačan. Definišimofunkciju µd :M→ [0,+∞] na sledeći način
 µd(E) =
 {+∞, ako je E beskonačan
 n, ako E ima n elemenata, n ∈ N ∪ {0},
 gde je E ∈M. Odmah vidimo da je µd(∅) = 0. Takođe važi
 (∗) µd
 ( +∞⊔j=1
 Ej
 )=
 +∞∑j=1
 µd(Ej),
 Ej ∈M, j ∈ N. Naime, ako je bar za jedno j ∈ N skup Ej beskonačan,tada iz Ej ⊆
 ⊔+∞j=1 Ej sledi da je i
 ⊔+∞j=1 Ej beskonačan skup, pa je
 očigledno da i na levoj i na desnoj strani relacije (∗) imamo vrednost+∞. Pretpostavimo sada da je za svako j ∈ N skup Ej konačan. Utom slučaju imamo sledeće mogućnosti:
 1◦ Postoji beskonačno mnogo nepraznih skupova niza (Ej)j∈N. Tadapostoji podniz (Ejn)n∈N niza (Ej)j∈N takav da je Ejn 6= ∅ (∀n ∈ N).
 Kako je µd(Ejn) ≥ 1, to jen∑k=1
 µd(Ejk) ≥ 1 + · · · + 1 = n. Ako u
 prethodnoj relaciji pustimo da n→ +∞, dobijamo+∞∑k=1
 µd(Ejk) ≥ +∞,
 odnosno+∞∑k=1
 µd(Ejk) = +∞,
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 a odavde i iz+∞∑j=1
 µd(Ej) ≥+∞∑k=1
 µd(Ejk)
 sledi+∞∑j=1
 µd(Ej) = +∞.
 Kako u ovom slučaju⊔+∞j=1 Ej ima beskonačno mnogo elemenata, to i
 na levoj i na desnoj strani relacije (∗) imamo vrednost +∞.
 2◦ Postoji konačno mnogo nepraznih skupova niza (Ej)j∈N. Tada po-stoje skupovi Ej1 , Ej2 , . . . , Ejl koji su neprazni (i imaju n1, n2, . . . , nlelemenata, redom), pa
 ⊔+∞j=1 Ej = Ej1 t Ej2 t . . . t Ejl ima n1 + n2 +
 · · ·+ nl elemenata. S druge strane je
 +∞∑j=1
 µd(Ej) =l∑
 k=1
 µd(Ejk) = n1 + n2 + · · ·+ nl.
 Dakle, i u ovom slučaju važi (∗).Na osnovu svega zaključujemo da je µd mera, za koju još kažemo daje mera prebrojavanja ili brojačka mera.
 (5) Lebegova mera na Rn
 U ovom delu ćemo ukratko opisati konstrukciju Lebegove mere naRn, ugledajući se na konstrukciju Lebegove mere na R. Posmatrajmon-pravougaonik I = [a1, b1] × · · · × [an, bn] i označimo sa J (Rn) ko-lekciju svih n-pravougaonika. Definišimo zapreminu n-pravougaonikasa
 |I| = (b1 − a1) · · · (bn − an).
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 Dalje se za svako E ⊆ Rn definiše spoljna mera m∗n sa
 m∗n(E) = inf
 { +∞∑j=1
 |Ij| : E ⊆+∞⋃j=1
 Ij, Ij ∈ J (Rn) j ∈ N},
 i pokaže se da je kolekcija M∗n svih m∗n-merljivih skupova σ-algebra,
 da važim∗n(I) = |I|,
 kao i da jem∗n|M∗n kompletna mera. Upravom∗n|M∗n jeste Lebegova merana Rn, koju označavamo sa: mn.
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Glava 3
 Lebegov integral
 3.1 Proste funkcije
 Definicija 3.1.1. Za funkciju koja ima konačan skup vrednosti ka-žemo da je prosta (jednostavna) funkcija.
 Dakle, ako je X 6= ∅ i s : X → C (kodomen može biti i R), tada jes(X) konačan, tj. ∃α1, . . . , αn ∈ C tako da važi s(X) = {α1, . . . , αn}.Ako je αj ∈ R za svako j ∈ {1, . . . , n}, kažemo da je prosta funkcijarealna. Ako je αj ≥ 0 za svako j ∈ {1, . . . , n}, kažemo da je prostafunkcija nenegativna.
 Najvažniji primer proste funkcije je karakteristična funkcija (indi-kator funkcija) skupa A
 χA(x) =
 {1, x ∈ A0, x ∈ Ac
 , A ⊆ X.
 Umesto χA(x) ćemo često pisati χ
 A. Kako važi
 60

Page 65
                        

3.1. Proste funkcije 61
 A ∪B = (A\B) t (A ∩B) t (B\A),to je
 (∗) χA∪B = χ
 A\B + χA∩B + χ
 B\A .
 Međutim, važi iA = (A\B) t (A ∩B),
 B = (B\A) t (A ∩B),
 pa jeχ
 A= χ
 A\B + χA∩B ,
 χB= χ
 B\A + χA∩B ,
 odakle imamoχ
 A\B = χA− χ
 A∩B ,
 χB\A = χ
 B− χ
 A∩B .
 Ako prethodne dve jednakosti zamenimo u (∗), dobijamo
 χA∪B = χ
 A+ χ
 B− χ
 A∩B .
 Lako se proverava da važe i sledeće jednakosti
 χA∩B = χ
 A· χ
 B,
 χ n⊔j=1
 Aj
 =n∑j=1
 χAj,
 χ+∞⊔j=1
 Aj
 =+∞∑j=1
 χAj.
 Takođe, spomenimo i sledeće:
 χ∅ ≡ 0,
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 χX≡ 1,
 χAc = 1− χ
 A,
 χA· (1− χ
 A) = 0.
 3.1.1 Standardna reprezentacija proste funkcije
 Neka je s : X → C prosta funkcija, tj. s(X) = {α1, . . . , αn}(αi 6= αj za i 6= j). Posmatrajmo skupove
 Ej = s−1({αj}) = {x ∈ X : s(x) = αj},
 gde je 1 ≤ j ≤ n, j ∈ N, pri čemu je Ei ∩ Ej = ∅ in⊔j=1
 Ej = X. Tada
 je
 s(x) =n∑j=1
 αj χEj(x)
 kanonski oblik proste funkcije (pišemo skraćeno KO).
 Svaka prosta funkcija se može predstaviti u obliku KO. Obrnuto,neka je s : X → C data sa KO (pri čemu dozvoljavamo da su nekiod αj (1 ≤ j ≤ n, j ∈ N) jednaki). Tada je (∀x ∈ X) s(x) = αj zaneko j ∈ N, 1 ≤ j ≤ n, pa funkcija s može imati najviše n vrednosti(α1, . . . , αn, 1 ≤ j ≤ n, j ∈ N), tj. funkcija s je prosta.
 Zaključujemo: funkcija s : X → C je prosta akko se može napisatiu obliku KO, gde odgovarajući αj ne moraju biti različiti za i 6= j(1 ≤ i, j ≤ n, i, j ∈ N). Za oblik KO kažemo takođe da je standardnareprezentacija proste funkcije.
 Primeri:1. Neka je ϕc konstantna funkcija, tj. ϕc(x) = c (∀x ∈ X) (c ∈ C).
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 Tada je odgovarajuća standardna reprezentacija data sa
 ϕc = c · χX.
 2. Neka je χAkarakteristična funkcija. Za A t Ac = X imamo da je
 odgovarajuća standardna reprezentacija data sa
 χA= 1 · χ
 A+ 0 · χ
 Ac .
 S druge strane, za (A\B) t (A ∩B) t (Ac) = X imamo
 χA= 1 · χ
 A\B + 1 · χA∩B + 0 · χ
 Ac .
 Prema tome, imamo dve standardne reprezentacije za karakterističnufunkciju, što znači da standardna reprezentacija ne mora biti jedin-stvena. 4
 Zadatak 1. Pokazati da važi:
 (a) Linearna kombinacija dve proste funkcije je prosta funkcija.
 (b) Proizvod dve proste funkcije je prosta funkcija.
 Rešenje. (a) Neka su s i t date u kanonskom obliku, tj.
 s =n∑j=1
 αj χEj, X =
 n⊔j=1
 Ej,
 t =m∑i=1
 βi χFi, X =
 m⊔i=1
 Fi.
 Napomenimo da važi
 Ej = Ej ∩X = Ej ∩m⊔i=1
 Fi =m⊔i=1
 (Ej ∩ Fi),
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 Fi = Fi ∩X = Fi ∩n⊔j=1
 Ej =n⊔j=1
 (Fi ∩ Ej),
 pa je
 χEj
 = χ m⊔i=1
 (Ej∩Fi)
 =m∑i=1
 χEj∩Fi
 ,
 χFi
 = χ n⊔j=1
 (Fi∩Ej)
 =n∑j=1
 χFi∩Ej
 .
 Neka su a, b ∈ C. Sada imamo
 (a s+ b t)(x) = a s(x) + b t(x) = an∑j=1
 αj χEj(x) + b
 m∑i=1
 βi χFi(x) =
 =n∑j=1
 m∑i=1
 (aαj + b βi)χEj∩Fi(x).
 Pošto važi in⊔j=1
 m⊔i=1
 (Ej ∩ Fi) =n⊔j=1
 (Ej ∩
 m⊔i=1
 Fi
 )=
 n⊔j=1
 Ej = X,
 to je zaista a s+ b t prosta funkcija.
 (b) Kako jeχ
 Ej∩Fi= χ
 Ej· χ
 Fi,
 to je
 s(x) · t(x) =
 (n∑j=1
 αj χEj
 )(m∑i=1
 βi χFi
 )=
 n∑j=1
 m∑i=1
 αj βi χEj· χ
 Fi=
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 =n∑j=1
 m∑i=1
 αj βi χEj∩Fi,
 gde takođe važin⊔j=1
 m⊔i=1
 (Ej ∩ Fi) =n⊔j=1
 (Ej ∩
 m⊔i=1
 Fi
 )=
 n⊔j=1
 Ej = X,
 pa je s t prosta funkcija. �
 3.1.2 Merljivost proste realne funkcije
 Neka je (X,M) merljiv prostor i χA
 : X → R karakterističnafunkcija skupa A, odnosno
 χA(x) =
 {1, x ∈ A0, x ∈ Ac
 .
 Lema 3.1.1. Skup A je merljiv akko je χAmerljiva funkcija.
 Dokaz. Neka je A merljiv (A ∈ M). Kako za svaki otvoren U ⊆ Rvaži
 χ−1A(U) =
 X, 0, 1 ∈ UA, 0 /∈ U, 1 ∈ UAc, 0 ∈ U, 1 /∈ U∅, 0, 1 /∈ U
 ,
 a X, A, Ac, ∅ ∈ M, to je χAmerljiva funkcija.
 Obrnuto, neka je χAmerljiva. Tada je inverzna slika svakog otvo-
 renog skupa merljiv skup, a kako je (0,+∞) otvoren skup u R, toje
 χ−1A((0,+∞)) = {x ∈ X : χ
 A(x) > 0} = A ∈M,
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 što znači da je A merljiv skup.
 Teorema 3.1.1. Prosta funkcija s =n∑i=1
 αi χEije merljiva akko su svi
 Ei, 1 ≤ i ≤ n, merljivi skupovi.
 Dokaz. Neka su Ei, 1 ≤ i ≤ n, merljivi. Tada na osnovu prethodneleme važi da su χ
 Eimerljive funkcije, pa su i αi χEi
 merljive funkcije zasvako i ∈ N, 1 ≤ i ≤ n, odakle sledi da je i prosta funkcija s merljivakao zbir konačno mnogo merljivih funkcija.
 Obrnuto, neka je s =n∑i=1
 αi χEimerljiva funkcija, gde je X =
 n⊔i=1
 Ei
 i Ei = s−1({αi}) = {x ∈ X : s(x) = αi} (αi 6= αj za i 6= j). Pošto važi
 Ei = {x ∈ X : s(x) = αi} = {x ∈ X : s(x) ≥ αi}∩{x ∈ X : s(x) ≤ αi},
 to je Ei merljiv za svako i ∈ N, 1 ≤ i ≤ n, kao presek dva merljivaskupa.
 3.2 Integral proste nenegativne merljivefunkcije
 Definicija 3.2.1. Neka je (X,M, µ) merljiv prostor mere µ i neka jes : X → [0,+∞] prosta nenegativna merljiva funkcija sa standardnomreprezentacijom
 s(x) =n∑i=1
 αi χEi(x), X =
 n⊔i=1
 Ei,
 i A ⊆ X proizvoljan merljiv skup. Tada je∫A
 s dµ =n∑i=1
 αi µ(A ∩ Ei)
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 integral proste nenegativne merljive funkcije s na skupu A.
 Koristimo i sledeće oznake:∫A
 s(x) dµ(x),∫A
 s. Pritom je jasno
 da ako je A = X, tada je∫X
 s dµ =n∑i=1
 αi µ(Ei).
 Pokažimo da je prethodna definicija korektna (da ne zavisi od re-
 prezentacije). Naime, neka je još data i reprezentacija s =m∑j=1
 βj χFj,
 X =m⊔j=1
 Fj. Treba dokazati
 (∗)n∑i=1
 αi µ(A ∩ Ei) =m∑j=1
 βj µ(A ∩ Fj).
 Kako je Ei = Ei ∩X = Ei ∩m⊔j=1
 Fj =m⊔j=1
 (Ei ∩ Fj), to imamo
 s =n∑i=1
 αi χEi=
 n∑i=1
 αi
 (m∑j=1
 χEi∩Fj
 )=
 n∑i=1
 m∑j=1
 αi χEi∩Fj.
 Slično, iz Fj = Fj ∩X = Fj ∩n⊔i=1
 Ei =n⊔i=1
 (Fj ∩ Ei) dobijamo
 s =m∑j=1
 βj χFj=
 m∑j=1
 βj
 (n∑i=1
 χFj∩Ei
 )=
 m∑j=1
 n∑i=1
 βj χFj∩Ei.
 Sada je
 0 = s− s =n∑i=1
 m∑j=1
 (αi − βj)χEi∩Fj.
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 Ako je Ei ∩ Fj = ∅, tada je χEi∩Fj
 = 0. Međutim, ako je Ei ∩ Fj 6= ∅,tada x ∈ Ei ∩ Fj, pa je s(x) = αi = βj, odnosno αi − βj = 0. Dakle,za svaki par indeksa i, j za koji je Ei ∩ Fj 6= ∅, važi αi − βj = 0.
 Sličnim razmatranjem dobijamo
 n∑i=1
 αi µ(A ∩ Ei) =n∑i=1
 αi µ(A ∩ Ei ∩X) =n∑i=1
 m∑j=1
 αi µ(A ∩ Ei ∩ Fj),
 m∑j=1
 βj µ(A ∩ Fj) =m∑j=1
 βj µ(A ∩ Fj ∩X) =m∑j=1
 n∑i=1
 βj µ(A ∩ Fj ∩ Ei).
 Ako za neki par indeksa i, j važi µ(A ∩ Ei ∩ Fj) = +∞ i αi > 0,tada je A ∩ Ei ∩ Fj 6= ∅, odnosno Ei ∩ Fj 6= ∅, pa je αi = βj > 0 iµ(A∩Fj∩Ei) = +∞. Dakle, u gornjim jednakostima obe sume imajupo jedan sabirak +∞, pa važi jednakost tih suma, tj. važi (∗).
 Neka je µ(A ∩ Ei ∩ Fj) < +∞ (∀ i, j ∈ N, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m).Ako sada oduzmemo drugu sumu od prve, dobijamo
 n∑i=1
 m∑j=1
 αi µ(A ∩ Ei ∩ Fj)−m∑j=1
 n∑i=1
 βj µ(A ∩ Fj ∩ Ei) =
 =n∑i=1
 m∑j=1
 (αi − βj)µ(A ∩ Ei ∩ Fj) = 0,
 jer ako je Ei ∩ Fj 6= ∅, tada je αi − βj = 0; a ako je Ei ∩ Fj = ∅, tadaje µ(A ∩ Ei ∩ Fj) ≤ µ(Ei ∩ Fj) = 0. Prema tome, dobijamo
 n∑i=1
 αi µ(A ∩ Ei)−m∑j=1
 βj µ(A ∩ Fj) = 0,
 pa važi (∗). Dakle, definicija integrala jeste korektna.
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 Napomena. Sve funkcije i svi skupovi koji će se u nastavku pojavlji-vati su merljivi.
 Primer 3. (a) Ako je s konstantna funkcija, tj. s(x) = c (∀x ∈ X) ic neka nenegativna konstanta, tada je s = c · χ
 X, pa je∫
 E
 c dµ = c · µ(E ∩X) = c · µ(E).
 Specijalno, ako je c = 0, tada je∫E
 c dµ = 0. Ako je c = 1, tada je∫E
 c dµ = c · µ(E) = 1 · µ(E) = µ(E). Dakle,∫E
 dµ = µ(E).
 (b) Ako je χEkarakteristična funkcija skupa E i χ
 E= 1 · χ
 E+ 0 · χ
 Ec ,tada je ∫
 A
 χEdµ = 1 · µ(A ∩ E) + 0 · µ(A ∩ Ec) = µ(A ∩ E).
 Specijalno, ako je A = X, tada je∫X
 χEdµ = µ(X ∩ E) = µ(E), tj.∫
 X
 χEdµ = µ(E).
 Dakle, iz (a) i (b) vidimo da važi
 µ(E) =
 ∫E
 dµ =
 ∫X
 χEdµ.
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 (c) Neka je dat prostor ([0, 1],M([0, 1]),m), gde je m Lebegova mera,i funkcija
 s(x) =
 1, x ∈
 [0, 1
 2
 )10100000, x =
 1
 21
 2, x ∈
 (12, 1] .
 Tada je∫[0,1]
 s dµ = 1 ·m([
 0,1
 2
 ))+ 10100000 ·m
 ({1
 2
 })+
 1
 2·m((
 1
 2, 1
 ])=
 = 1 · 12+ 1000000 · 0 + 1
 2· 12=
 3
 4.
 (d) Ako je µ(A) = 0, tada je∫A
 s dµ = 0.
 Zaista, pošto je s prosta nenegativna merljiva funkcija, odnosno
 s(x) =n∑i=1
 αi χEi, X =
 n⊔i=1
 Ei, odatle i iz monotonosti mere sledi∫A
 s dµ =n∑i=1
 αi µ(A ∩ Ei) ≤n∑i=1
 αi µ(A) =n∑i=1
 αi · 0 = 0.
 Dakle, integral proste nenegativne merljive funkcije na skupu merenula ima vrednost nula. 4
 Napomenimo da je∫A
 s dµ ≥ 0 za svaku prostu merljivu funkciju
 s ≥ 0.Lema 3.2.1. Neka je s ≥ 0 prosta merljiva funkcija i A,B merljiviskupovi. Tada važi ∫
 A∩B
 s dµ =
 ∫B
 s χAdµ.
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 Dokaz. Neka je s =n∑i=1
 αi χEi, X =
 n⊔i=1
 Ei, i neka je χAkarakteristična
 funkcija skupa A. Tada je
 s χA=
 n∑i=1
 αi χEiχ
 A=
 n∑i=1
 αi χEi∩A+ 0 · χ
 Ac ,
 gde jen⊔i=1
 (Ei ∩ A) t Ac = A t Ac = X. Dakle,
 s χA=
 n∑i=1
 αi χEi∩A.
 Sada je ∫B
 s χAdµ =
 n∑i=1
 αi µ(B ∩ Ei ∩ A),
 dok je s druge strane∫A∩B
 s dµ =n∑i=1
 αi µ(A ∩B ∩ Ei),
 pa imamo da je ∫A∩B
 s dµ =
 ∫B
 s χAdµ.
 Specijalno, ako je B = X, tada imamo∫A
 s dµ =
 ∫X
 s χAdµ.
 Dakle, sa merljivog skupa se prebacujemo na čitav prostor, tj. integralna skupu možemo izračunati kao integral na čitavom prostoru.
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 Teorema 3.2.1 (Linearnost). Neka su s i t proste nenegativne mer-ljive funkcije i a, b ∈ [0,+∞]. Tada važi∫
 A
 (a s+ b t) dµ = a
 ∫A
 s dµ+ b
 ∫A
 t dµ.
 Dokaz. Neka je
 s =n∑i=1
 αi χEi, t =
 m∑j=1
 βj χFj,
 gde je X =n⊔i=1
 Ei =m⊔j=1
 Fj =n⊔i=1
 m⊔j=1
 (Ei ∩ Fj). Tada je
 a s+ b t =n∑i=1
 m∑j=1
 (aαi + b βj)χEi∩Fj,
 pa imamo∫A
 (a s+ b t) dµ =n∑i=1
 m∑j=1
 (aαi + b βj)µ(A ∩ Ei ∩ Fj) =
 =n∑i=1
 m∑j=1
 aαi µ(A ∩ Ei ∩ Fj) +n∑i=1
 m∑j=1
 b βj µ(A ∩ Ei ∩ Fj) =
 = an∑i=1
 αi
 m∑j=1
 µ(A ∩ Ei ∩ Fj) + bm∑j=1
 βj
 n∑i=1
 µ(A ∩ Ei ∩ Fj) =
 = an∑i=1
 αi µ
 ( m⊔j=1
 (A ∩ Ei ∩ Fj))+ b
 m∑j=1
 βj µ
 ( n⊔i=1
 (A ∩ Ei ∩ Fj))
 =
 = an∑i=1
 αi µ(A ∩ Ei) + bm∑j=1
 βj µ(A ∩ Fj) = a
 ∫A
 s dµ+ b
 ∫A
 t dµ.
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 Teorema 3.2.2 (Monotonost). Neka su s i t proste nenegativnemerljive funkcije.
 (a) Ako je s(x) ≤ t(x) (∀x ∈ X), tada je∫A
 s dµ ≤∫A
 t dµ,
 za svaki merljiv skup A ⊆ X.
 (b) Ako za merljive skupove A i B važi A ⊆ B, tada je∫A
 s dµ ≤∫B
 s dµ.
 Dokaz. (a) Kako je t = s+(t−s), gde su s i t−s ≥ 0 proste merljivefunkcije, to je∫
 A
 t dµ =
 ∫A
 (s+ (t− s)) dµ =
 ∫A
 s dµ+
 ∫A
 (t− s) dµ ≥∫A
 s dµ,
 jer je∫A
 (t− s) dµ ≥ 0.
 (b) Kako je s ≥ 0 prosta funkcija, to su i s χAi s χ
 Bproste funkcije i
 pritom važi 0 ≤ s χA≤ s χ
 B. Sada iz∫
 X
 s χAdµ ≤
 ∫X
 s χBdµ
 sledi ∫A
 s dµ ≤∫B
 s dµ.
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 Teorema 3.2.3. Neka je s ≥ 0 proizvoljna prosta merljiva funkcijana (X,M, µ). Neka je preslikavanje µs :M→ [0,+∞] definisano sa
 µs(A) =
 ∫A
 s dµ (∀A ∈M).
 Tada je µs mera naM.
 Dokaz. Kako je∫A
 s dµ ≥ 0, to je µs(A) ≥ 0 za svaki merljiv skup A.
 Takođe je očigledno da je µs(∅) = 0. Treba još dokazati
 µs
 ( +∞⊔j=1
 Aj
 )=
 +∞∑j=1
 µs(Aj), Aj ∈M, j ∈ N.
 Imajući u vidu da je s =n∑i=1
 αi χEi, X =
 n⊔i=1
 Ei, kao i da je µ mera,
 imamo
 µs
 ( +∞⊔j=1
 Aj
 )=
 ∫+∞⊔j=1
 Aj
 s dµ =n∑i=1
 αi µ(Ei ∩+∞⊔j=1
 Aj) =
 =n∑i=1
 αi µ
 ( +∞⊔j=1
 (Ei ∩ Aj))
 =n∑i=1
 αi
 +∞∑j=1
 µ(Ei ∩ Aj) =
 =+∞∑j=1
 (n∑i=1
 αi µ(Ei ∩ Aj)
 )=
 +∞∑j=1
 ∫Aj
 s dµ =+∞∑j=1
 µs(Aj).
 Dakle, µs jeste mera.
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 Iz prethodne teoreme vidimo da je µs mera definisana kao integralproste nenegativne merljive funkcije.
 Neke posledice ove teoreme su:
 (1)
 ∫AtB
 s dµ =
 ∫A
 s dµ+
 ∫B
 s dµ
 (2) Neka je A1 ⊆ A2 ⊆ . . . ⊆ Aj ⊆ . . ., gde su Aj, j ∈ N, merljivi.Tada važi
 limj→+∞
 ∫Aj
 s dµ =
 ∫+∞⋃j=1
 Aj
 s dµ.
 3.3 Integral nenegativne merljive funkcije
 Neka je (X,M, µ) merljiv prostor mere µ. Pretpostavimo da jef ≥ 0 prosta merljiva funkcija i s bilo koja druga prosta merljivafunkcija za koju važi 0 ≤ s ≤ f . Tada znamo (na osnovu monotonostiza proste nenegativne merljive funkcije) da za svaku prostu merljivufunkciju 0 ≤ s ≤ f i za svaki merljiv skup A važi
 0 ≤∫A
 s dµ ≤∫A
 f dµ,
 pa je i
 sup0≤s≤f
 ∫A
 s dµ ≤∫A
 f dµ.
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 Međutim, pošto je f ≥ 0 i sama prosta merljiva funkcija (0 ≤ f ≤ f),to je
 sup0≤s≤f
 ∫A
 s dµ =
 ∫A
 f dµ = max0≤s≤f
 ∫A
 s dµ.
 Definicija 3.3.1. Neka je f ≥ 0 merljiva funkcija i A merljiv skup.Tada se integral nenegativne merljive funkcije f na skupu A definišesa ∫
 A
 f dµ = sup0≤s≤f
 ∫A
 s dµ,
 gde je supremum uzet po svim prostim merljivim funkcijama za kojevaži 0 ≤ s ≤ f .
 Lema 3.3.1. Neka je f ≥ 0 merljiva funkcija. Tada je∫E
 f dµ =
 ∫X
 f χEdµ.
 Dokaz. Neka je 0 ≤ s ≤ f bilo koja prosta merljiva funkcija. Tada je0 ≤ s χ
 E≤ f χ
 E, gde je s χ
 Eprosta (za f χ
 E), pa je sada∫
 X
 s χEdµ ≤
 ∫X
 f χEdµ.
 Dakle, imamo da je∫E
 s dµ =
 ∫X
 s χEdµ ≤
 ∫X
 f χEdµ
 za svaku prostu merljivu funkciju 0 ≤ s ≤ f , pa ako uzmemo supre-mum, dobijamo
 sup0≤s≤f
 ∫E
 s dµ ≤∫X
 f χEdµ,
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 odnosno(∗)
 ∫E
 f dµ ≤∫X
 f χEdµ.
 Obrnuto, neka je t bilo koja prosta merljiva funkcija za koju važi0 ≤ t ≤ f χ
 E. Odavde imamo da je
 0 ≤ t (1− χE) ≤ f χ
 E(1− χ
 E),
 a kako je χE(1 − χ
 E) = 0, to imamo da je t (1 − χ
 E) = 0, odnosno
 t = t χE. Sada na osnovu 0 ≤ t ≤ f χ
 Esledi da je 0 ≤ t χ
 E≤ f χ
 E, tj.
 0 ≤ t ≤ f , gde je t prosta funkcija. Odavde je∫E
 t dµ ≤∫E
 f dµ.
 Međutim, kako je ∫E
 t dµ =
 ∫X
 t χEdµ =
 ∫X
 t dµ,
 to je ∫X
 t dµ ≤∫E
 f dµ.
 Kako poslednja jednakost važi za svaku prostu funkciju, uzimamo su-premum i dobijamo
 sup0≤t≤f χ
 E
 ∫X
 t dµ ≤∫E
 f dµ.
 Ali, pošto je po definiciji
 sup0≤t≤f χ
 E
 ∫X
 t dµ =
 ∫X
 f χEdµ,
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 sledi da je
 (∗∗)∫X
 f χEdµ ≤
 ∫E
 f dµ.
 Konačno, na osnovu relacija (∗) i (∗∗) dobijamo da je∫E
 f dµ =
 ∫X
 f χEdµ.
 Teorema 3.3.1 (Monotonost). Neka su f i g nenegativne merljivefunkcije.
 (a) 0 ≤ f ≤ g ⇒ 0 ≤∫A
 f dµ ≤∫A
 g dµ
 (b) A ⊆ B ⇒∫A
 f dµ ≤∫B
 f dµ.
 Dokaz. (a) Neka je 0 ≤ s ≤ f proizvoljna prosta merljiva funkcija.Tada iz f ≤ g sledi 0 ≤ s ≤ g, pa je∫
 A
 s dµ ≤∫A
 g dµ.
 Kako ovo važi za svaku prostu funkciju 0 ≤ s ≤ f , uzmemo supremumi dobijemo
 sup0≤s≤f
 ∫A
 s dµ ≤∫A
 g dµ,
 odnosno ∫A
 f dµ ≤∫A
 g dµ.
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 (b) Pošto je A ⊆ B, to je 0 ≤ χA≤ χ
 B, tj. 0 ≤ f χ
 A≤ f χ
 B.
 Sada na osnovu (a) dobijamo∫X
 f χAdµ ≤
 ∫X
 f χBdµ, pa primenom
 prethodne teoreme sledi ∫A
 f dµ ≤∫B
 f dµ.
 Teorema 3.3.2 (O monotonoj konvergenciji). Neka je (X,M, µ)merljiv prostor sa merom µ i neka je (fn)n∈N niz nenegativnih merljivihfunkcija fn : X → [0,+∞] takvih da je
 0 ≤ fn(x) ≤ fn+1(x) (∀x ∈ X).
 Tada postoji limn→+∞
 fn(x) = f(x) za svako x ∈ X i važi
 limn→+∞
 ∫X
 fn dµ =
 ∫X
 (lim
 n→+∞fn
 )dµ =
 ∫X
 f dµ.
 Ovu teoremu skraćeno obeležavamo sa: TMK.
 Dokaz. Kako je (fn)n∈N rastući niz, to je njegov limes f zapravo su-premum datog niza, i pritom je f merljiva funkcija (jer je limes merlji-vih funkcija uvek merljiva funkcija). Na osnovu monotonosti integralaimamo ∫
 X
 fn dµ ≤∫X
 fn+1 dµ (∀n ∈ N),
 pa je niz(∫
 X
 fn dµ
 )n∈N
 rastući, što znači da postoji
 limn→+∞
 ∫X
 fn dµ = d ∈ [0,+∞].
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 Kako je fn ≤ f (∀n ∈ N), to je∫X
 fn dµ ≤∫X
 f dµ (∀n ∈ N),
 pa kada pustimo da n→ +∞, dobijamo
 d ≤∫X
 f dµ.
 Treba još dokazati da je∫X
 f dµ ≤ d. Neka je s prosta merljiva
 funkcija takva da je 0 ≤ s ≤ f . Posmatrajmo skupove
 An = {x ∈ X : fn(x) ≥ c s(x)}, n ∈ N, 0 < c < 1.
 Pošto se An može napisati kao An = {x ∈ X : fn(x) − c s(x) ≥ 0},i kako su fn i s merljive funkcije, to je An = (fn − c s)−1([0,+∞])merljiv skup. Iz c s ≤ fn ≤ fn+1 sledi da je An ⊆ An+1. Pokažimoda je
 ⋃+∞n=1An = X. Neka je x ∈ X. Za f(x) = 0 imamo da je
 fn(x) = s(x) = 0, pa x ∈ An, n ∈ N, odnosno x ∈⋃+∞n=1An. Ako je
 f(x) > 0, tada iz 0 < c < 1 sledi da je f(x) > c s(x). Sada, kako je
 limn→+∞
 fn(x) = f(x) > s(x),
 to postoji n0 ∈ N tako da je
 f(x) ≥ fn0(x) > c(x),
 što znači da x ∈ An0 , tj. x ∈⋃+∞n=1An. Dakle, u oba slučaja je
 X ⊆⋃+∞n=1An, a kako uvek važi
 ⋃+∞n=1An ⊆ X, to je
 ⋃+∞n=1An = X.
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 Na osnovu monotonosti imamo da je∫X
 fn dµ ≥∫An
 fn dµ ≥∫An
 c s dµ, tj.
 (∗)∫X
 fn dµ ≥ c
 ∫An
 s dµ.
 Pokazali smo u Teoremi 3.2.3. da je sa µs(E) =
 ∫E
 s dµ (E ∈ M)
 definisana mera µs, pa imamo da je∫An
 s dµ = µs(An). Kako je An ⊆
 An+1 i+∞⋃n=1
 An = X, to na osnovu teoreme o neprekidnosti mere sledi
 da je
 limn→+∞
 µs(An) = µs
 ( +∞⋃n=1
 An
 )= µs(X) =
 ∫X
 s dµ.
 Prema tome, kada u (∗) pustimo da n→ +∞, imamo
 d ≥ c
 ∫X
 s dµ.
 Konačno, kada c→ 1−, dobijamo
 d ≥∫X
 s dµ,
 a pošto to važi za svaku prostu funkciju 0 ≤ s ≤ f , uzmemo supremumi dobijemo
 d ≥ sup0≤s≤f
 ∫X
 s dµ,
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 odnosnod ≥
 ∫X
 f dµ.
 Dakle, dokazali smo da je d =
 ∫X
 f dµ, tj.
 limn→+∞
 ∫X
 fn dµ =
 ∫X
 f dµ.
 Napomenimo da se može dokazati da za svaku nenegativnu mer-ljivu funkciju f postoji niz (ϕn)n∈N prostih merljivih funkcija za kojije
 0 ≤ ϕn ≤ ϕn+1 i limn→+∞
 ϕn(x) = f(x).
 Dakle, rastućim nizom prostih nenegativnih merljivih funkcija stižemodo nenegativne merljive funkcije.
 Teorema 3.3.3. Neka su f, g ≥ 0 merljive funkcije i a, b ∈ [0,+∞].Tada važi ∫
 A
 (a f + b g) dµ = a
 ∫A
 f dµ+ b
 ∫A
 g dµ.
 Dokaz. Neka su (ϕn)n∈N i (ψn)n∈N nizovi prostih merljivih funkcijaza koje važi
 0 ≤ ϕn ≤ ϕn+1, limn→+∞
 ϕn(x) = f(x), x ∈ X,
 0 ≤ ψn ≤ ψn+1, limn→+∞
 ψn(x) = g(x), x ∈ X.
 Pošto je 0 ≤ aϕn + b ψn ≤ aϕn+1 + b ψn+1 i limn→+∞
 (aϕn + b ψn) =
 a f + b g, to je na osnovu TMK
 limn→+∞
 ∫A
 (aϕn + b ψn) dµ =
 ∫A
 (a f + b g) dµ.

Page 87
                        

3.3. Integral nenegativne merljive funkcije 83
 Slično, na osnovu TMK važi i
 limn→+∞
 ∫A
 ϕn dµ =
 ∫A
 f dµ i limn→+∞
 ∫A
 ψn dµ =
 ∫A
 g dµ.
 Kako na osnovu linernosti za integrale prostih nenegativnih merljivihfunkcija važi∫
 A
 (aϕn + b ψn) dµ = a
 ∫A
 ϕn dµ+ b
 ∫A
 ψn dµ,
 to kada pustimo da n→ +∞, dobijamo∫A
 (a f + b g) dµ = a
 ∫A
 f dµ+ b
 ∫A
 g dµ.
 Napomena. Matematičkom indukcijom se pokazuje da je integralzbira jednak zbiru integrala, odnosno∫
 A
 (n∑i=1
 ai fi
 )dµ =
 n∑i=1
 ai
 ∫A
 fi dµ.
 Navedimo važne posledice TMK.
 Posledica 1 (Bepo Levi7)). Neka je (fn)n∈N niz merljivih funkcijafn : X → [0,+∞]. Tada važi∫
 A
 (+∞∑j=1
 fj
 )dµ =
 +∞∑j=1
 ∫A
 fj dµ.
 7)Beppo Levi (1875–1961), italijanski matematičar
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 Dokaz. Neka je
 sn =n∑j=1
 fj.
 Tada je (sn)n∈N niz merljivih funkcija za koji važi
 0 ≤ sn =n∑j=1
 fj ≤n+1∑j=1
 fj = sn+1.
 Sada imamo
 +∞∑j=1
 ∫A
 fj dµ = limn→+∞
 n∑j=1
 ∫A
 fj dµ = limn→+∞
 ∫A
 (n∑j=1
 fj
 )dµ =
 = limn→+∞
 ∫A
 sn dµ(TMK)=
 ∫A
 (lim
 n→+∞sn
 )dµ =
 ∫A
 +∞∑j=1
 fj dµ.
 Posledica 2. Ako je f ≥ 0 merljiva funkcija na (X,M, µ) i preslika-vanje µf :M→ [0,+∞] definisano sa
 µf (E) =
 ∫E
 f dµ (∀E ∈M),
 tada je µf mera naM.
 Dokaz. Neka je Ej ∈ M, gde je Ei ∩ Ej = ∅ za i 6= j, i, j ∈ N.Dokažimo da je
 µf
 ( +∞⊔j=1
 Ej
 )=
 +∞∑j=1
 µf (Ej).
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 Na osnovu Posledice 1 (Bepo Levi) imamo
 µf
 ( +∞⊔j=1
 Ej
 )=
 ∫+∞⊔j=1
 Ej
 f dµ =
 ∫X
 f χ+∞⊔j=1
 Ej
 dµ =
 ∫X
 (+∞∑j=1
 f χEj
 )dµ =
 =+∞∑j=1
 ∫X
 f χEjdµ =
 +∞∑j=1
 ∫Ej
 f dµ =+∞∑j=1
 µf (Ej).
 Lema 3.3.2 (Fatu8)). Neka je (fn)n∈N niz merljivih funkcija fn :X → [0,+∞]. Tada važi∫
 X
 (lim infn→+∞
 fn
 )dµ ≤ lim inf
 n→+∞
 ∫X
 fn dµ.
 Dokaz. Znamo da je lim infn→+∞
 fn(x) = sup{inf{fj(x) : j ≥ n} : n ∈ N},pa stavimo da je
 gn(x) = inf{fj(x) : j ≥ n}.Očigledno je 0 ≤ gn ≤ fn, a kako je
 gn(x) = inf{fj(x) : j ≥ n} ≤ inf{fj(x) : j ≥ n+ 1} = gn+1(x),
 to je (gn)n∈N rastući niz koji teži svom supremumu lim infn→+∞
 fn, tj.
 limn→+∞
 gn = sup{gn : n ∈ N} = lim infn→+∞
 fn.
 Sada imamo∫X
 (lim infn→+∞
 fn
 )dµ =
 ∫X
 (lim
 n→+∞gn
 )dµ
 (TMK)= lim
 n→+∞
 ∫X
 gn dµ =
 8)Pierre Joseph Louis Fatou (1878–1929), francuski matematičar
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 = lim infn→+∞
 ∫X
 gn dµ ≤ lim infn→+∞
 ∫X
 fn dµ.
 3.4 Integral realne i kompleksne merljivefunkcije
 Neka je (X,M, µ)merljiv prostor mere µ i f : X → [−∞,+∞] pro-izvoljna merljiva funkcija. Definišimo funkcije f+, f− : X → [−∞,+∞]sa
 f+(x) = max{f(x), 0} ≥ 0 (pozitivan deo funkcije f),
 f−(x) = max{−f(x), 0} ≥ 0 (negativan deo funkcije f).
 Ako je f merljiva funkcija, tada su i f+ i f− merljive funkcije.Naime, neka je f1(x) = f(x) i fj(x) ≡ 0 za j > 1, j ∈ N. Tada je
 sup{fj(x) : j ∈ N} = max{f(x), 0} = f+(x)
 merljiva funkcija (na osnovu Teoreme 1.6.1.). Slično se pokazuje da jei f−(x) merljiva funkcija.
 Ako je f(x) ≥ 0, tada je f+(x)−f−(x) = f(x)−0 = f(x). Takođe,ako je f(x) < 0, tada je f+(x)− f−(x) = 0− (−f(x)) = f(x). Dakle,u oba slučaja je f+(x) − f−(x) = f(x), pa zaključujemo da se svakarealna funkcija može razložiti na dve nenegativne merljive funkcije, tj.važi
 f+ − f− = f.
 Slično, za f(x) ≥ 0 imamo da je f+(x) + f−(x) = f(x) + 0 = f(x),dok za f(x) < 0 važi f+(x) + f−(x) = 0 + (−f(x)) = −f(x). Dakle,sada važi
 f+ + f− = |f |.
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 Neka je f : X → C kompleksna funkcija, odnosno f = u + i v,u, v : X → R. Znamo da je f merljiva akko su u i v merljive funkcije.Razlaganje kompleksne funkcije f je dato sa
 f = u+ − u− + i v+ − i v− (i2 = −1).
 Definicija 3.4.1. Neka je f : X → [−∞,+∞] merljiva funkcija i Emerljiv skup. Tada se integral realne funkcije f na skupu E definišesa ∫
 E
 f dµ =
 ∫E
 f+ dµ−∫E
 f− dµ,
 kad god je bar jedan od integrala∫E
 f+ dµ,∫E
 f− dµ realan broj.
 Definicija 3.4.2. Neka je f = u + i v : X → C merljiva funkcija iE merljiv skup. Tada se integral kompleksne funkcije f na skupu Edefiniše sa ∫
 E
 f dµ =
 ∫E
 u dµ+ i
 ∫E
 v dµ,
 odnosno∫E
 f dµ =
 ∫E
 u+ dµ−∫E
 u− dµ+ i
 ∫E
 v+ dµ− i∫E
 v− dµ.
 Definicija 3.4.3. Neka je (X,M, µ) merljiv prostor mere µ. Tada je
 L1(X,M, µ) = {f : X → C : f merljiva,∫X
 |f | dµ < +∞}
 prostor integrabilnih funkcija ili prostor L1-funkcija.
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 Koristimo i oznaku: L1(µ). Dakle, integrabilne funkcije su one funkcije
 za koje važi∫X
 |f | dµ < +∞. Pišemo: f ∈ L1(µ) i kažemo da je f
 Lebeg-integrabilna.
 Neka je data kompleksna funkcija f = u + i v ∈ L1. Kako je|f | =
 √u2 + v2 ≥ |u| i |f | =
 √u2 + v2 ≥ |v|, to je 0 ≤ |u| ≤ |f | i
 0 ≤ |v| ≤ |f |, pa je∫X
 |u| dµ ≤∫X
 f dµ < +∞ i∫X
 |v| dµ ≤∫X
 f dµ <
 +∞, što znači da u, v ∈ L1(µ). Obrnuto, neka u, v ∈ L1(µ). Pošto
 su |u|, |v| nenegativne funkcije, iz |f | ≤ |u| + |v| sledi∫X
 |f | dµ ≤∫X
 (|u| + |v|) dµ =
 ∫X
 |u| dµ +
 ∫X
 |v| dµ < +∞, pa je i f ∈ L1(µ).
 Zaključujemo:
 f = u+ i v ∈ L1(µ) ⇔ u, v ∈ L1(µ).
 Mi ćemo se usredsrediti samo na integrabilne funkcije. Kako oči-gledno važi
 0 ≤ f+ ≤ |f |, 0 ≤ f− ≤ |f |,to je f+, f− ∈ L1 i imamo da je∫
 X
 f+ dµ ≤∫X
 |f | dµ < +∞,∫X
 f− dµ ≤∫X
 |f | dµ < +∞,
 pa sledi da je integral∫E
 f dµ =
 ∫E
 f+ dµ−∫E
 f− dµ iz Definicije 3.4.1.
 zapravo realan broj. Ostavljamo čitaocu da se sam uveri u korektnostdefinicije integrala integrabilne realne funkcije.
 Teorema 3.4.1. Ako f, g ∈ L1(µ), α, β ∈ C, tada:
 (a) α f + β g ∈ L1(µ)
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 (b)
 ∫X
 (α f + β g) dµ = α
 ∫X
 f dµ+ β
 ∫X
 g dµ.
 Dokaz. (a) Kako je |α f + β g| ≤ |α| |f |+ |β| |g|, to sledi da je∫X
 |α f + β g| dµ ≤ |α|∫X
 |f | dµ+ |β|∫X
 |g| dµ < +∞,
 što znači da α f + β g ∈ L1(µ).
 (b) Dokaz izvodimo u nekoliko koraka.
 1◦ Dokažimo da za realnu funkciju f i α ∈ R važi∫X
 αf dµ = α
 ∫X
 f dµ.
 Neka je α > 0. Kako je (α f)+ = max{α f, 0} = αmax{f, 0} = α f+
 i (α f)− = max{−(α f), 0} = αmax{−f, 0} = α f−, sledi∫X
 α f dµ =
 ∫X
 (α f)+ dµ−∫X
 (α f)− dµ =
 ∫X
 α f+ dµ−∫X
 α f− dµ =
 = α
 ∫X
 f+ dµ− α∫X
 f− dµ = α
 (∫X
 f+ dµ−∫X
 f− dµ
 )= α
 ∫X
 f dµ.
 Pošto važi
 (−f)+ = max{−f, 0} = f−, (−f)− = max{f, 0} = f+,
 to za α < 0 imamo
 (−α f)+ = max{−(α f), 0} = (α f)−,
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 (−α f)− = max{α f, 0} = (α f)+,
 pa sledi∫X
 αf dµ =
 ∫X
 (αf)+dµ−∫X
 (αf)−dµ =
 ∫X
 (−αf)−dµ−∫X
 (−αf)+dµ =
 = −α∫X
 f− dµ− (−α)∫X
 f+ dµ = −α
 (∫X
 f− dµ−∫X
 f+ dµ
 )=
 = α
 (∫X
 f+ dµ−∫X
 f− dµ
 )= α
 ∫X
 f dµ.
 2◦ Za realne funkcije f i g važi∫X
 (f + g) dµ =
 ∫X
 f dµ+
 ∫X
 g dµ.
 Naime, pošto f, g ∈ L1(µ), to su integrali nenegativnih funkcija f+,f−, g+, g− konačni, pa kako važi f + g = f+ − f− + g+ − g−, tointegraleći poslednju jednakost dobijamo∫X
 (f+−f−+g+−g−) dµ =
 ∫X
 f+ dµ−∫X
 f− dµ+
 ∫X
 g+ dµ−∫X
 g− dµ,
 odnosno ∫X
 (f + g) dµ =
 ∫X
 f dµ+
 ∫X
 g dµ.
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 3◦ Za kompleksnu funkciju f = u+ i v važi∫X
 (i f) dµ = i
 ∫X
 f dµ.
 Naime, iz f = u + i v sledi i f = i u − v = −v + i u, pa na osnovudefinicije integrala kompleksne funkcije sledi∫
 X
 (i f) dµ =
 ∫X
 (−v) dµ+ i
 ∫X
 u dµ = −∫X
 v dµ+ i
 ∫X
 u dµ =
 = i (i
 ∫X
 v dµ+
 ∫X
 u dµ) = i
 (∫X
 u dµ+ i
 ∫X
 v dµ
 )= i
 ∫X
 f dµ.
 Iz 1◦, 2◦ i 3◦ sledi da za svaku kompleksnu funkciju f i za svakoα ∈ C važi ∫
 X
 α f dµ = α
 ∫X
 f dµ,
 a na osnovu 2◦ i definicije integrala kompleksne funkcije imamo∫X
 (f + g) dµ =
 ∫X
 f dµ+
 ∫X
 g dµ.
 Konačno, primenom poslednje dve jednakosti se dobija∫X
 (α f + β g) dµ = α
 ∫X
 f dµ+ β
 ∫X
 g dµ.
 Lema 3.4.1. Ako f, g ∈ L1(µ), gde su f i g realne funkcije, tada važi
 f ≤ g ⇒∫X
 f dµ ≤∫X
 g dµ.
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 Dokaz. Kako je g − f ≥ 0, to iz prethodne teoreme pod (b) sledi∫X
 g dµ =
 ∫X
 ((g − f) + f) dµ =
 ∫X
 (g − f) dµ+
 ∫X
 f dµ ≥∫X
 f dµ.
 Teorema 3.4.2 (Osnovna integralna nejednakost). Neka jef ∈ L1(µ). Tada je ∣∣∣∣∣
 ∫X
 f dµ
 ∣∣∣∣∣ ≤∫X
 |f | dµ.
 Dokaz. Neka je α =
 ∫X
 f dµ. Za α = 0 nejednakost je očigledna
 (0 ≤∫X
 f dµ). Za α 6= 0, α ∈ C, imamo
 (∃ r > 0) (∃θ ∈ R) α = r ei θ,
 gde je |α| = r. Takođe važi r = α e−i θ. Sada je∣∣∣∣∣∫X
 f dµ
 ∣∣∣∣∣ = |α| = r = α e−i θ = e−i θ∫X
 f dµ =
 ∫X
 (e−i θf) dµ.
 Kako je∣∣∣∣ ∫
 X
 f dµ
 ∣∣∣∣ ∈ R, to je i∫X
 (e−i θf) dµ realan broj, pa iz nejed-
 nakosti Re (e−i θf) ≤ |e−i θf | = |f | sledi∫X
 (e−i θf) dµ =
 ∫X
 Re (e−i θf) dµ ≤∫X
 |f | dµ.
 Dakle,∣∣∣∣ ∫
 X
 f dµ
 ∣∣∣∣ ≤ ∫X
 |f | dµ.
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 Teorema 3.4.3 (Lebegova teorema o dominantnoj konvergen-ciji). Neka je (fn)n∈N niz merljivih funkcija fn : X → C i neka postojikonačan lim
 n→+∞fn(x) = f(x) (∀x ∈ X). Ako je |fn| ≤ g (∀n ∈ N), gde
 je g ∈ L1(µ), tada fn, f ∈ L1(µ) i važi
 limn→+∞
 ∫X
 |fn − f | dµ = 0 i
 limn→+∞
 ∫X
 fn dµ =
 ∫X
 (lim
 n→+∞fn
 )dµ =
 ∫X
 f dµ.
 Za funkciju g kažemo da je integrabilna dominanta. Ovu teoremuskraćeno obeležavamo sa: TDK.
 Dokaz. Kako su fn, n ∈ N, merljive, to je i f merljiva kao limesmerljivih funkcija. Iz |fn| ≤ g i monotonosti integrala imamo∫
 X
 |fn| dµ ≤∫X
 g dµ < +∞,
 pa fn ∈ L1(µ). Dalje, kako je |fn| ≤ g, n ∈ N, a postoji limn→+∞
 fn = f ,
 to je∣∣∣ limn→+∞
 fn
 ∣∣∣ ≤ g, tj. |f | ≤ g, pa je∫X
 |f | dµ ≤∫X
 g dµ < +∞,
 što znači da i f ∈ L1(µ).
 Kako važi |fn − f | ≤ |fn| + |f | ≤ 2g, definišimo nove funkcijehn = 2g − |fn − f |, n ∈ N, koje su očigledno nenegativne i merljive,gde pritom važi
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 limn→+∞
 hn = lim infn→+∞
 hn = lim supn→+∞
 hn = 2g.
 Primenimo sada Fatuovu lemu. Imamo∫X
 2g dµ =
 ∫X
 (lim infn→+∞
 hn
 )dµ ≤ lim inf
 n→+∞
 ∫X
 hn dµ =
 = lim infn→+∞
 ∫X
 (2g−|fn−f |) dµ = lim infn→+∞
 (∫X
 2g dµ+
 ∫X
 (−|fn−f |) dµ
 )=
 =
 ∫X
 2g dµ+lim infn→+∞
 (−∫X
 |fn−f | dµ
 )=
 ∫X
 2g dµ−lim supn→+∞
 ∫X
 |fn−f | dµ.
 Kako je∫X
 2g dµ < +∞, to sledi 0 ≤ − lim supn→+∞
 ∫X
 |fn − f | dµ, tj.
 lim supn→+∞
 ∫X
 |fn − f | dµ ≤ 0.
 Sada je
 0 ≤ lim infn→+∞
 ∫X
 |fn − f | dµ ≤ lim supn→+∞
 ∫X
 |fn − f | dµ ≤ 0,
 pa važi
 limn→+∞
 ∫X
 |fn − f | dµ = 0.
 Iz osnovne integralne nejednakosti sledi
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 0 ≤
 ∣∣∣∣∣∫X
 fn dµ−∫X
 f dµ
 ∣∣∣∣∣ =∣∣∣∣∣∫X
 (fn − f) dµ
 ∣∣∣∣∣ ≤∫X
 |fn − f | dµ,
 pa kada pustimo da n → +∞, na osnovu poznate teoreme o dvapolicajca važi
 limn→+∞
 ∫X
 fn dµ =
 ∫X
 f dµ.
 Posledica 1. Neka je (fn)n∈N niz merljivih funkcija fn : X → C i+∞∑n=1
 ∫A
 |fn|d µ < +∞. Tada važi
 ∫A
 (+∞∑j=1
 fj
 )dµ =
 +∞∑j=1
 ∫A
 fj dµ.
 Dokaz. Neka je
 sn =n∑j=1
 fj i g =+∞∑j=1
 |fj|.
 Niz (sn)n∈N je niz merljivih funkcija za koji važi
 |sn| ≤n∑j=1
 |fj| ≤+∞∑j=1
 |fj| = g.
 Na osnovu posledice Bepa Levija imamo∫A
 g dµ =
 ∫A
 (+∞∑j=1
 |fj|
 )dµ =
 +∞∑j=1
 ∫A
 |fj| dµ < +∞,
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 pa sledi∫A
 (+∞∑j=1
 fj
 )dµ =
 ∫A
 (lim
 n→+∞sn
 )dµ = lim
 n→+∞
 ∫A
 sn dµ =
 = limn→+∞
 ∫A
 (n∑j=1
 fj
 )dµ = lim
 n→+∞
 n∑j=1
 ∫A
 fj dµ =+∞∑j=1
 ∫A
 fj dµ.
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Glava 4
 Dodatak
 4.1 Skupovi mere nula. Odgovarajuća ter-minologija
 Neka je (X,M, µ) fiksan merljiv prostor i E ∈ M takav da jeµ(E) = 0. Tada je∫
 E
 s dµ = 0 (s ≥ 0 prosta merljiva funkcija),
 ∫E
 f dµ = sup0≤s≤f
 ∫E
 s dµ = 0 (f ≥ 0 merljiva funkcija),
 ∫E
 f dµ =
 ∫E
 f+ dµ−∫E
 f− dµ = 0, f : X → R∫E
 u dµ+ i
 ∫E
 v dµ = 0, f : X → C.
 97
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 Definicija 4.1.1. Neka je P osobina koju neka tačka x ∈ X možeimati. Svojstvo P je tačno skoro svuda na merljivom skupu A akopostoji N ∈ M, pri čemu je µ(N) = 0, tako da je P tačno za svakox ∈ A\N , tj. ako je tačno na A van nekog skupa mere nula.
 Umesto skoro svuda pišemo još i: s.s., µ-skoro svuda, µ-s.s.
 Napomena. Ako P nije tačno na skupu B ⊆ A, tada je B ⊆ N , aliB ne mora biti merljiv. Ako je µ kompletna mera, tada je B merljiv.
 1 Teorema 4.1.1. Neka je f ≥ 0 merljiva funkcija i A merljiv skup
 takav da je∫A
 f dµ = 0. Tada je f = 0 skoro svuda na A.
 Dokaz. Posmatrajmo skup
 B = {x ∈ A : f(x) > 0} ⊆ A.
 Pošto je f merljiva funkcija i kako važi
 B = {x ∈ X : f(x) > 0} ∩ A,
 to je skup B merljiv kao presek dva merljiva skupa. Neka je
 B =+∞⋃n=1
 Bn,
 gde je Bn = {x ∈ A : f(x) > 1n}, n ∈ N. Očigledno je Bn ⊆ Bn+1. Na
 osnovu neprekidnosti mere sledi
 limn→+∞
 µ(Bn) = µ
 ( +∞⋃n=1
 Bn
 )= µ(B).
 Koristeći monotonost integrala nenegativne funkcije dobijamo
 0 =
 ∫A
 f dµ ≥∫B
 f dµ ≥∫Bn
 f dµ ≥∫Bn
 1
 ndµ =
 1
 nµ(Bn) ≥ 0,
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 pa je µ(Bn) = 0 za svako n ∈ N, a odavde i µ(B) = limn→+∞
 µ(Bn) = 0.
 Dakle, skup B je mere nula. Prema tome, kako je f(x) ≥ 0 za svakox ∈ X, a f(x) > 0 za svako x ∈ B, gde je µ(B) = 0, to je f(x) = 0 zasvako x ∈ A\B, što upravo znači da je f(x) = 0 skoro svuda na A. �
 2 Teorema 4.1.2. Neka je f ∈ L1(µ) i∫M
 f dµ = 0 (∀M ∈ M).
 Tada je f = 0 skoro svuda na X.
 Dokaz. Neka je f ∈ L1(µ) realna funkcija i
 A = {x ∈ X : f(x) > 0} = f−1((0,+∞)).
 Skup A je merljiv (jer je f merljiva funkcija). Pošto je f(x) = f+(x),x ∈ A, to je
 0 =
 ∫A
 f dµ =
 ∫A
 f+ dµ−∫A
 f− dµ
 ︸ ︷︷ ︸=0
 =
 ∫A
 f+ dµ,
 pa na osnovu 1 sledi µ(A) = 0.
 Slično, neka je
 B = {x ∈ X : f(x) < 0} = f−1((−∞, 0)),
 pa imamo
 0 =
 ∫B
 f dµ =
 ∫B
 f+ dµ
 ︸ ︷︷ ︸=0
 −∫B
 f− dµ = −∫B
 f− dµ,
 odakle je µ(B) = 0. Dalje je 0 ≤ µ(A ∪ B) ≤ µ(A) + µ(B) = 0. Akostavimo da je C = A∪B, onda je µ(C) = 0 i važi f(x) = 0, x ∈ X\C,što znači da je f = 0 s.s na X.
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 Slično se radi za kompleksnu funkciju f (razloži se na realni i imagi-narni deo). �
 Tvrđenja pod (1) i (2) su poznata kao teoreme o anulaciji.
 3 Teorema 4.1.3. Ako je f ∈ L1(µ), f : X → [−∞,+∞], tada jef s.s. konačna.
 Dokaz. Neka je C = {x ∈ X : |f(x)| = +∞}. Treba pokazati da jeµ(C) = 0.
 Uputstvo: C = {x ∈ X : |f(x)| = +∞} =+∞⋂n=1
 {x ∈ X : |f(x)| ≥ n}
 jeste merljiv skup. �
 Definišimo sada relaciju ∼ na sledeći način
 f ∼ g ⇔ f(x) = g(x) skoro svuda.
 Lako se proverava da je ∼ relacija ekvivalencije. Takođe, relacija ∼ jesaglasna sa sabiranjem, tj. važi
 f1 ∼ g1 i f2 ∼ g2 ⇒ f1 + f2 ∼ g1 + g2.
 Naime, po pretpostavci je
 f1(x) = g1(x), x ∈ X\N1, µ(N1) = 0,
 f2(x) = g2(x), x ∈ X\N2, µ(N2) = 0.
 Sada je i f1(x) = g1(x) i f2(x) = g2(x) (istovremeno dakle) za svakox ∈ X\(N1 ∪ N2), gde je µ(N1 ∪ N2) = 0. Nakon sabiranja ovihjednakosti dobijamo
 f1 + f2 = g1 + g2, x ∈ X\(N1 ∪N2), µ(N1 ∪N2) = 0,
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 a to znači da je f1 + f2 ∼ g1 + g2.
 4 Teorema 4.1.4. Neka je (X,M, µ) kompletan merljiv prostor if, g : X → R (C, R) neke dve funkcije. Ako je f merljiva funkcija if = g skoro svuda, tada je i g merljiva funkcija.
 Dokaz. Treba pokazati da su skupovi {x ∈ X : g(x) > α} merljiviza svako α ∈ R (u slučaju kompleksne funkcije pokazuje se merljivostskupova {x ∈ X : Re g(x) > α} i {x ∈ X : Img(x) > α}). Kako jef = g skoro svuda, to postoji N ∈ M, gde je µ(N) = 0, tako da važif(x) = g(x) za svako x ∈ X\N . Iz N ∪N c = X sledi
 {x ∈ X : g(x) > α} =({x ∈ X : g(x) > α}∩N
 )∪({x ∈ X : g(x) > α}∩N c
 ).
 Pošto je µ kompletna mera, to je skup {x ∈ X : g(x) > α} ∩ Nmerljiv kao podskup skupa mere nula (skupa N). Dalje, na N c važif(x) = g(x), pa je
 {x ∈ X : g(x) > α} ∩N c = {x ∈ X : f(x) > α} ∩N c.
 Skup {x ∈ X : f(x) > α} je merljiv (jer je f po pretpostavci merljiva),pa je {x ∈ X : f(x) > α} ∩N c merljiv kao presek dva merljiva skupa.Konačno, i skup
 ({x ∈ X : g(x) > α}∩N
 )∪({x ∈ X : g(x) > α}∩N c
 )jeste merljiv kao unija dva merljiva skupa, odakle sledi da je i funkcijag merljiva. �
 5 Neka je (X,M, µ) fiksan merljiv prostor, E ∈ M i µ(Ec) = 0. Uprvoj glavi smo spomenuli da je funkcija f : E → R merljiva ako jeskup {x ∈ E : f(x) > α} merljiv za svako α ∈ R, ili, pak, ako zasvaki otvoren skup V ⊆ R važi da je f−1(V ) = {x ∈ E : f(x) ∈ V }merljiv skup. Možemo još kazati da je funkcija f definisana skorosvuda. Proširimo sada funkciju f na ceo prostor X. Naime, neka je
 ∼f(x) =
 {f(x), x ∈ E
 c = const, x ∈ Ec.
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 Tada za svaki otvoren skup V ∈ R imamo da je
 ∼f−1(V ) =
 {f−1(V ), c /∈ V
 f−1(V ) t Ec, c ∈ V
 merljiv skup. Spomenimo još da ako postoji, tada se odgovarajućiintegral definiše sa ∫
 X
 ∼f dµ :=
 ∫E
 f dµ.
 6 Teorema 4.1.5. Ako je f ∈ L1(µ), g merljiva i f = g s.s., tadaje i g ∈ L1(µ) i važi ∫
 X
 f dµ =
 ∫X
 g dµ.
 Dokaz. (Čitaocu za vežbu.)
 Napomena. Ako je mera µ kompletna, ne treba nam pretpostavkada je g merljiva funkcija.
 7 Neka su f, g ∈ L1(µ) i f ∼ g. Iz 5 i 6 je∫X
 f dµ =
 ∫X
 g dµ.
 Dakle, skupovi mere nula ne utiču na vrednost integrala. Tako, naprimer, imamo da je
 L1([0, 1], µ) = L1((0, 1), µ).
 Naime, L1([0, 1], µ) je skup svih funkcija takvih da je∫[0,1]
 |f | dµ <
 +∞, dok je L1((0, 1), µ) skup svih funkcija takvih da je∫(0,1)
 |f | dµ <
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 +∞. Pošto je Lebegova mera konačnih (i prebrojivih) skupova jednakanuli, to je ∫
 [0,1]
 |f | dµ =
 ∫(0,1)
 |f | dµ.
 Zaključujemo: ako su na L1(µ) funkcije definisane skoro svuda,tada jednakost f = g znači jednakost skoro svuda.
 4.2 Rimanov9) i Lebegov integral
 8 Podsetimo se nekih osnovnih stvari vezanih za Rimanov integral.Neka je
 P : a = x0 < x1 < · · · < xn = b
 podela segmenta [a, b] na n podsegmenata [xj−1, xj], 1 ≤ j ≤ n, j ∈ N.Označimo sa P([a, b]) skup svih podela segmenta [a, b]. Pretpostavimoda je funkcija f : [a, b]→ R ograničena, tj. da postoje m,M ∈ R takoda je m ≤ f(x) ≤ M . Neka je P bilo koja podela segmenta [a, b] imj = inf
 x∈[xj−1,xj ]f(x) i Mj = sup
 x∈[xj−1,xj ]
 f(x), 1 ≤ j ≤ n, j ∈ N. Tada su
 donja i gornja Darbuova10) suma date sa
 s(P ) =n∑i=1
 mi (xi − xi−1) i S(P ) =n∑i=1
 Mi (xi − xi−1),
 respektivno. Za donje i gornje Darbuove sume važi da je s(P ) ≤ S(P )za svako P ∈ P([a, b]), kao i s(P1) ≤ S(P2) za sve P1, P2 ∈ P([a, b]).Ako je P1 ⊆ P2, kažemo da je P2 finija od P1 (tj. P2 ima više pode-onih tačaka od P1). Jasno, kada se podela P profinjava, tada donje
 9)Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826–1866), nemački matematičar10)Jean Gaston Darboux (1842–1917), francuski matematičar
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 Darbuove sume rastu, dok gornje Darbuove sume opadaju. Pošto sudonje i gornje Darbuove sume ograničene, to ima smisla posmatratinjihov supremum, odnosno infimum. Dakle, imamo
 I = supP∈P
 s(P ) = sup
 {n∑i=1
 mi (xi − xi−1) : P ∈ P
 },
 I = infP∈P
 S(P ) = inf
 {n∑i=1
 Mi (xi − xi−1) : P ∈ P
 }.
 Za brojeve I i I kažemo da su donji i gornji Darbuov integral, i pišemo
 I =
 b∫a
 f(x) dx I =
 b∫a
 f(x) dx.
 Konačno, kažemo da je funkcija f Riman-integrabilna ako je ograni-čena i ako važi
 b∫a
 f(x) dx =
 b∫a
 f(x) dx.
 Skup svih Riman-integrabilnih funkcija na segmentu [a, b] obeležavamosa: R([a, b]). Neka je
 δ(P ) = max1≤i≤n
 (xi − xi−1).
 Tada se može pokazati da je f ∈ R([a, b]) akko postoji niz podela(Pn)n∈N ∈ P([a, b]), Pn ⊆ Pn+1, tako da δ(Pn)→ 0 (n→ +∞) i
 limn→+∞
 s(Pn) = limn→+∞
 S(Pn) =
 b∫a
 f(x) dx.
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 Zadatak 1. Neka je (X,M, µ) merljiv prostor mere µ i µ(X) < +∞(tj. µ je konačna mera). Neka je (fn)n∈N niz merljivih funkcija takavda je |fn(x)| < M , n ∈ N, za svako x ∈ X (∀x µ-s.s.) i za nekoM > 0.Ako postoji lim
 n→+∞fn(x) za svako x ∈ X, tada je
 limn→+∞
 ∫X
 fn dµ =
 ∫X
 (lim
 n→+∞fn
 )dµ.
 Rešenje. Uputstvo: konstantne funkcije su integrabilne na prostorukonačne mere. Primeniti TDK. �
 Zadatak 2. Neka je data prosta funkcija s =n∑j=1
 αj χEj, X =
 n⊔j=1
 Ej,
 Ej merljiv, αj ∈ R, 1 ≤ j ≤ n. Tada važi
 s ∈ L1(µ) ⇒∫A
 s dµ =n∑j=1
 αj µ(A ∩ Ej).
 Rešenje. Uputstvo: neka je α+j = max{αj, 0} i α−j = max{−αj, 0}.
 Posmatrati funkcije
 s+(x) =n∑j=1
 α+j χEj
 (x) i s−(x) =n∑j=1
 α−j χEj(x).
 Pokazati da važi: s = s+ − s−, |s| = s+ + s−, odakle sledi∫X
 s+ dµ,
 ∫X
 s− dµ < +∞.
 Tada je ∫A
 s dµ =
 ∫A
 s+ dµ−∫A
 s− dµ
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 Sledećom teoremom pokazujemo da ako je funkcija Riman-integra-bilna, tada je i Lebeg-integrabilna.
 Teorema 4.2.1 (Lebeg). Neka je data funkcija f : [a, b]→ R.
 (a) Ako je f ∈ R([a, b]), tada je f ∈ L1([a, b],m) i važi
 ∫[a,b]
 f dm =
 b∫a
 f(x) dx.
 (b) Funkcija f je Riman-integrabilna akko je ograničena i skup tačakaprekida funkcije f je mere nula, tj. akko je ograničena i neprekidnaskoro svuda.
 Dokaz. (a) Kako je f ∈ R([a, b]), to postoji niz podela (Pn)n∈N ∈P([a, b]), Pn ⊆ Pn+1, tako da δ(Pn)→ 0 (n→ +∞) i
 limn→+∞
 s(Pn) = limn→+∞
 S(Pn) =
 b∫a
 f(x) dx.
 Ako je
 m(n)in
 = infx∈[x(n)
 in−1,x(n)i ]
 f(x) , M(n)in
 = supx∈[x(n)
 in−1,x(n)i ]
 f(x),
 tada su Darbuove sume date sa
 s(Pn) =ln∑
 in=1
 m(n)in
 (x(n)in− x(n)in−1) , S(Pn) =
 ln∑in=1
 M(n)in
 (x(n)in− x(n)in−1).
 Neka je
 E(n)1 = [x
 (n)0 , x
 (n)1 ] , E
 (n)jn
 = (x(n)jn−1, x
 (n)jn
 ] za 2 ≤ jn ≤ ln, jn ∈ N.
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 Tada je m(E(n)in
 ) = x(n)in− x(n)in−1 (∀n, in ∈ N, 1 ≤ in ≤ ln) i važi
 ln⊔in=1
 E(n)in
 = [a, b].
 Formirajmo funkcije
 gn =ln∑
 in=1
 m(n)inχ
 E(n)in
 i Gn =ln∑
 in=1
 M(n)in
 χE(n)in
 .
 Očigledno je da su gn i Gn proste merljive funkcije (jer su svi E(n)in
 merljivi). Pošto je podela Pn+1 finija od podele Pn, to je gn ≤ gn+1
 i Gn ≥ Gn+1, n ∈ N, što znači da je niz (gn)n∈N rastući, dok je niz(Gn)n∈N opadajući. Kako su funkcije gn i Gn još i ograničene (važim ≤ gn ≤ Gn ≤ M , gde su m i M infimum i supremum funkcije f ,respektivno), to postoje
 limn→+∞
 gn(x) = g(x) i limn→+∞
 Gn(x) = G(x),
 i pritom je g ≤ G.
 Svaka merljiva i ograničena funkcija na nekom segmentu [a, b] jesteLebeg-integrabilna na tom segmentu, što sledi iz∫
 [a,b]
 |f | dm ≤∫
 [a,b]
 M dm =M
 ∫[a,b]
 dm =M (b− a) < +∞.
 Dakle, gn i Gn su Lebeg-integrabilne funkcije. Sada na osnovu pret-hodnog zadatka (Zadatak 2) imamo∫
 [a,b]
 gn dm =ln∑
 in=1
 m(n)inm(E
 (n)in
 ) =ln∑
 in=1
 m(n)in
 (x(n)in− x(n)in−1) = s(Pn).
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 Analogno se pokazuje da je∫[a,b]
 Gn dm = S(Pn). Kako je
 limn→+∞
 s(Pn) = limn→+∞
 S(Pn) =
 b∫a
 f(x) dx,
 to je
 (∗) limn→+∞
 ∫[a,b]
 gn dm = limn→+∞
 ∫[a,b]
 Gn dm =
 b∫a
 f(x) dx.
 Dalje, kako važi i gn(x) ≤ f(x) ≤ Gn(x), x ∈ [a, b], sledi da kadapustimo da n→ +∞, dobijamo
 g(x) ≤ f(x) ≤ G(x).
 Sada na osnovu TDK i (∗) sledi
 limn→+∞
 ∫[a,b]
 gn dm =
 ∫[a,b]
 (lim
 n→+∞gn
 )dm =
 ∫[a,b]
 g dm =
 b∫a
 f(x) dx,
 limn→+∞
 ∫[a,b]
 Gn dm =
 ∫[a,b]
 (lim
 n→+∞Gn
 )dm =
 ∫[a,b]
 Gdm =
 b∫a
 f(x) dx.
 Dakle, ∫[a,b]
 g dm =
 ∫[a,b]
 Gdm =
 b∫a
 f(x) dx.
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 Pošto je G− g ≥ 0 i∫[a,b]
 (G− g) dm = 0, to na osnovu (1) imamo
 da je G − g = 0 s.s. na [a, b], odnosno G = g s.s. na [a, b]. Sada izg ≤ f ≤ G sledi g = f = G s.s. na [a, b]. Kako su g i G merljive iLebeg-integrabilne funkcije i jednake sa f na prostoru kompletne mere,to je i f merljiva i Lebeg-integrabilna funkcija, i njihovi integrali sepoklapaju. Dakle ∫
 [a,b]
 g dm =
 ∫[a,b]
 Gdm =
 ∫[a,b]
 f dm,
 odakle je ∫[a,b]
 f dm =
 b∫a
 f(x) dx.
 (b) Ako je f ∈ R([a, b]), tada je g = f = G s.s. na [a, b]. Može sepokazati da je f neprekidna u tački t ∈ [a, b] akko je g(t) = G(t), pakako je g = G s.s. na [a, b], to je f neprekidna s.s. na [a, b].
 Obrnuto, ako je f neprekidna s.s. na [a, b], tada je g = G s.s. na[a, b]. Odavde je ∫
 [a,b]
 g dm =
 ∫[a,b]
 Gdm,
 pa iz g ≤ f ≤ G prelaskom na integral sledi
 ∫[a,b]
 g dm ≤b∫
 a
 f(x) dx ≤∫
 [a,b]
 Gdm,
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 odnosnob∫
 a
 f(x) dx =
 ∫[a,b]
 Gdm.
 Dakle, integral∫ b
 a
 f(x) dx je definisan, pa je f Riman-integrabilna.
 Napomene:
 • Na osnovu prethodne teoreme pod (a), od sada ćemo koristiti oznaku∫ b
 a
 f(x) dx i za Lebegov integral na segmentu [a, b].
 • Stavka (b) iz prethodne teoreme je poznata kao Lebegov kriterijumza Riman-integrabilnost.
 9 Sada ćemo pokazati da postoji funkcija koja jeste Lebeg-integrabilna,ali nije Riman-integrabilna. Posmatrajmo Dirihleovu11) funkciju
 ϕ(x) =
 {1, x ∈ [0, 1] ∩Q0, x ∈ [0, 1] ∩ (R\Q)
 .
 Očigledno je ϕ merljiva i ograničena, pa je Lebeg-integrabilna. Kakoje ϕ(x) = 0 za svako x ∈ [0, 1] ∩ (R\Q), a m([0, 1] ∩Q) ≤ m(Q) = 0,to je ϕ(x) = 0 m-s.s. na [0, 1], pa je∫
 [0,1]
 ϕdm =
 ∫[0,1]
 0 dm = 0.
 11)Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805–1859), nemački matematičar
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 Sada, neka je P : 0 = x0 < x1 < · · · < xn = 1 bilo koja podelasegmenta [0, 1]. Važi
 mi = infx∈[xi−1,xi]
 ϕ(x) = 0 (jer svaki interval ima iracionalan broj),
 Mi = supx∈[xi−1,xi]
 ϕ(x) = 1 (jer svaki interval ima racionalan broj).
 Sada je
 s(P ) =n∑j=1
 mj (xj − xj−1) =n∑j=1
 0 · (xj − xj−1) = 0,
 S(P ) =n∑j=1
 Mj (xj−xj−1) =n∑j=1
 1 · (xj−xj−1) = xn−x0 = 1−0 = 1.
 Dakle,b∫a
 ϕ(x) dx = 0 6= 1 =
 b∫a
 f(x) dx,
 pa ϕ nije Riman-integrabilna. Prema tome
 R([a, b]) ( L1([a, b]).
 Spomenimo da je skup Lebeg-integrabilnih funkcija daleko veći odskupa Riman-integrabilnih funkcija.
 10 Podsetimo se da ako je funkcija f : [a, b] → R neprekidna, tadaje f Riman-integrabilna, odakle sledi da je i Lebeg-integrabilna. Nekasu dati integralia∫
 0
 sinx
 xdx,
 a∫0
 ln(1 + x)
 xdx,
 a∫0
 ex − 1
 xdx,
 a∫0
 1− cosx
 x2dx (a > 0).
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 Posmatrajmo prvi integral. Neka je ϕ(x) =sinx
 x, x ∈ (0, a]. Kako je
 limx→0
 ϕ(x) = 1, to postoji okolina nule, recimo (0, b), b < a, tako da jeϕ ograničena u toj okolini. Takođe, na segmentu [b, a] funkcija ϕ jeograničena (jer je neprekidna na tom segmentu). Razmotrimo sledećufunkciju
 ∼ϕ(x) =
 {ϕ(x), x ∈ (0, a]
 1, x = 0.
 Dakle, funkcija ∼ϕ : [0, a]→ R jeste Riman-integrabilna kao neprekidnafunkcija. Kako je m({0}) = 0, to je ϕ(x) = ∼
 ϕ(x) m-s.s. na [0, a], pa jeϕ Riman-integrabilna, odakle zaključujemo da je i Lebeg-integrabilna.
 Analogno se analiziraju ostali navedeni integrali.
 11 Nesvojstveni (nepravi) Rimanov integral
 Neka je data funkcija f : [a, b) → R, a < b ≤ +∞, i f ∈ R([α, β])
 (∀[α, β] ⊆ [a, b)). Ako postoji limβ→b−
 ∫ β
 a
 f(x) dx i konačan je, tada
 postoji i∫ b−
 a
 f(x) dx i važi
 b−∫a
 f(x) dx = limβ→b−
 β∫a
 f(x) dx.
 Za integral∫ b−
 a
 f(x) dx kažemo da je nepravi integral sa singularite-
 tom u tački b, a za funkciju f da je Riman-integrabilna u nepravom
 smislu. Još kažemo da integral∫ b−
 a
 f(x) dx konvergira. U suprotnom,
 ako limes ne postoji, kažemo da dati integral divergira.
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 Analogno važi za funkciju f : (a, b]→ R, −∞ ≤ a < b < +∞, gdeje
 b∫a+
 f(x) dx = limβ→a+
 b∫β
 f(x) dx.
 Primer 1. Neka je dat integral∫ +∞
 0
 e−x dx. Kako je f(x) = e−x
 neprekidna, to je f ∈ R([0, β]) (∀[0, β] ⊆ [0,+∞)). Ispitajmo limes.
 limβ→+∞
 β∫0
 e−x dx = limβ→+∞
 (1− e−β) = 1− e−∞ = 1− 0 = 1.
 Dakle, dati integral je konvergentan. 4
 Primer 2.
 +∞∫0
 dx
 1 + x2= lim
 β→+∞
 β∫0
 dx
 1 + x2= lim
 β→+∞
 (arctg x
 ∣∣∣∣β0
 )=
 = limβ→+∞
 (arctg β − arctg 0) = limβ→+∞
 (arctg β − 0) =π
 2.
 Dakle, integral konvergira. 4Primer 3. Proveriti kada su sledeći integrali konvergentni:
 (a)
 1∫0
 dx
 xα, (b)
 +∞∫1
 dx
 xα, α > 0.
 Rešenje. (a) Imaćemo
 1∫0
 dx
 xα= lim
 β→0+
 1∫β
 dx
 xα= lim
 β→0+
 (x−α+1
 −α + 1
 ∣∣∣∣1β
 )= lim
 β→0+
 (1
 1− α− β1−α
 1− α
 ).
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 Za 1− α > 0, tj. 0 < α < 1 sledi da je
 1∫0
 dx
 xα=
 1
 1− α,
 pa je dati integral konvergentan za 0 < α < 1.
 (b) Neka se čitalac sam uveri da je integral∫ +∞
 1
 dx
 xαkonvergentan za
 α > 1. 4
 Osobine: 1) Ako je f Riman-integrabilna, tada važi
 b−∫a
 f(x) dx =
 b∫a
 f(x) dx,
 b∫a+
 f(x) dx =
 b∫a
 f(x) dx,
 tj. poklapaju se svojstveni i nesvojstveni integral. Za oba integrala
 koristimo istu oznaku:∫ b
 a
 f(x) dx.
 2) Neka je data funkcija f : (a, b) → R, gde je f ∈ R([α, β]) za
 svaki [α, β] ⊆ (a, b). Tada je integral∫ b
 a
 f(x) dx konvergentan akko
 su integrali∫ c
 a
 f(x) dx,∫ b
 c
 f(x) dx (a < c < b) konvergentni, i pritom
 važib∫
 a
 f(x) dx =
 c∫a
 f(x) dx+
 b∫c
 f(x) dx.
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 Primer 4. Posmatrajmo integral
 1∫−1
 dx√1− x2
 .
 Funkcija f(x) =1√
 1− x2je definisana na (−1, 1), pa je i neprekidna
 na tom skupu, odakle sledi da je f ∈ R([α, β]) (∀[α, β] ⊆ (−1, 1)).Datu funkciju posmatramo na (−1, 0] i [0, 1). Imamo
 0∫−1
 dx√1− x2
 +
 1∫0
 dx√1− x2
 = limβ→−1
 0∫β
 dx√1− x2
 + limβ→1
 β∫0
 dx√1− x2
 =
 = limβ→−1
 (arcsin 0− arcsin β) + limβ→1
 (arcsin β − arcsin 0) =π
 2+π
 2= π.
 Dakle,∫ 1
 −1
 dx√1− x2
 = π. 4
 Primer 5. Izračunati integrale:
 (a)
 +∞∫−∞
 e−|x| dx , (b)
 +∞∫−∞
 dx
 1 + x2.
 Rešenje. (a)
 +∞∫−∞
 e−|x| dx =
 0∫−∞
 ex dx+
 +∞∫0
 e−x dx =
 = limβ→−∞
 0∫β
 ex dx+ limβ→+∞
 β∫0
 e−x dx = (1− 0)− (0− 1) = 2.
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 (b)
 +∞∫−∞
 dx
 1 + x2dx =
 0∫−∞
 dx
 1 + x2+
 +∞∫0
 dx
 1 + x2= lim
 β→−∞
 0∫β
 dx
 1 + x2+
 + limβ→+∞
 β∫0
 dx
 1 + x2= lim
 β→−∞
 (arctg x
 ∣∣∣∣0β
 )+ lim
 β→+∞
 (arctg x
 ∣∣∣∣β0
 )=
 = limβ→−∞
 (0− arctg β) + limβ→+∞
 (arctg β − 0) =π
 2+π
 2= π.
 Dakle, oba integrala konvergiraju. 4
 3) Ako je f ≥ 0, tada limβ→+∞
 ∫ β
 a
 f(x) dx uvek postoji u [0,+∞].
 4) Ako je |f(x)| ≤ g(x) i integral∫ b (+∞)
 a
 g(x) dx konvergentan, tada
 je i integral∫ b (+∞)
 a
 f(x) dx konvergentan.
 5) Neka su dati integrali∫ +∞
 a
 f(x) dx i∫ +∞
 a
 g(x) dx, gde su f, g ≥ 0.
 Neka je
 limx→+∞
 f(x)
 g(x)= c.
 1◦ Ako je 0 < c < +∞, tada oba integrala istovremeno konvergirajuili divergiraju.
 2◦ Ako je c = 0, tada iz konvergencije integrala∫ +∞
 a
 g(x) dx sledi
 konvergencija integrala∫ +∞
 a
 f(x) dx, dok iz divergencije integrala∫ +∞
 a
 f(x) dx sledi divergencija integrala∫ +∞
 a
 g(x) dx.
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 3◦ Ako je c = +∞, tada iz konvergencije integrala∫ +∞
 a
 f(x) dx sledi
 konvergencija integrala∫ +∞
 a
 g(x) dx, dok iz divergencije integrala∫ +∞
 a
 g(x) dx sledi divergencija integrala∫ +∞
 a
 f(x) dx.
 Primer 6. Neka je dat integral∫ +∞
 1
 dx
 x√1 + x2
 . Ako uzmemo da je
 g(x) =1
 x2, tada je
 limx→+∞
 1
 x√1 + x2
 1
 x2
 = limx→+∞
 x√1 + x2
 = limx→+∞
 1√1
 x2+ 1
 = 1.
 Kako integral∫ +∞
 1
 dx
 x2konvergira (Primer 3), to konvergira i integral∫ +∞
 1
 dx
 x√1 + x2
 . 4
 12 Dirihleov kriterijum
 Neka za funkcije f i g važe sledeći uslovi:
 1) f je neprekidna na [a,+∞) i (∃M > 0)
 ∣∣∣∣ ∫ x
 a
 f(t) dt
 ∣∣∣∣ ≤M za svako
 x ∈ [a,+∞]
 2) g je neprekidna sa svojim prvim izvodom na [a,+∞) i g monotonoteži 0 kad x→ +∞.
 Tada integral∫ +∞
 a
 f(x) g(x) dx konvergira.
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 Primer 7. Ispitati konvergenciju integrala
 (a)
 +∞∫0
 sinx
 xdx (Dirihleov integral)
 (b)
 +∞∫1
 cosx
 x2dx.
 Rešenje. (a) Posmatrajmo integral∫ +∞
 π
 sinx
 xdx, gde je f(x) = sinx
 i g(x) =1
 x. Važi
 ∣∣∣∣∣x∫π
 f(t) dt
 ∣∣∣∣∣ =∣∣∣∣∣
 x∫π
 sin t dt
 ∣∣∣∣∣ = |−cosx+cos π| ≤ | cosx|+1 ≤ 1+1 = 2,
 za svako x ∈ [π,+∞). Kako su funkcije g(x) i g′(x) = − 1
 x2< 0
 neprekidne na [π,+∞) i1
 x→ 0 (x→ +∞), to na osnovu Dirihleovog
 kriterijuma sledi da integral∫ +∞
 π
 sinx
 xdx konvergira. Na osnovu 10
 znamo da je integral∫ π
 0
 sinx
 xdx konvergentan, pa iz 11 (osobina 2)
 sledi da je i integral
 +∞∫0
 sinx
 xdx =
 π∫0
 sinx
 xdx+
 +∞∫π
 sinx
 xdx
 konvergentan. Spomenimo da je∫ +∞
 0
 sinx
 xdx =
 π
 2.
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 (b) Kako je| cosx|x2
 ≤ 1
 x2za svako x ∈ [1,+∞), a integral
 ∫ +∞
 1
 1
 x2dx
 konvergira, to na osnovu 11 (osobina 4) sledi da i dati integral∫ +∞
 1
 cosx
 x2dx konvergira. 4
 13 Apsolutna konvergencija
 Ako integral∫ +∞
 a
 |f(x)| dx konvergira, tada kažemo da integral∫ +∞
 a
 f(x) dx apsolutno konvergira. Ako integral∫ +∞
 a
 |f(x)| dx diver-
 gira (odnosno∫ +∞
 a
 |f(x)| dx = +∞), a integral∫ +∞
 a
 f(x) dx konver-
 gira, tada kažemo da integral∫ +∞
 a
 f(x) dx uslovno konvergira. Na
 osnovu∣∣∣∣ ∫ β
 a
 f(x) dx
 ∣∣∣∣ ≤β∫a
 |f(x)| dx (∀β > a, β → +∞) sledi da iz
 apsolutne konvergencije sledi obična konvergencija. Obrnuto ne morada važi.
 14 Parcijalne sume. Redovi
 Neka je (an)n∈N niz iz R i njemu asocirani niz (sn)n∈N, sn =n∑j=1
 aj,
 niz parcijalnih suma. Ako postoji limn→+∞
 sn i konačan je, tada za taj
 limes kažemo da je suma numeričkog (brojnog) reda, i označavamo sa:
 s = limn→+∞
 sn =+∞∑j=1
 aj. Primetimo da ovaj limes može biti +∞, −∞
 ili da ne postoji. Ako je aj ≥ 0 (∀j ∈ N), tada ovaj limes uvek postojiu [0,+∞]. Spomenimo neke kriterijume konvergencije nenegativnih
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 redova:
 limn→+∞
 an+1
 an< 1 ⇒ red konvergira (Dalamber12))
 limn→+∞
 n√an < 1 ⇒ red konvergira (Koši13))
 limn→+∞
 n
 (anan+1
 − 1
 )> 1 ⇒ red konvergira (Rabe14))
 limn→+∞
 anbn
 = c (0 < c < +∞) ⇒ oba reda istovremeno konvergiraju
 ili divergiraju (granični kriterijum).
 15 Apsolutna konvergencija integrala
 +∞∫0
 sinx
 xdx
 Za proizvoljno n ∈ N važi
 +∞∫0
 | sinx|x
 dx =
 π∫0
 | sinx|x
 dx+
 +∞∫π
 | sinx|x
 dx ≥+∞∫π
 | sinx|x
 dx ≥(2n+1)π∫π
 | sinx|x
 dx =
 =
 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣(2n+1)π∫π
 =
 2π∫π
 +
 3π∫2π
 +
 4π∫3π
 + · · ·+(2n+1)π∫2nπ
 =n∑k=1
 2kπ∫(2k−1)π︸ ︷︷ ︸
 negativan sinus
 +n∑k=1
 (2k+1)π∫2kπ︸ ︷︷ ︸
 pozitivan sinus
 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣=
 12)Jean-Baptiste le Rond D’Alembert (1717–1783), francuski matematičar13)Augustin Louis Cauchy (1789–1857), francuski matematičar14)Joseph Ludwig Raabe (1801–1859), švajcarski matematičar
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 =n∑k=1
 2kπ∫(2k−1)π
 | sinx|x
 dx+n∑k=1
 (2k+1)π∫2kπ
 | sinx|x
 dx ≥n∑k=1
 (2k+1)π∫2kπ
 | sinx|x
 dx.
 Kako je | sinx| = sin x za x ∈ [2kπ, (2k + 1)π], i1
 x≥ 1
 (2k + 1)π,
 to je
 n∑k=1
 (2k+1)π∫2kπ
 sinx
 xdx ≥
 n∑k=1
 1
 (2k + 1)π
 (2k+1)π∫2kπ
 sinx dx =
 =n∑k=1
 1
 (2k + 1)π· 2 =
 2
 π
 n∑k=1
 1
 2k + 1.
 Dakle,+∞∫0
 | sinx|x
 dx ≥ 2
 π
 n∑k=1
 1
 2k + 1.
 Pošto red+∞∑k=1
 1
 2k + 1divergira (zašto?), kada u poslednjoj nejednakosti
 pustimo da n→ +∞, dobijamo
 +∞∫0
 | sinx|x
 dx ≥ 2
 π
 +∞∑k=1
 1
 2k + 1= +∞,
 odnosno+∞∫0
 | sinx|x
 dx = +∞.
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 Kako smo u 12 (Primer 7) videli da integral∫ +∞
 0
 sinx
 xdx konvergira,
 na osnovu prethodno izloženog možemo zaključiti: posmatrani integralkonvergira, ali ne apsolutno. Dakle, konvergira uslovno.
 16 Lebeg-integrabilnost funkcije f(x) =sinx
 x, x ∈ [0,+∞)
 Na osnovu monotonosti Lebegovog integrala imamo da za proi-zvoljno n ∈ N važi∫
 [0,+∞)
 | sinx|x
 dm ≥∫
 [π,+∞)
 | sinx|x
 dm ≥∫
 [π,(2n+1)π]
 | sinx|x
 dm.
 Kako je funkcija| sinx|x
 neprekidna na [π, (2n + 1)π], to je| sinx|x
 iintegrabilna na [π, (2n+ 1)π], pa je sada∫
 [π,(2n+1)π]
 | sinx|x
 dm =
 (2n+1)π∫π
 | sinx|x
 dx.
 Nastavljajući isto kao u 15 dobijamo∫[0,+∞)
 | sinx|x
 dm = +∞,
 što znači da funkcija| sinx|x
 nije Lebeg-integrabilna na [0,+∞).
 17 Posmatrajmo funkciju
 f(x) =
 1
 x2, x ∈ [1,+∞) ∩Q
 0, x ∈ [1,+∞) ∩ (R\Q)
 .
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 Kako je m([1,+∞) ∩ Q) ≤ m(Q) = 0, to je f(x) = 0 m-s.s. na[1,+∞), pa je ∫
 [1,+∞)
 f dm =
 ∫[1,+∞)
 0 dm = 0.
 Dakle, f ∈ L1([1,+∞)).
 Postavlja se pitanje: šta je sa nesvojstvenim Rimanovim integra-lom? Treba proveriti da li je f ∈ R([1, b]) (∀b > 1). Sličnim razma-tranjem kao u 9 dobijamo
 s(P ) =n∑j=1
 mj (xj − xj−1) =n∑j=1
 0 · (xj − xj−1) = 0,
 S(P ) =n∑j=1
 Mj (xj − xj−1) =1
 x2(b− 1) ≥ 1
 b2(b− 1) > 0.
 Dakle, f nije Riman-integrabilna.
 Iz 15 , 16 i 17 zaključujemo da se nesvojstveni Rimanov inte-gral i Lebegov integral ne mogu upoređivati u smislu konvergen-cije, odnosno integrabilnosti. Kod nesvojstvenog Rimanovog integralaimamo uslovnu i apsolutnu konvergenciju, dok kod Lebegovog inte-grala nemamo uslovnu konvergenciju, već uvek važi
 f ∈ L1 ⇔ |f | ∈ L1.
 18 Može se pokazati da apsolutna konvergencija nesvojstvenog Ri-manovog integrala povlači Lebeg-integrabilnost odgovarajuće podin-tegralne funkcije, kao i da su odgovarajući integrali jednaki. Dakle
 +∞∫a
 |f(x)| dx < +∞ ⇒+∞∫a
 f(x) dx =
 ∫[a,+∞)
 f(x) dm(x).
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 Spomenimo da umesto +∞ može biti bilo koji singularitet. Samou ovom smislu možemo upoređivati nesvojstveni Rimanov integral i
 Lebegov integral. Od sada pa nadalje∫ +∞
 a
 f(x) dx jeste oznaka za
 Lebegov integral (ako postoji).
 4.3 Odabrani zadaci
 19 Primenom TDK naći sledeće limese:
 (a) limn→+∞
 1∫0
 n2
 1 + n2√xdx.
 (b) limn→+∞
 1∫0
 nx
 1 + n2x2dx.
 (c) limn→+∞
 +∞∫1
 n2
 1 + n2x4dx.
 (d) Dokazati da funkcije fn(x) =n3x
 34
 1 + n4x2i gn(x) =
 n32x
 1 + n2x2ne
 konvergiraju uniformno ka nuli na [0, 1], tj.
 fn[0,1]
 6⇒ 0, gn[0,1]
 6⇒ 0 (n→ +∞),
 ali da ipak važi
 limn→+∞
 1∫0
 fn(x) dx =
 1∫0
 (lim
 n→+∞fn(x)
 )dx = 0,
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 limn→+∞
 1∫0
 gn(x) dx =
 1∫0
 (lim
 n→+∞gn(x)
 )dx = 0.
 Rešenje. (a) Sve funkcije fn su neprekidne na [0, 1], pa su onda sveLebeg-integrabilne, i pritom je |fn(x)| = fn(x) (nenegativne su). Po-što integrabilna dominanta ne sme da sadrži n, oslobodimo ga se:
 fn(x) =n2
 1 + n2√x≤ n2
 n2√x≤ 1√
 x, x ∈ (0, 1].
 Proverimo da li je g(x) =1√x∈ L1([0, 1]). Imamo
 1∫0
 ∣∣∣∣ 1√x
 ∣∣∣∣ dx =
 1∫0
 dx√x= lim
 ε→0+
 1∫ε
 dx√x= lim
 ε→0+(2− 2
 √ε) = 2 < +∞,
 pa iz 18 sledi da g jeste Lebeg-integrabilna. Na osnovu TDK važi
 limn→+∞
 1∫0
 n2
 1 + n2√xdx =
 1∫0
 (lim
 n→+∞
 n2
 1 + n2√x
 )dx =
 1∫0
 dx√x= 2.
 (b) Kako je∣∣∣∣ nx
 1 + n2x2
 ∣∣∣∣ = nx
 1 + n2x2≤ 1
 2, x ∈ [0, 1], i pritom važi
 1
 2∈ L1([0, 1]) (jer je
 ∫ 1
 0
 1
 2dx =
 1
 2< +∞), to na osnovu TDK imamo
 limn→+∞
 1∫0
 nx
 1 + n2x2dx =
 1∫0
 (lim
 n→+∞
 nx
 1 + n2x2
 )dx =
 1∫0
 0 · dx = 0.
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 (c) Važi∣∣∣∣ n2
 1 + n2x4
 ∣∣∣∣ = n2
 1 + n2x4≤ n2
 n2x4=
 1
 x4, x ∈ [1,+∞). Kako
 je+∞∫1
 dx
 x4= lim
 β→+∞
 β∫1
 dx
 x4= lim
 β→+∞
 (− 1
 3 β3+
 1
 3
 )=
 1
 3< +∞, to je
 1
 x4∈ L1([1,+∞). Primenom TDK dobijamo
 limn→+∞
 +∞∫1
 n2
 1 + n2x4dx =
 +∞∫1
 (lim
 n→+∞
 n2
 1 + n2x4
 )dx =
 +∞∫1
 dx
 x4dx =
 1
 3.
 (d) U osnovi ćemo koristiti činjenicu da neprekidna funkcija na seg-mentu i diferencijabilna unutar segmenta dostiže svoj supremum i in-fimum (Vajerštrasova15) teorema). Dakle, tražimo vrednosti funkcijeu stacionarnim tačkama i na krajevima segmenta. Podsetimo da
 fn[0,1]
 ⇒ 0 (n→ +∞)
 znači da
 ||fn − f ||∞ = supx∈[0,1]
 |fn(x)− f(x)| → 0 (n→ +∞).
 Niz fn(x) =n3x
 34
 1 + n4x2, n ∈ N, jeste niz neprekidnih (i nenegativnih)
 funkcija na [0, 1] i diferencijabilnih na (0, 1). Proverimo najpre kon-vergenciju po tačkama. Imamo
 limn→+∞
 fn(x) = limn→+∞
 n3x34
 1 + n4x2= 0,
 15)Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815–1897), nemački matematičar
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 pa je f(x) ≡ 0 (x ∈ [0, 1]). Treba dokazati da važi:
 supx∈[0,1]
 |fn(x)− f(x)| = supx∈[0,1]
 |fn(x)| = max |fn(x)|9 0 (n→ +∞).
 Potražimo stacionarne tačke.
 f ′n(x) =
 n3(3
 4x−
 14 (1 + n4 x2)− x
 34 2n4 x
 )(1 + n4 x2)2
 =
 n3(3
 4x−
 14 +
 3
 4n4 x
 74 − 2n4 x
 74
 )(1 + n4 x2)2
 =
 =
 n3
 (3
 4x−
 14 − 5
 4n4 x
 74
 )(1 + n4 x2)2
 =n3 x−
 14 (3− 5n4 x2)
 4 (1 + n4 x2)2.
 Dakle, f ′n(x) = 0 ⇔ 3 − 5n4 x2 = 0 ⇔ x2 =3
 5
 1
 n4. Prema tome,
 xn = c11
 n2(c1 =
 √3
 5, n ∈ N) su stacionarne tačke. Proverimo
 vrednost funkcije na krajevima intervala. Imamo
 fn(0) = 0, fn(1) =n3
 1 + n4→ 0 (n→ +∞).
 Stoga, kako funkcija ne dostiže najveću vrednost na krajevima seg-menta, to maksimum onda mora biti u unutrašnjim tačkama intervala.Sledi
 supx∈[0,1]
 |fn(x)− f(x)| = maxx∈[0,1]
 |fn(x)| = fn(xn) =n3 c
 341 n− 3
 2
 1 + c41 n−4 n4
 = c n32 ,
 gde je c =c
 341
 1 + c41. Prema tome, kako
 supx∈[0,1]
 |fn(x)− f(x)| = c n32 → +∞ (n→ +∞),
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 zaključujemo da
 fn[0,1]
 6⇒ 0 (n→ +∞).
 Potražimo sada integrabilnu dominantu. Imamo
 fn(x) =n3x
 34
 1 + n4x2≤ n3x
 34
 n4x2=
 x34
 nx2.
 Međutim, integrabilna dominanta ne sme sadržati n, pa potražimoneku drugu funkciju koja ne sadrži n. Važi
 |fn(x)| =n3x
 34
 1 + n4x2≤ sup
 n∈Nfn(x) ≤ sup
 n∈[0,+∞)
 fn(x).
 (Pošto je nalaženje supremuma po diskretnom skupu (u ovom slučajuskupu N) malo teže, uzeli smo malo grublje, pa prešli na [0,+∞).)Neka je
 ϕx(n) = fn(x).
 Tada je |fn(x)| ≤ supn∈[0,+∞)
 ϕx(n). Pošto za funkciju ϕx važi da je
 ϕx(0) = 0 i ϕx(+∞) = limn→+∞
 ϕx(n) = +∞ (vrednosti funkcije ϕxu krajnjim tačkama), to supremum tražimo u unutrašnjim tačkama(sl. 5). Imamo
 dϕx(n)
 dn=x
 34 (3n2 (1 + n4x2)− n3 4n3x2)
 (1 + n4x2)2=
 =x
 34 (3n2 + 3n6x2 − 4n6x2)
 (1 + n4x2)2=x
 34 n2 (3− n4x2)
 (1 + n4x2)2.
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 sl. 5
 Stoga,dϕx(n)
 dn= 0 ⇔ 3 − n4x2 = 0 ⇔ n4 =
 3
 x2. Prema tome,
 nx = C11√x
 (x ∈ (0, 1), C1 =4√3) su stacionarne tačke, pa je
 ϕx(nx) =C3
 1 x− 3
 2 x34
 1 + C41
 1
 x2x2
 = C x−34 ,
 gde je C =C3
 1
 1 + C41
 . Dakle, sada je
 |fn(x)| ≤ supn∈[0,+∞)
 ϕx(n) = ϕx(nx) = C x−34 ,
 odnosno|fn(x)| ≤ C x−
 34 , za s.s. x ∈ [0, 1].
 Proverimo još da li je funkcija g(x) = C x−34 Lebeg-integrabilna na
 [0, 1]. Imamo
 1∫0
 C x−34 dx = lim
 ε→0+
 1∫ε
 C x−34 dx = C lim
 ε→0+(4− 4 ε
 14 ) = 4 < +∞,
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 pa je g(x) = C x−34 ∈ L1([0, 1]). Sada na osnovu TDK sledi
 limn→+∞
 1∫0
 fn(x) dx = limn→+∞
 1∫0
 n3x34
 1 + n4x2dx =
 1∫0
 (lim
 n→+∞
 n3x34
 1 + n4x2
 )dx = 0.
 Analogno se dokazuje i za gn(x) =n
 32x
 1 + n2x2. �
 20 Primenjujući odgovarajuću teoremu o konvergenciji merljivih funk-cija izračunati
 limn→+∞
 n∫0
 (1 +
 x
 n
 )ne−2x dx.
 Rešenje. Iz∫A
 f dµ =
 ∫X
 f χAdµ, uzimajući da je X = [0,+∞),
 sledi
 limn→+∞
 n∫0
 (1 +
 x
 n
 )ne−2x dx = lim
 n→+∞
 +∞∫0
 (1 +
 x
 n
 )ne−2x χ
 [0,n](x) dx.
 Ako je niz nenegativnih funkcija rastući, tada (prema TMK) limesprolazi kroz integral. Dokažimo da je niz
 ((1 +
 x
 n
 )n)n∈N
 rastući. U
 ovom dokazivanju ćemo koristiti nejednakost između geometrijske iaritmetičke sredine, odnosno
 n√A1 · A2 · · ·An ≤
 A1 + A2 + · · ·+ Ann
 ,
 Aj ≥ 0, 1 ≤ j ≤ n. Imamo(1 +
 x
 n
 )n=(1 +
 x
 n
 ) (1 +
 x
 n
 )· · ·(1 +
 x
 n
 )︸ ︷︷ ︸
 n
 · 1 ≤
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 ≤
 ( n︷ ︸︸ ︷(1 +
 x
 n
 )+ · · ·+
 (1 +
 x
 n
 )+1
 n+ 1
 )n+1
 =
 (n(1 +
 x
 n
 )+ 1
 n+ 1
 )n+1
 =
 =
 (n+ x+ 1
 n+ 1
 )n+1
 =
 (1 +
 x
 n+ 1
 )n+1
 ,
 što znači da je dati niz zaista rastući. Kako je
 limn→+∞
 (1 +
 x
 n
 )n=
 (lim
 n→+∞
 (1 +
 x
 n
 )nx
 )x= ex,
 izračunajmo još i limn→+∞
 χ[0,n]
 (x). Na osnovu Arhimedove16) teoreme
 znamo da za svako x ∈ [0,+∞) postoji n(x) ∈ N ∪ {0} tako davaži n(x) ≤ x < n(x) + 1, odnosno x ∈ [n(x), n(x) + 1). Kako jex ∈ [0, n(x) + 1) ⊆ [0, n] za svako n ≥ n(x) + 1, to je χ
 [0,n](x) = 1
 za svako n ∈ N, n ≥ n(x) + 1. Pošto važi i χ[0,n]
 (x) ≤ χ[0,n+1]
 (x), tosledi da je
 limn→+∞
 χ[0,n]
 (x) = 1.
 Dakle, za niz merljivih funkcija fn(x) =(1 +
 x
 n
 )ne−2x χ
 [0,n](x) važi:
 fn ≥ 0 i fn ≤ fn+1, pa možemo primeniti TMK. Kako je
 limn→+∞
 fn(x) = limn→+∞
 (1 +
 x
 n
 )ne−2x χ
 [0,n](x) = ex · e−2x · 1 = e−x,
 to sledi
 limn→+∞
 n∫0
 (1 +
 x
 n
 )ne−2x dx = lim
 n→+∞
 +∞∫0
 (1 +
 x
 n
 )ne−2x χ
 [0,n](x) dx =
 16)Arhimed (287–212. god. pre nove ere), starogrčki matematičar
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 =
 +∞∫0
 (lim
 n→+∞
 (1 +
 x
 n
 )ne−2x χ
 [0,n](x)
 )dx =
 +∞∫0
 e−x dx = 1.
 21 Dokazati da ne postoji funkcija x ∈ L1((0,+∞)) takva da jex(t) ≥
 √n e−nt
 2(∀t ∈ (0,+∞), ∀n ∈ N).
 Rešenje. Dakle, treba pokazati da za niz funkcija (xn(t))n∈N, gdeje xn(t) =
 √n e−nt
 2 , ne postoji integrabilna dominanta. Pretposta-vimo suprotno: neka postoji funkcija x ∈ L1((0,+∞)) takva da za niz(xn(t))n∈N važi xn(t) ≤ x(t) (∀t ∈ (0,+∞), ∀n ∈ N). Tada važi TDK,pa imamo
 limn→+∞
 +∞∫0
 xn(t) dt =
 +∞∫0
 (lim
 n→+∞xn(t)
 )dt.
 Međutim, kako je
 limn→+∞
 +∞∫0
 xn(t) dt = limn→+∞
 +∞∫0
 √n e−nt
 2
 dt =
 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣u =√n t
 du =√n dt
 t = 0⇒ u = 0
 t = +∞⇒ u = +∞
 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
 = limn→+∞
 +∞∫0
 e−u2
 du =
 √π
 2(Puasonov17) integral),
 a s druge strane važi+∞∫0
 (lim
 n→+∞xn(t)
 )dt =
 +∞∫0
 (lim
 n→+∞
 √n e−nt
 2)dt = 0,
 17)Siméon Denis Poisson (1781–1840), francuski matematičar
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 sledi da je
 √π
 2= lim
 n→+∞
 +∞∫0
 xn(t) dt 6=+∞∫0
 (lim
 n→+∞xn(t)
 )dt = 0.
 Prema tome, polazna pretpostavka nije tačna, što znači da zaistane postoji funkcija x ∈ L1((0,+∞)) takva da važi x(t) ≥
 √n e−nt
 2
 (∀t ∈ (0,+∞), ∀n ∈ N). �
 22 Neka je
 I(a) = limn→+∞
 +∞∫a
 n2 x e−n2x2
 1 + x2dx, a ≥ 0.
 Primenom odgovarajućih teorema proveriti da li je I(a) neprekidnazdesna.
 Rešenje. Dakle, treba proveriti da li važi lima→0+
 I(a) = I(0). Neka je
 a > 0. Tada je
 I(a) = limn→+∞
 +∞∫a
 n2 x e−n2x2
 1 + x2dx =
 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣t = nx
 dt = n dx
 x = a⇒ t = na
 x = +∞⇒ t = +∞
 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
 = limn→+∞
 +∞∫na
 n2 tn e−t2
 1 + t2
 n2
 dt
 n= lim
 n→+∞
 +∞∫na
 t e−t2
 1 + t2
 n2
 dt = limn→+∞
 +∞∫0
 t e−t2
 1 + t2
 n2
 χ[na,+∞)
 (t) dt.
 Pretpostavimo li za trenutak da limes može proći kroz integral,videćemo da se dobija rezultat nula, i to zbog χ
 [na,+∞)(t). Naime,
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 kako je limn→+∞
 na = +∞ > t, sledi da za dovoljno veliko n vrednost na
 ”preskače” t, odnosno važi t /∈ [na,+∞), pa je limn→+∞
 χ[na,+∞)
 (t) = 0.
 Opravdajmo sada prolazak limesa kroz integral. Primetimo da susve podintegralne funkcije nenegativne. Kako je
 t e−t2
 1 + t2
 n2
 χ[na,+∞)
 ≤ t e−t2
 1χ
 [na,+∞)≤ t e−t
 2
 ,
 i pritom važi
 +∞∫0
 t e−t2
 dt =1
 2
 +∞∫0
 e−t2
 d(t2) = −1
 2e−t
 2
 ∣∣∣∣+∞0
 = −1
 2(0− 1) =
 1
 2< +∞,
 to je t e−t2 ∈ L1((0,+∞)). Primenimo sada TDK. Imamo
 limn→+∞
 +∞∫0
 t e−t2
 1 + t2
 n2
 χ[na,+∞)
 (t) dt =
 +∞∫0
 (lim
 n→+∞
 t e−t2
 1 + t2
 n2
 χ[na,+∞)
 (t))dt = 0.
 Dakle, I(a) = 0 (∀a > 0).
 Slično radeći, dobijamo da je
 I(0) = limn→+∞
 +∞∫0
 n2 x e−n2x2
 1 + x2dx = lim
 n→+∞
 +∞∫0
 t e−t2
 1 + t2
 n2
 dt =
 +∞∫0
 t e−t2
 dt =1
 2.
 Prema tome,
 0 = lima→0+
 I(a) 6= I(0) =1
 2,
 odnosno, I(a) nije neprekidna zdesna. �
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 23 Naizmenični (alternativni) redovi. Lajbnicov18) kriteri-jum
 Neka je cn > 0 za svako n ∈ N. Za red+∞∑n=0
 (−1)n cn = c0 − c1 + c2 − c3 + · · ·
 kažemo da je naizmenični (alternativni) red. Za utvrđivanje konver-gencije naizmeničnih redova koristi se Lajbnicov kriterijum: ako je
 (cn)n∈N opadajući niz i cn → 0 (n→ +∞), tada red+∞∑n=0
 (−1)n cn kon-
 vergira. Na primer, znamo da je harmonijski red+∞∑n=1
 1
 ndivergentan,
 dok je Lajbnicov red+∞∑n=1
 (−1)n−1 1n
 konvergentan.
 Posmatrajmo parcijalne sume sn =n∑j=0
 (−1)j cj. Važi
 n∑j=0
 (−1)j cj −→+∞∑j=0
 (−1)j cj (n→ +∞).
 Imamo da je
 s2n+1 =2n+1∑j=0
 (−1)j cj = (c0 − c1)︸ ︷︷ ︸≥0
 +(c2 − c3)︸ ︷︷ ︸≥0
 + · · ·+ (c2n − c2n+1)︸ ︷︷ ︸≥0
 ≥ 0,
 pri čemu2n+1∑j=0
 (−1)j cj −→+∞∑j=0
 (−1)j cj (n→ +∞)
 18)Gottfried Wilhelm Leibniz (1646–1716), nemački matematičar
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 kao podniz niza (sn)n∈N. Međutim, kako je
 2n+1∑j=0
 (−1)j cj =n∑j=0
 (c2j − c2j+1) ≥ 0,
 i pritom važi
 n∑j=0
 (c2j − c2j+1) −→+∞∑j=0
 (c2j − c2j+1) (n→ +∞),
 zaključujemo da je
 +∞∑n=0
 (−1)n cn =+∞∑n=0
 (c2n − c2n+1).
 Dakle, ako je niz (cn)n∈N opadajući, cn > 0 i cn → 0 (n → +∞),naizmenični red možemo da transformišemo u nenegativni red.
 24 Geometrijski red
 Neka je z ∈ C i
 Sn = 1 + z + z2 + · · ·+ zn−1,
 gde je n ≥ 1, n-ta parcijalna suma geometrijskog reda. Pomnožimo liprethodnu jednakost sa z, dobijamo
 zSn = z + z2 + z3 + · · ·+ zn.
 Nakon oduzimanja zSn od Sn dobijamo (1− z)Sn = 1− zn, tj.
 Sn =1− zn
 1− z(z 6= 1, z ∈ C).
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 Podsetimo se da za x ∈ R važi sledeće:
 limn→+∞
 xn = 0 za |x| < 1,
 limn→+∞
 |x|n = +∞ za |x| > 1.
 Analogno imamo da je limn→+∞
 zn = 0 za svako z ∈ C takvo da je |z| < 1,pa sledi da je
 limn→+∞
 Sn = limn→+∞
 1− zn
 1− z=
 1
 1− z.
 Dakle, suma geometrijskog reda data je sa+∞∑n=0
 zn =1
 1− z(|z| < 1).
 25 Stepeni (potencijalni) redovi
 Neka je dat stepeni red
 ϕ(x) =+∞∑n=0
 anxn.
 Broj R definisan sa1
 R= lim sup
 n→+∞
 n√|an|
 je poluprečnik konvergencije stepenog reda. Dati red konvergira zax ∈ (−R,R), gde je R > 0. Interval (−R,R) je oblast konvergen-
 cije stepenog reda. Ako postoji limn→+∞
 n√|an| ili lim
 n→+∞
 |an+1||an|
 , tada je
 poluprečnik konvergencije dat sa
 1
 R= lim
 n→+∞n√|an| ili
 1
 R= lim
 n→+∞
 |an+1||an|
 .
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 Ako je R = 0, stepeni red konvergira samo u jednoj tački (x = 0). Akoje R = +∞, stepeni red konvergira na celom skupu realnih brojeva(∀x ∈ (−∞,∞)). U oblasti konvergencije stepeni red se može diferen-cirati i integraliti član po član, i pritom je poluprečnik konvergencijetako dobijenih redova isti kao i poluprečnik konvergencije početnogreda. Dakle,
 ϕ′(x) =+∞∑n=1
 nanxn−1, |x| < R, R > 0,
 ∫ϕ(x) dx =
 +∞∑n=0
 anxn+1
 n+ 1+ C, |x| < R, R > 0,
 gde konstantu C treba odrediti.
 26 Stepeni razvoji nekih funkcija
 Realne funkcije koje se u okolini neke tačke mogu predstaviti prekostepenog reda su analitičke funkcije. Napomenimo da za svaku anali-tičku funkciju postoje izvodi ma kog reda. Važe sledeći razvoji:
 ex =+∞∑n=0
 xn
 n!, |x| < +∞
 sinx =+∞∑n=0
 (−1)n x2n+1
 (2n+ 1)!, |x| < +∞
 cosx =+∞∑n=0
 (−1)n x2n
 (2n)!, |x| < +∞
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 ln(1 + x) =+∞∑n=1
 (−1)n−1 xn
 n, |x| < 1
 (1 + x)p =+∞∑n=0
 (p
 n
 )xn, |x| < 1, p ∈ R.
 Poslednji razvoj je binomni red. Posebno, ako je p = n, n ∈ N, tadaon predstavlja binomnu formulu
 (1 + x)n =n∑j=0
 (n
 j
 )xj,
 koja važi za svako x. Podsetimo se da važi(n
 j
 )=n(n− 1) · · · (n− j + 1)
 j!,
 gde je 0 ≤ j ≤ n, j ∈ N. Takođe, za svako z ∈ C važi(z
 n
 )=z(z − 1) · · · (z − n+ 1)
 n!.
 27 Primenom odgovarajućih teorema dokazati:
 (a)
 1∫0
 1− (1− u)p
 udu =
 1∫0
 1− tp
 1− tdt, p > 0.
 (b) Koristeći (a) dokazati da važi:+∞∑n=1
 (−1)n−1(p
 n
 )1
 n=
 +∞∑n=1
 p
 n(n+ p), p > 0.
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 Rešenje. (a)
 1∫0
 1− (1− u)p
 udu =
 ∣∣∣∣∣ t = 1− u, u = 0⇒ t = 1
 du = −dt, u = 1⇒ t = 0
 ∣∣∣∣∣ =
 = −0∫
 1
 1− tp
 1− tdt =
 1∫0
 1− tp
 1− tdt.
 (b) Neka je
 L =
 1∫0
 1− (1− u)p
 udu i D =
 1∫0
 1− tp
 1− tdt.
 Napišimo L u drugačijem obliku.
 L =
 1∫0
 1− (1− u)p
 udu =
 1∫0
 1−+∞∑n=0
 (p
 n
 )(−1)n un
 udu =
 =
 1∫0
 +∞∑n=1
 (p
 n
 )(−1)n+1 un
 udu =
 1∫0
 +∞∑n=1
 (p
 n
 )(−1)n−1 un−1 du.
 Da bismo zamenili mesta integralu i sumi, proverimo da li je
 +∞∑n=1
 1∫0
 ∣∣∣∣(pn)un−1
 ∣∣∣∣ du < +∞.
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 Imamo da je
 +∞∑n=1
 1∫0
 ∣∣∣∣(pn)un−1
 ∣∣∣∣ du =+∞∑n=1
 ∣∣∣∣(pn)∣∣∣∣
 1∫0
 un−1 du =+∞∑n=1
 ∣∣∣∣(pn)∣∣∣∣ 1n.
 Proverićemo da li dati red konvergira koristeći Rabeov kriterijum.Kako je
 anan+1
 =
 ∣∣∣∣(pn)∣∣∣∣ 1n∣∣∣∣( p
 n+ 1
 )∣∣∣∣ 1
 n+ 1
 =
 |p (p− 1) · · · (p− n+ 1|)n!
 · 1n
 |p (p− 1) · · · (p− n+ 1)(p− n)|(n+ 1)!
 · 1
 n+ 1
 =
 =
 1
 n|p− n|(n+ 1)2
 =
 ∣∣∣∣∣ n− p > 0 za svako dovoljno veliko n ∈ N
 ⇒ |p− n| = |n− p| = n− p
 ∣∣∣∣∣ = (n+ 1)2
 n (n− p),
 to je sada
 limn→+∞
 n
 (anan+1
 −1)
 = limn→+∞
 n
 ((n+ 1)2
 n (n− p)−1)
 = limn→+∞
 n
 ((n+ 1)2 − n2 + np
 n (n− p)
 )=
 = limn→+∞
 2n+ 1 + np
 n− p= lim
 n→+∞
 n (p+ 2) + 1
 n− p= p+2 > 1 (jer je p > 0).
 Dakle, red+∞∑n=1
 ∣∣∣∣(pn)∣∣∣∣ 1n jeste konvergentan, pa možemo da zamenimo
 mesta integralu i sumi:
 1∫0
 +∞∑n=1
 (p
 n
 )(−1)n−1 un−1 du =
 +∞∑n=1
 (p
 n
 )(−1)n−1
 1∫0
 un−1 du =
 +∞∑n=1
 (p
 n
 )(−1)n−1 1
 n.
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 Dakle,
 L =+∞∑n=1
 (p
 n
 )(−1)n−1 1
 n.
 Napišimo sada D u drugačijem obliku.
 D =
 1∫0
 1− tp
 1− tdt =
 ∣∣∣∣∣ 1
 1− t=
 +∞∑n=0
 tn, |t| < 1
 ∣∣∣∣∣ =1∫
 0
 (1−tp)
 (+∞∑n=0
 tn
 )dt =
 =
 1∫0
 +∞∑n=0
 (tn − tn+p) dt.
 Proverimo da li su članice reda naizmeničnog znaka (tada ćemo prime-niti prethodni postupak) ili konstantnog znaka (tada ćemo primenitiposledicu Bepa Levija). Kako je 0 < t < 1, to je tp < 1 (jer je p > 0),pa je tn+p < tn, odakle je tn − tn+p > 0. Dakle, članice reda su kon-stantnog znaka (nenegativne), pa primenimo posledicu Bepa Levija.Imamo
 1∫0
 +∞∑n=0
 (tn − tn+p) dt =+∞∑n=0
 1∫0
 (tn − tn+p) dt =
 =+∞∑n=0
 (1
 n+ 1− 1
 n+ p+ 1
 )=
 +∞∑n=0
 p
 (n+ 1)(n+ p+ 1)=
 +∞∑n=1
 p
 n(n+ p).
 Dakle,
 D =+∞∑n=1
 p
 n(n+ p).
 Iz (a) imamo da je L = D, pa je konačno+∞∑n=1
 (p
 n
 )(−1)n−1 1
 n=
 +∞∑n=1
 p
 n(n+ p).
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 28 Izračunati integrale
 (a)
 π∫0
 +∞∑k=1
 (sin kx
 2k
 )dx
 (b)
 π∫0
 +∞∑k=1
 (k2 sin kx
 2k
 )dx.
 Rešenje. (a) Pošto su članicesin kx
 2kpromenljivog znaka, treba pro-
 veriti da li važi+∞∑k=1
 π∫0
 | sin kx|2k
 dx < +∞.
 Iz | sin kx| ≤ 1 sledi∫ π
 0
 | sin kx|2k
 dx ≤∫ π
 0
 dx
 2k=
 π
 2k, pa je
 +∞∑k=1
 π∫0
 | sin kx|2k
 dx ≤+∞∑k=1
 π
 2k.
 Pošto je
 limk→+∞
 π
 2k+1
 π
 2k
 =1
 2< 1,
 to red+∞∑k=1
 π
 2kkonvergira. Dakle,
 +∞∑k=1
 π∫0
 | sin kx|2k
 dx < +∞,
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 pa možemo zameniti mesta integralu i sumi. Imamo
 +∞∑k=1
 1
 2k
 π∫0
 sin kx dx =+∞∑k=1
 1
 2k1
 k(1− cos kπ) =
 ∣∣∣∣ cos kπ = (−1)k∣∣∣∣ =
 =+∞∑k=1
 1
 2k1
 k(1− (−1)k) =
 ∣∣∣∣ za k parno dobijamo 1− 1 = 0
 za k neparno dobijamo 1− (−1) = 2
 ∣∣∣∣ ==
 +∞∑n=0
 2
 22n+1 (2n+ 1)= 2
 +∞∑n=0
 1
 22n+1 (2n+ 1)︸ ︷︷ ︸A
 .
 Neka je ϕ(x) =+∞∑n=0
 x2n+1
 2n+ 1. Lako se proverava da dati red konvergira
 za |x| < 1. Sada je A = ϕ
 (1
 2
 ). Ako početni integral označimo sa
 I, na osnovu izloženog sledi da je I = 2ϕ
 (1
 2
 ). Odredimo koliko je
 ϕ
 (1
 2
 ). Na osnovu 25 znamo da u oblasti konvergencije red možemo
 diferencirati i integraliti član po član, pa imamo
 ϕ′(x) =+∞∑n=0
 (2n+ 1)x2n
 2n+ 1=
 +∞∑n=0
 x2n =1
 1− x2.
 Nakon integracije član po član dobijamo∫ϕ′(x) dx = ϕ(x) =
 ∫dx
 1− x2+ C =
 1
 2
 ∫1− x+ 1 + x
 1− x2dx+ C =
 =1
 2
 (∫dx
 1 + x−∫
 dx
 x− 1
 )+ C =
 1
 2(ln |1 + x| − ln |x− 1|) + C =
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 =1
 2ln
 ∣∣∣∣1 + x
 x− 1
 ∣∣∣∣+ C =1
 2ln
 1 + x
 1− x+ C (jer je |x| < 1).
 Kako je ϕ(0) = 0, sledi da je C = 0, pa je ϕ(x) =1
 2ln
 1 + x
 1− x. Sada je
 ϕ
 (1
 2
 )=
 1
 2ln 3, i konačno
 I = 2ϕ
 (1
 2
 )= 2 · 1
 2ln 3 = ln 3.
 (b) Sličnim postupkom kao pod (a) se uveravamo da integralu i sumimožemo zameniti mesta, pa imamo
 +∞∑k=1
 π∫0
 k2 sin kx
 2kdx =
 +∞∑k=1
 k2
 2k
 π∫0
 sin kx dx =+∞∑k=1
 k2
 2k1
 k(1− cos kπ) =
 =+∞∑k=1
 k
 2k(1− (−1)k) =
 +∞∑n=0
 2n+ 1
 22n+1· 2 =
 +∞∑n=0
 2n+ 1
 22n= ϕ
 (1
 2
 ),
 gde je ϕ(x) =+∞∑n=0
 (2n + 1)x2n. Dati red takođe konvergira za |x| < 1
 (proveriti), pa na osnovu 25 sledi
 ∫ϕ(x) dx =
 ∫ +∞∑n=0
 (2n+ 1)x2n dx =+∞∑n=0
 (2n+ 1)x2n+1
 2n+ 1+ C =
 =+∞∑n=0
 x2n+1 + C = x
 +∞∑n=0
 x2n + C =x
 1− x2+ C (|x| < 1).
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 Diferenciranjem dobijamo
 ϕ(x) =1− x2 + 2x2
 (1− x2)2=
 1 + x2
 (1− x2)2(|x| < 1).
 Sada je
 ϕ
 (1
 2
 )=
 1 +1
 4(1− 1
 4
 )2 =
 5
 4(3
 4
 )2 =
 5
 49
 16
 =20
 9,
 odnosno+∞∑k=1
 π∫0
 k2 sin kx
 2kdx =
 20
 9.
 29 Dokazati da važi:
 +∞∫−∞
 eax
 1 + exdx =
 +∞∑n=−∞
 (−1)n
 a+ n, 0 < a < 1.
 Rešenje. Funkcija f(x) =eax
 1 + exje nenegativna neprekidna funkcija,
 pa je kao takva i merljiva. Pošto+∞∫−∞
 eax
 1 + exdx uvek postoji u [0,+∞],
 to možemo pisati
 +∞∫−∞
 eax
 1 + exdx =
 0∫−∞
 eax
 1 + exdx
 ︸ ︷︷ ︸I1
 +
 +∞∫0
 eax
 1 + exdx
 ︸ ︷︷ ︸I2
 .
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 Izračunajmo integrale I1 i I2.
 I1 =
 0∫−∞
 eax(
 1
 1 + ex
 )dx =
 ∣∣∣∣∣∣∣1
 1 + ex=
 1
 1− (−ex)
 ex < 1 za x < 0
 ∣∣∣∣∣∣∣ =
 =
 0∫−∞
 eax
 (+∞∑n=0
 (−1)nexn)dx =
 0∫−∞
 (+∞∑n=0
 (−1)ne(a+n)x)dx.
 Kako je a+n < a+n+1, to je (a+n)x > (a+n+1)x (jer je x < 0),pa je i e(a+n)x > e(a+n+1)x, što znači da je posmatrani niz opadajući.Kako je još i e(a+n)x > 0 i e(a+n)x → 0 kada n → +∞ (jer je x < 0),to na osnovu 23 sledi
 0∫−∞
 (+∞∑n=0
 (−1)ne(a+n)x)dx =
 0∫−∞
 (+∞∑n=0
 e(a+2n)x − e(a+2n+1)x
 )dx.
 Kako je a + 2n < a + 2n + 1, to je onda (a + 2n)x > (a + 2n + 1)x(zato što je x < 0), pa sledi da je i e(a+2n)x > e(a+2n+1)x. Odavde jezaista e(a+2n)x − e(a+2n+1)x > 0, pa možemo primeniti posledicu BepaLevija. Imamo0∫
 −∞
 (+∞∑n=0
 (e(a+2n)x − e(a+2n+1)x
 ))dx =
 +∞∑n=0
 0∫−∞
 (e(a+2n)x−e(a+2n+1)x
 )dx =
 =+∞∑n=0
 (1
 a+ 2n− 1
 a+ 2n+ 1
 )23=
 +∞∑n=0
 (−1)n 1
 a+ n.
 Dakle,
 I1 =+∞∑n=0
 (−1)n
 a+ n.
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 Izračunajmo sada I2.
 I2 =
 +∞∫0
 eax
 1 + exdx =
 +∞∫0
 eax
 ex1
 1 + e−xdx =
 ∣∣∣∣∣∣∣1
 1 + e−x=
 1
 1− (−e−x)
 e−x < 1 za x > 0
 ∣∣∣∣∣∣∣ =
 =
 +∞∫0
 e−(1−a)x
 (+∞∑n=0
 (−1)ne−nx)dx =
 +∞∫0
 (+∞∑n=0
 (−1)ne−(n+1−a)x
 )dx =
 =
 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣pošto je x > 0, imamo:
 (n+ 1− a < n+ 1 + 1− a) ⇒ (−(n+ 1− a)x > −(n+ 1 + 1− a)x)
 ⇒(e−(n+1−a)x > e−(n+1+1−a)x), e−(n+1−a)x → e−∞ = 0 (n→ +∞)
 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =23=
 +∞∫0
 (+∞∑n=0
 (e−(2n+1−a)x − e−(2n+2−a)x︸ ︷︷ ︸
 ≥0
 ))dx =
 +∞∑n=0
 +∞∫0
 (e−(2n+1−a)x−e−(2n+2−a)x
 )dx =
 =+∞∑n=0
 (1
 2n+ 1− a− 1
 2n+ 2− a
 )23=
 +∞∑n=0
 (−1)n 1
 n+ 1− a.
 Dakle,
 I2 =+∞∑n=0
 (−1)n
 n+ 1− a.
 Napišimo I2 u drugačijem obliku.
 +∞∑n=0
 (−1)n
 n+ 1− a=
 +∞∑n=1
 (−1)n−1
 n− a=
 ∣∣∣∣∣ m = −nn = −m
 ∣∣∣∣∣ =−1∑
 m=−∞
 (−1)−m−1
 −m− a=
 =−1∑
 m=−∞
 (−1)−m
 a+m=
 ∣∣∣∣(−1)−m = (−1)m, m ∈ Z∣∣∣∣ = −1∑
 m=−∞
 (−1)m
 a+m.
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 Dakle, I2 =−1∑
 n=−∞
 (−1)n
 a+ n. Sada je
 +∞∫−∞
 eax
 1 + exdx = I1+ I2 =
 +∞∑n=0
 (−1)n
 a+ n+
 −1∑n=−∞
 (−1)n
 a+ n=
 +∞∑n=−∞
 (−1)n
 a+ n.
 Napomena. Može se desiti da u integralu∫ +∞
 −∞
 f(x)
 1 + exdx funk-
 cija f(x) nije stalnog znaka. Tada prvo treba dokazati da integral∫ +∞
 −∞
 f(x)
 1 + exdx apsolutno konvergira kao nesvojstven, pa ga tek onda
 možemo posmatrati kao Lebegov (tek onda znamo da postoji kao Le-begov). Tada važi∫(−∞,+∞)
 =
 ∫(−∞, 0)
 +
 ∫(0,+∞)
 ili∫
 (−∞,+∞)
 =
 ∫{x∈R : f(x)<0}
 +
 ∫{x∈R : f(x)>0}
 .
 30 Dokazati da važi:
 limn→+∞
 +∞∫0
 dx
 a+ xn=
 1
 a, a > 0.
 Rešenje. Pošto je1
 a+ xn(a > 0) nenegativna funkcija, to možemo
 pisati+∞∫0
 dx
 a+ xn=
 1∫0
 dx
 a+ xn+
 +∞∫1
 dx
 a+ xn.
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 Kako je1
 a+ xn≤ 1
 aza x ∈ (0, 1) i
 ∫ 1
 0
 1
 adx =
 1
 a< +∞, sledi da je
 1
 a∈ L1((0, 1)). Iz pomenutih razloga, na prvi integral u zbiru možemo
 primeniti TDK.
 Dalje, iz1
 a+ xn>
 1
 a+ xn+1, x > 1, sledi da je dati niz opadajući,
 pa imamo
 1
 a+ xn+1<
 1
 a+ xn<
 1
 a+ xn−1< · · · < 1
 a+ x2<
 1
 a+ x, x > 1.
 Lako se pokazuje da je∫ +∞
 1
 dx
 a+ x= +∞, pa
 1
 a+ x/∈ L1((1,+∞)).
 Krenimo od n = 2. Kako je
 +∞∫1
 dx
 a+ x2= lim
 β→+∞
 β∫1
 dx
 a+ x2= lim
 β→+∞
 (arctg
 β√a− arctg
 1√a
 )=
 =π
 2− arctg
 1√a< +∞,
 to je1
 a+ x2∈ L1((1,+∞)). Dakle,
 1
 a+ xn<
 1
 a+ x2za svako n ≥ 2,
 pa možemo primeniti TDK i na drugi integral u posmatranom zbiru.Prema tome, imamo
 limn→+∞
 +∞∫0
 dx
 a+ xn= lim
 n→+∞
 ( 1∫0
 dx
 a+ xn+
 +∞∫1
 dx
 a+ xn
 )=
 =
 1∫0
 (lim
 n→+∞
 1
 a+ xn
 )dx+
 +∞∫1
 (lim
 n→+∞
 1
 a+ xn
 )dx =
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 =
 1∫0
 1
 a+ 0dx+
 +∞∫1
 0 dx =1
 ax
 ∣∣∣∣10
 =1
 a.
 31 Dat je niz funkcija (fn)n∈N, fn : (0, 1)→ R, koje su definisane nasledeći način
 fn(x) =
 n(n+ 1), x ∈(
 1n+1
 , 1n
 )0, x ∈
 (0, 1)\(
 1n+1
 , 1n
 ) .
 Ispitati da li su funkcije fn (n ∈ N) integrabilne i da li niz ima inte-grabilnu dominantu.
 Rešenje. Primetimo da su funkcije fn (n ∈ N) proste (i nenegativne),pa možemo pisati
 fn(x) = n(n+ 1)χ(1
 n+1 , 1n
 )(x).Proverimo da li su i integrabilne. Imamo
 1∫0
 fn(x) dx =
 1∫0
 n(n+1)χ(1
 n+1 , 1n
 )(x) dx = n(n+1)
 1∫0
 χ(1
 n+1 , 1n
 )(x) dx =
 =
 ∣∣∣∣∣∫X
 χAdµ =
 ∫A
 dµ = µ(A)
 ∣∣∣∣∣ = n(n+ 1) ·m(( 1
 n+ 1,1
 n
 ))=
 = n(n+ 1) · 1
 n(n+ 1)= 1 < +∞.
 Dakle, fn ∈ L1((0, 1)) za svako n ∈ N, tj. funkcije fn (n ∈ N) suintegrabilne.
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 Ispitajmo sada egzistenciju integrabilne dominante. Iz limn→+∞
 1
 n= 0
 sledi da
 (∀x ∈ (0, 1)) (∃n(x) ∈ N) (∀n ∈ N) (n ≥ n(x) ⇒ 1
 n< x).
 Dakle, x >1
 n, pa x /∈
 ( 1
 n+ 1,1
 n
 ), što znači da je χ(
 1n+1 , 1n
 )(x) = 0
 za svako n ≥ n(x) (za svako dovoljno veliko n ∈ N). Prema tome,zaključujemo da je
 limn→+∞
 χ(1
 n+1 , 1n
 )(x) = 0.
 Imajući u vidu da u teoriji mere važi da je ±∞ · 0 = 0, iz istihrazloga zaključujemo da je fn(x) = 0 za svako dovoljno veliko n ∈ N,odnosno da je
 limn→+∞
 fn(x) = 0.
 Ako bi postojala integrabilna dominanta, tada bismo mogli primenitiTDK
 limn→+∞
 1∫0
 fn(x) dx =
 1∫0
 (lim
 n→+∞fn(x)
 )dx,
 pa bismo dobili
 limn→+∞
 1 =
 1∫0
 0 dx,
 odnosno 1 = 0, što je nemoguće. Dakle, dati niz nema integrabilnudominantu. �
 32 Dokazati da je funkcija (0,+∞) 3 x −→ lnx
 1 + x2Lebeg-integrabilna,
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 a zatim naći+∞∫0
 lnx
 1 + x2dx.
 Rešenje. Ispitivanje Lebeg-integrabilnosti date funkcije ekvivalentnoje ispitivanju apsolutne konvergencije odgovarajućeg Rimanovog ne-svojstvenog integrala. Neka je
 +∞∫0
 | lnx|1 + x2
 dx =
 1∫0
 | lnx|1 + x2
 dx+
 +∞∫1
 | lnx|1 + x2
 dx.
 U slučaju da integrali∫ 1
 0
 | lnx|1 + x2
 dx i∫ +∞
 1
 | lnx|1 + x2
 dx konvergiraju,
 konvergiraće i integral∫ +∞
 0
 | lnx|1 + x2
 dx. Posmatrajmo sada integral∫ 1
 0
 | lnx|1 + x2
 dx. Neka je 0 < α < 1.
 limx→0+
 | lnx|1 + x2
 1
 xα
 =
 ∣∣∣∣0 < x < 1 ⇒ | lnx| = − lnx = lnx−1 = ln1
 x
 ∣∣∣∣ =
 = limx→0+
 xα ln 1x
 1 + x2=
 ∣∣∣∣∣∣∣∣limx→0+
 xα ln 1x = − lim
 x→0+xα lnx = − lim
 x→0+
 lnx
 x−α
 Lopital19): − limx→0+
 1
 x−αx−α−1
 = limx→0+
 xα
 α= 0
 ∣∣∣∣∣∣∣∣ =
 =limx→0+
 (xα ln 1
 x
 )limx→0+
 (1 + x2)=
 0
 1 + 0= 0.
 19)Guillaume François Antoine de L’Hôpital (1661-1704), francuski matematičar
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 Kako je∫ 1
 0
 1
 xαdx < +∞ za 0 < α < 1, to na osnovu 11 (osobina 5)
 sledi da je i∫ 1
 0
 | lnx|1 + x2
 dx < +∞.
 Posmatrajmo sada drugi integral∫ +∞
 1
 | lnx|1 + x2
 dx. Neka je α > 1.
 limx→+∞
 | lnx|1 + x2
 1
 xα
 =
 ∣∣∣∣x > 1 ⇒ | lnx| = lnx
 ∣∣∣∣ = limx→+∞
 xα lnx
 1 + x2=
 = limx→+∞
 xα−2lnx
 x21
 1 + x2= lim
 x→+∞
 1
 x2−αlnx
 x21
 1 + x2=
 =
 ∣∣∣∣ limx→+∞
 lnx
 xp= 0, p > 0
 ∣∣∣∣ = 0 · 0 · 0 = 0 (1 < α < 2).
 Kako je∫ +∞
 1
 1
 xαdx < +∞ za α > 1, to na osnovu 11 (osobina 5)
 sledi da je i∫ +∞
 1
 | lnx|1 + x2
 dx < +∞.
 Prema tome, integral∫ +∞
 0
 | lnx|1 + x2
 dx jeste konvergentan, pa je
 funkcija (0,+∞) 3 x −→ lnx
 1 + x2zaista Lebeg-integrabilna. Sada
 treba naći∫ +∞
 0
 lnx
 1 + x2dx. Neka je
 +∞∫0
 lnx
 1 + x2dx =
 1∫0
 lnx
 1 + x2dx+
 +∞∫1
 lnx
 1 + x2dx = I1 + I2.
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 Uputstvo:
 I1 =
 1∫0
 lnx
 1 + x2dx =
 1∫0
 lnx
 (+∞∑n=0
 (−1)nx2n)dx.
 I2 =
 +∞∫1
 lnx
 1 + x2dx =
 +∞∫1
 lnx
 x21
 1 + x−2dx =
 +∞∫1
 lnx
 x2
 (+∞∑n=0
 (−1)nx−2n)dx.
 Koristeći 23 i parcijalnu integraciju (na primer, za integral oblika∫tn ln t dt treba uzeti: u = ln t, dv = tn dt), neka čitalac sam pokaže
 da je I1 + I2 = 0. �
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