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ESQUISSE DUN PROGRAMME

par Alexandre Grothendieck

1. Comme la conjoncture actuelle rend de plus en plus illusoire
pour moi lesperspectives dun enseignement de recherche a`
lUniversite, je me suis resolua` demander mon admission au CNRS,
pour pouvoir consacrer mon energie a`developper des travaux et
perspectives dont il devient clair quil ne se trou-vera aucun
ele`ve (ni meme, semble-t-il, aucun congene`re mathematicien)pour
les developper a` ma place.

En guise de document Titres et Travaux, on trouvera a` la suite
de cetexte la reproduction integrale dune esquisse, par the`mes, de
ce que je con-siderais comme mes principales contributions
mathematiques au momentdecrire ce rapport, en 1972. Il contient
egalement une liste darticles pu-blies a` cette date. Jai cesse
toute publication darticles scientifiques depuis1970. Dans les
lignes qui suivent, je me propose de donner un apercu aumoins sur
quelques the`mes principaux de mes reflexions mathematiquesdepuis
lors. Ces reflexions se sont materialisees au cours des annees en
deuxvolumineux cartons de notes manuscrites, difficilement
dechiffrables sansdoute a` tout autre qua` moi-meme, et qui, apre`s
des stades de decantationssuccessives, attendent leur heure
peut-etre pour une redaction densembletout au moins provisoire, a`
lintention de la communaute mathematique.Le terme redaction ici est
quelque peu impropre, alors quil sagit bienplus de developper des
idees et visions multiples amorcees au cours de cesdouze dernie`res
annees, en les precisant et les approfondissant, avec tousles
rebondissements imprevus qui constamment accompagnent ce genre
detravail un travail de decouverte donc, et non de compilation de
notespieusement accumulees. Et je compte bien, dans lecriture des
ReflexionsMathematiques commencee depuis fevrier 1983, laisser
apparatre claire-ment au fil des pages la demarche de la pensee qui
sonde et qui decouvre,en tatonnant dans la penombre bien souvent,
avec des trouees de lumie`re1

2subites quand quelque tenace image fausse, ou simplement
inadequate, setrouve enfin debusquee et mise a` jour, et que les
choses qui semblaient deguingois se mettent en place, dans
lharmonie mutuelle qui leur est propre.

Quoi quil en soit, lesquisse qui suit de quelques the`mes de
reflexions desdernie`res dix ou douze annees, tiendra lieu en meme
temps desquisse de pro-gramme de travail pour les annees qui
viennent, que je compte consacrer audeveloppement de ces the`mes,
ou au moins de certains dentre eux. Elle estdestinee, dune part aux
colle`gues du Comite National appeles a` statuer surma demande,
dautre part a` quelques autres colle`gues, anciens ele`ves,
amis,
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dans leventualite ou` certaines des idees esquissees ici
pourraient interesserlun dentre eux.

2. Les exigences dun enseignement universitaire, sadressant donc
a` desetudiants (y compris les etudiants dits avances) au bagage
mathematiquemodeste (et souvent moins que modeste), mont amene a`
renouveler defacon draconienne les the`mes de reflexion a` proposer
a` mes ele`ves, et de filen aiguille et de plus en plus, a`
moi-meme egalement. Il mavait sembleimportant de partir dun bagage
intuitif commun, independant de tout lan-gage technique cense
lexprimer, bien anterieur a` tout tel langage il sestavere que
lintuition geometrique et topologique des formes, et plus
parti-culie`rement des formes bidimensionnelles, etait un tel
terrain commun. Ilsagit donc de the`mes quon peut grouper sous
lappellation de topologiedes surfaces ou geometrie des surfaces,
etant entendu dans cette dernie`reappellation que laccent principal
se trouve sur les proprietes topologiquesdes surfaces, ou sur les
aspects combinatoires qui en constituent lexpressiontechnique la
plus terre-a`-terre, et non sur les aspects differentiels, voire
con-formes, riemaniens, holomorphes et (de la`) laspect courbes
algebriquescomplexes. Une fois ce dernier pas franchi cependant,
voici soudain lageometrie algebrique (mes anciennes amours!) qui
fait irruption a` nou-veau, et ce par les objets quon peut
considerer comme les pierres de con-struction ultimes de toutes les
autres varietes algebriques. Alors que2

3dans mes recherches davant 1970, mon attention systematiquement
etaitdirigee vers les objets de generalite maximale, afin de
degager un langagedensemble adequat pour le monde de la geometrie
algebrique, et que je nemattardais sur les courbes algebriques que
dans la stricte mesure ou` celasaverait indispensable (notamment en
cohomologie etale) pour developperdes techniques et enonces
passe-partout valables en toute dimension et entous lieux
(jentends, sur tous schemas de base, voire tous topos anneles
debase...), me voici donc ramene, par le truchement dobjets si
simples quunenfant peut les connatre en jouant, aux debuts et
origines de la geometriealgebrique, familiers a` Riemann et a` ses
emules!

Depuis environ 1975, cest donc la geometrie des surfaces
(reelles), eta` partir de 1977 les liens entre les questions de
geometrie des surfaces etla geometrie algebrique des courbes
algebriques definies sur des corps telsque C, R ou des extensions
de type fini de Q, qui ont ete ma principalesource dinspiration,
ainsi que mon fil conducteur constant. Cest avecsurprise et avec
emerveillement quau fil des ans je decouvrais (ou plutot,sans
doute, redecouvrais) la richesse prodigieuse, reellement
inepuisable, laprofondeur insoupconnee de ce the`me, dapparence si
anodine. Je crois ysentir un point nevralgique entre tous, un point
de convergence privilegie
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des principaux courants didees mathematiques, comme aussi des
princi-pales structures et des visions des choses quelles
expriment, depuis lesplus specifiques, (tels les anneaux Z,Q,Q,R,C
ou le groupe Sl(2) sur lunde ces anneaux, ou les groupes
algebriques reductifs generaux) aux plusabstraits, telles les
multiplicites algebriques, analytiques complexes ouanalytiques
reelles. (Celles-ci sintroduisent naturellement quand il
sagitdetudier systematiquement des varietes de modules pour les
objets geometriquesenvisages, si on veut depasser le point de vue
notoirement insuffisant desmodules grossiers, qui revient a` tuer
bien malencontreusement les groupesdautomorphismes de ces objets.)
Parmi ces multiplicites modulaires, cesont celles de
Mumford-Deligne pour les courbes algebriques stables degenre g, a`
points marques, que je note Mg, (compactification de la3

4multiplicite ouverte Mg, correspondant aux courbes lisses), qui
depuisquelques deux ou trois annees ont exerce sur moi une
fascination parti-culie`re, plus forte peut-etre quaucun autre
objet mathematique a` ce jour.A vrai dire, il sagit plutot du
syste`me de toutes les multiplicites Mg,pour g, variables, liees
entre elles par un certain nombre doperationsfondamentales (telles
les operations de bouchage de trous i.e. de gom-mage de points
marques, celle de recollement, et les operations inverses),qui sont
le reflet en geometrie algebrique absolue de caracteristique
zero(pour le moment) doperations geometriques familie`res du point
de vue de lachirurgie topologique ou conforme des surfaces. La
principale raison sansdoute de cette fascination, cest que cette
structure geometrique tre`s richesur le syste`me des multiplicites
modulaires ouvertes Mg, se refle`te parune structure analogue sur
les groupodes fondamentaux correspondants, lesgroupodes de
Teichmuller Tg, , et que ces operations au niveau des Tg,ont un
caracte`re suffisamment intrinse`que pour que le groupe de Galois I
deQ/Q ope`re sur toute cette tour de groupodes de Teichmuller, en
respec-tant toutes ces structures. Chose plus extraordinaire
encore, cette operationest fide`le a` vrai dire, elle est fide`le
deja` sur le premier etage non triv-ial de cette tour, a` savoir
T0,4 ce qui signifie aussi, essentiellement, quelaction exterieure
de I sur le groupe fondamental pi0,3 de la droite projec-tive
standard P1 sur Q, privee des trois points 0, 1,, est deja`
fide`le. Ainsile groupe de Galois I se realise comme un groupe
dautomorphismes dun groupe profini des plusconcrets, respectant
dailleurs certaines structures essentielles de ce groupe.Il sensuit
quun element de I peut etre parametre (de diverses
faconsequivalentes dailleurs) par un element convenable de ce
groupe profinipi0,3 (un groupe profini libre a` deux generateurs),
ou par un syste`me detels elements, ce ou ces elements etant
dailleurs soumis a` certaines con-ditions simples, necessaires (et
sans doute non suffisantes) pour que ce ouces elements
corresponde(nt) bien a` un element de I. Une des taches les
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plus fascinantes ici, est justement dapprehender des conditions
necessaireset suffisantes sur un automorphisme exterieur de pi0,3
i.e. sur le ou les4

5parame`tres correspondants, pour quil provienne dun element de
I cequi fournirait une description purement algebrique, en termes
de groupesprofinis et sans reference a` la theorie de Galois des
corps de nombres, dugroupe de Galois I = Gal(Q/Q)!

Peut-etre une caracterisation meme conjecturale de I comme
sous-groupede Autext(pi0,3) est-elle pour le moment hors de portee
(1); je nai pas deconjecture a` proposer encore. Une autre tache
par contre est abordableimmediatement, cest celle de decrire
laction de I sur toute la tour deTeichmuller, en termes de son
action sur le premier etage pi0,3, i.e. ex-primer un automorphisme
de cette tour, en termes du parame`tre danspi0,3, qui repe`re
lelement courant de I. Ceci est lie a` une representationde la tour
de Teichmuller (en tant que groupode muni dune operation
derecollement) par generateurs et relations, qui donnera en
particulier unepresentation par generateurs et relations, au sens
ordinaire, de chacun desTg, (en tant que groupode profini). Ici,
meme pour g = 0 (donc quandles groupes de Teichmuller
correspondants sont des groupes de tresses bienconnus), les
generateurs et relations connus a` ce jour dont jai eu
con-naissance, me semblent inutilisables tels quels, car ils ne
presentent pas lescaracte`res dinvariance et de symetrie
indispensables pour que laction deI soit directement lisible sur
cette presentation. Ceci est lie notamment aufait que les gens
sobstinent encore, en calculant avec des groupes fondamen-taux, a`
fixer un seul point base, plutot que den choisir astucieusement
toutun paquet qui soit invariant par les symetries de la situation,
lesquelles sontdonc perdues en route. Dans certaines situations
(comme des theore`mesde descente a` la Van Kampen pour groupes
fondamentaux) il est bien pluselegant, voire indispensable pour y
comprendre quelque chose, de travailleravec des groupodes
fondamentaux par rapport a` un paquet de points baseconvenable, et
il en est certainement ainsi pour la tour de Teichmuller.
Ilsemblerait (incroyable, mais vrai!) que la geometrie meme du
premier etagede la tour de Teichmuller (correspondant donc aux
modules soit pour desdroites projectives avec quatre points
marques, soit pour des courbes el-5

6liptiques (!)) nait jamais ete bien explicitee, par exemple la
relation entrele cas de genre 0 avec la geometrie de loctae`dre, et
celle du tetrae`dre. Afortiori les multiplicites modulaires M0,5
(pour les droites projectives aveccinq points marques) et M1,2
(pour les courbes de genre 1 avec deux pointsmarques), dailleurs
quasiment isomorphes entre elles, semblent-elles terrevierge les
groupes de tresses ne vont pas nous eclairer a` leur sujet!
Jaicommence a` regarder M0,5 a` des moments perdus, cest un
veritable joyau,dune geometrie tre`s riche etroitement liee a`
celle de licosae`dre.
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Linteret a priori dune connaissance comple`te des deux premiers
etagesde la tour (savoir, les cas ou` la dimension modulaire N =
3g3+ est 2)reside dans ce principe, que la tour entie`re se
reconstitue a` partir des deuxpremiers etages, en ce sens que via
loperation fondamentale de recolle-ment, letage 1 fournit un
syste`me complet de generateurs, et letage 2 unsyste`me complet de
relations. Il y a une analogie frappante, et jen suispersuade, pas
seulement formelle, entre ce principe, et le principe analoguede
Demazure pour la structure des groupes algebriques reductifs, si on
rem-place le terme etage ou dimension modulaire par rang
semi-simple dugroupe reductif. Le lien devient plus frappant
encore, si on se rappelleque le groupe de Teichmuller T1,1 (dans le
contexte discret transcendantmaintenant, et non dans le contexte
algebrique profini, ou` on trouve lescompletions profinies des
premiers) nest autre que Sl(2,Z), i.e. le groupedes points entiers
du schema en groupes simple de rang 1 absolu Sl(2)Z.Ainsi, la
pierre de construction fondamentale pour la tour de Teichmuller,
est es-sentiellement la meme que celle pour la tour des groupes
reductifs detous rangs un groupe dailleurs dont on peut dire sans
doute quil estpresent dans toutes les disciplines essentielles des
mathematiques.

Ce principe de construction de la tour de Teichmuller nest pas
demontre a`lheure actuelle mais je nai aucun doute quil ne soit
valable. Il resulterait(via une theorie de devissage des structures
stratifiees en loccurrence lesMg, qui resterait a` ecrire, cf. par.
5) dune propriete extremementplausible des multiplicites modulaires
ouvertes Mg, dans le contexte ana-6

7lytique complexe, a` savoir que pour une dimension modulaire N
3, legroupe fondamental de Mg, (i.e. le groupe de Teichmuller
habituel Tg,)est isomorphe au groupe fondamental a` linfini i.e.
celui dun voisinagetubulaire de linfini. Cest la` une chose bien
familie`re (due a` Lefschetzessentiellement) pour une variete lisse
affine de dimension N 3. Il est vraique les multiplicites
modulaires ne sont pas affines (sauf pour des petitesvaleurs de g),
mais il suffirait quune telle Mg, de dimension N (ou plutot,un
revetement fini convenable) soit reunion de N 2 ouverts affines,
doncque Mg, ne soit pas trop proche dune variete compacte.

Nayant aucun doute sur ce principe de construction de la tour de
Teich-muller, je prefe`re laisser aux experts de la theorie
transcendante, mieuxoutilles que moi, le soin de prouver le
necessaire (sil sen trouve qui soitinteresse), pour expliciter
plutot, avec tout le soin quelle merite, la struc-ture qui en
decoule pour la tour de Teichmuller par generateurs et
relations,dans le cadre discret cette fois et non profini ce qui
revient, essentielle-ment, a` une comprehension comple`te des
quatre multiplicites modulairesM0,4, M1,1, M0,5, M1,2, et de leurs
groupodes fondamentaux par rap-port a` des points base
convenablement choisis. Ceux-ci soffrent tout
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naturellement, comme les courbes algebriques complexes du type
(g, )envisage, qui ont un groupe dautomorphismes (necessairement
fini) plusgrand que dans le cas generique (*). En y incluant la
sphe`re holomorphea` trois points marques (provenant de M0,3 i.e.
de letage 0), on trouve7

8douze pie`ces de construction fondamentales (6 de genre 0, 6 de
genre 1)dans un jeu de Lego-Teichmuller (grande bote), ou` les
points marquessur les surfaces envisagees sont remplaces par des
trous a` bord, de facona` avoir des surfaces a` bord, donc des
pie`ces de construction qui peuventsassembler par frottement doux
comme dans le jeu de Lego ordinaire chera` nos enfants (ou
petits-enfants...). Par assemblage on trouve un moyentout ce quil y
a de visuel pour construire tout type de surface (ce sont
cesassemblages essentiellement qui seront les points base pour
notre fameusetour), et aussi de visualiser les chemins elementaires
par des operationstout aussi concre`tes telles des twists, ou des
automorphismes des pie`ces dujeu, et decrire les relations
fondamentales entre chemins composes. Suiv-ant la taille (et le
prix!) de la bote de construction utilisee, on trouvedailleurs de
nombreuses descriptions differentes de la tour de Teichmullerpar
generateurs et relations. La bote la plus petite est reduite a` des
pie`cestoutes identiques, de type (0, 3) ce sont les pantalons de
Thurston, etle jeu de Lego-Teichmuller que jessaie de decrire, issu
de motivations et dereflexions de geometrie algebrique absolue sur
le corps Q, est tre`s prochedu jeu de chirurgie geodesique
hyperbolique de Thurston, dont jai ap-pris lexistence lan dernier
par Yves Ladegaillerie. Dans un microseminaireavec Carlos
Contou-Carre`re et Yves Ladegaillerie, nous avons amorce
unereflexion dont un des objets est de confronter les deux points
de vue, qui secomple`tent mutuellement.Jajoute que chacune des
douze pie`ces de construction de la grande

bote se trouve munie dune decomposition cellulaire canonique,
stablepar toutes les symetries, ayant comme seuls sommets les
points marques(ou centres des trous), et comme aretes certains
chemins geodesiques (pourla structure riemanienne canonique sur la
sphe`re ou le tore envisage) en-tre certaines paires de sommets
(savoir ceux qui se trouvent sur un memelieu reel, pour une
structure reelle convenable de la courbe algebrique

(*) Il faut y ajouter de plus les points-base provenant par
operations derecollement de pie`ces du meme type en dimension
modulaire inferieure.Dautre part, en dimension modulaire 2 (cas de
M0,5 et M1,2), il convientdexclure les points de certaines familles
a` un parame`tre de courbes admet-tant un automorphisme
exceptionnel dordre 2. Ces familles constituentdailleurs sur les
multiplicites envisagees des courbes rationnelles remar-quables,
qui me paraissent un ingredient important de la structure de
cesmultiplicites.


	
Esquisse dun Programme 13

complexe envisagee). Par suite, toutes les surfaces obtenues
dans ce jeupar assemblage sont munies de structures cellulaires
canoniques, qui a` leurtour (cf. 3 plus bas) permettent de
considerer ces surfaces comme as-8

9sociee a` des courbes algebriques complexes (et meme sur Q)
canoniquementdeterminees. Il y a la` un jeu de chasse-croise
typique entre le combinatoire,et lalgebrique complexe (ou mieux,
lalgebrique sur Q).La petite bote aux pie`ces toutes identiques,
qui a le charme de lecono-

mie, donnera sans doute une description relativement compliquee
pour lesrelations (compliquee, mais nullement inextricable!). La
grande bote don-nera lieu a` des relations plus nombreuses (du fait
quil y a beaucoup plus depoints-bases et de chemins remarquables
entre eux), mais a` structure plustransparente. Je prevois quen
dimension modulaire 2, tout comme dans lecas plus ou moins familier
de la dimension modulaire 1 (avec notamment ladescription de
Sl(2,Z) par (, | 3 = 2 , 4 = 6 = 1)), on trouvera unengendrement
par les groupes dautomorphismes des trois types de
pie`cespertinentes, avec des relations simples que je nai pas
degagees a` lheuredecrire ces lignes. Peut-etre meme trouvera-t-on
un principe de ce genrepour tous les Tg, , ainsi quune
decomposition cellulaire de Mg, generalisantcelles qui se
presentent spontanement pour M0,4 et M1,1, et que jentrevoisde`s a`
present pour la dimension modulaire 2, en utilisant les
hypersurfacescorrespondant aux diverses structures reelles sur les
structures complexesenvisagees, pour effectuer le decoupage
cellulaire voulu.

3. Plutot que de suivre (comme prevu) un ordre thematique
rigoureux, jeme suis laisse emporter par ma predilection pour un
the`me particulie`rementriche et brulant, auquel je compte me
consacrer dailleurs prioritairementpendant quelques temps, a`
partir de la rentree 84/85. Je reprends donclexpose thematique la`
ou` je lai laisse, tout au debut du paragraphe precedent.Mon
interet pour les surfaces topologiques commence a` poindre en
1974,

ou` je propose a` Yves Ladegaillerie le the`me de letude
isotopique des plonge-ments dun 1-complexe topologique dans une
surface compacte. Dans lesdeux annees qui suivent, cette etude le
conduit a` un remarquable theore`medisotopie, donnant une
description algebrique comple`te des classes disoto-9

10pie de plongements de tels 1-complexes, ou de surfaces
compactes a` bord,dans une surface compacte orientee, en termes de
certains invariants com-binatoires tre`s simples, et des groupes
fondamentaux des protagonistes. Cetheore`me, qui doit pouvoir
setendre sans mal aux plongements dun es-pace compact quelconque
(triangulable pour simplifier) dans une surfacecompacte orientee,
redonne comme corollaires faciles plusieurs resultatsclassiques
profonds de la theorie des surfaces, et notamment le
theore`medisotopie de Baer. Il va finalement etre publie,
separement du reste (et
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dix ans apre`s, vu la durete des temps...), dans Topology. Dans
le travail deLadegaillerie figure egalement une description
purement algebrique, en ter-mes de groupodes fondamentaux, de la
categorie isotopique des surfacescompactes X, munies dun 1-complexe
topologique K plonge dans X. Cettedescription, qui a eu le malheur
daller a` lencontre du gout du jour etde ce fait semble
impubliable, a neanmoins servi (et sert encore) comme unguide
precieux dans mes reflexions ulterieures, notamment dans le
contextede la geometrie algebrique absolue de caracteristique
nulle.Le cas ou` (X,K) est une carte 2-dimensionnelle, i.e. ou` les
composantes

connexes de X\K sont des 2-cellules ouvertes (et ou` de plus K
est munidun ensemble fini S de sommets, tel que les composantes
connexes deK\S soient des 1-cellules ouvertes) attire
progressivement mon attentiondans les annees suivantes. La
categorie isotopique de ces cartes admet unedescription algebrique
particulie`rement simple, via lensemble des repe`res(ou drapeaux ou
biarcs) associes a` la carte, qui se trouve naturellementmuni dune
structure densemble a` groupe doperateurs, sous le groupe

C2 =0, 1, 2 |20 = 21 = 22 = (02)2 = 1

,

que jappelle le groupe cartographique (non oriente) de dimension
2. Iladmet comme sous-groupe dindice 2 le groupe cartographique
oriente en-gendre par les produits en nombre pair des generateurs,
qui peut aussi sedecrire comme1011

C+2 =s, f , | sf = , 2 = 1

,

(avecs = 21 , f = 10 , = 02 = 20 ,

operations de rotation elementaire dun repe`re autour dun
sommet, duneface et dune arete respectivement). Il y a un
dictionnaire parfait entrela situation topologique des cartes
compactes, resp. cartes compactes ori-entees, dune part, et les
ensembles finis a` groupe doperateurs C2 resp.C+2 de lautre,
dictionnaire dont lexistence etait dailleurs plus ou moinsconnue,
mais jamais enoncee avec la precision necessaire, ni developpee
tantsoit peu. Ce travail de fondements est fait avec le soin quil
merite dans unexcellent travail de DEA, fait en commun par Jean
Malgoire et ChristineVoisin en 1976.Cette reflexion prend soudain
une dimension nouvelle, avec cette remar-

que simple que le groupe C+2 peut sinterpreter comme un quotient
dugroupe fondamental dune sphe`re orientee privee de trois points,
numerotes0, 1, 2, les operations s, , f sinterpretant comme les
lacets autour deces points, satisfaisant la relation familie`re

l0l1l2 = 1,
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alors que la relation supplementaire 2 = 1 i.e. l21 = 1 signifie
quonsinteresse au quotient du groupe fondamental correspondant a`
un indicede ramification impose 2 au point 1, qui classifie donc
les revetements de lasphe`re, ramifies au plus en les points 0, 1,
2, avec une ramification egale a`1 ou 2 en les points au dessus de
1. Ainsi, les cartes orientees compactesforment une categorie
isotopique equivalente a` celle de ces revetements,soumis de plus
a` la condition supplementaire detre des revetements fi-nis.
Prenant maintenant comme sphe`re de reference la sphe`re de
Riemann,ou droite projective complexe, rigidifiee par les trois
points 0, 1 et (cedernier remplacant donc 2), et se rappelant que
tout revetement ramifie finidune courbe algebrique complexe herite
lui-meme dune structure de courbealgebrique complexe, on aboutit a`
cette constatation, qui huit ans apre`sme parat encore toujours
aussi extraordinaire : toute carte orientee finiese realise
canoniquement sur une courbe algebrique complexe! Mieux en-11

12core, comme la droite projective complexe est definie sur le
corps de baseabsolue Q, ainsi que les points de ramification admis,
les courbes algebriquesobtenues sont definies non seulement sur C,
mais sur la cloture algebriqueQ de Q dans C. Quant a` la carte de
depart, elle se retrouve sur la courbealgebrique, comme image
inverse du segment reel [0, 1] (ou` 0 est considerecomme un sommet,
et 1 comme milieu dune arete pliee ayant 1 commecentre), lequel
constitue dans la sphe`re de Riemann la 2-carte orienteeuniverselle
(*). Les points de la courbe algebrique X au dessus de 0, de 1et de
ne sont autres que les sommets, et les centres des aretes et
desfaces respectivement de la carte (X,K), et les ordres des
sommets et desfaces ne sont autres que les multiplicites des zeros
et des poles de la fonctionrationnelle (definie sur Q) sur X,
exprimant sa projection structurale versP1C.Cette decouverte, qui
techniquement se reduit a` si peu de choses, a fait sur

moi une impression tre`s forte, et elle represente un tournant
decisif dans lecours de mes reflexions, un deplacement notamment de
mon centre dintereten mathematique, qui soudain sest trouve
fortement localise. Je ne croispas quun fait mathematique mait
jamais autant frappe que celui-la`, et aiteu un impact
psychologique comparable (2). Cela tient surement a` la
naturetellement familie`re, non technique, des objets consideres,
dont tout dessin

(*) Il y a une description analogue des cartes finies non
orientees, eventuellementavec bord, en termes de courbes
algebriques reelles, plus precisement derevetement de P1R ramifie
seulement en 0, 1, , la surface a` bord associeea` un tel
revetement etant X(C)/ , ou` est la conjugaison complexe. Lacarte
non orientee universelle est ici le disque, ou hemisphe`re
superieur dela sphe`re de Riemann, muni comme precedemment du
1-complexe plongeK = [0, 1].
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denfant griffonne sur un bout de papier (pour peu que le
graphisme soit dunseul tenant) donne un exemple parfaitement
explicite. A un tel dessin setrouvent associes des invariants
arithmetiques subtils, qui seront chamboulescomple`tement de`s quon
y rajoute un trait de plus. Sagissant ici de cartesspheriques,
donnant necessairement naissance a` des courbes de genre 012

13(qui ne fournissent donc pas des modules), on peut dire que la
courbeen question est epinglee de`s quon fixe trois de ses points,
par exempletrois sommets de la carte, ou plus generalement trois
centres de facettes(sommets, aretes ou faces) de`s lors
lapplication structurale f : X P1Cpeut sinterpreter comme une
fonction rationnelle

f(z) = P (z)/Q(z) C(z)

bien determinee, quotient de deux polynomes bien determines
premiersentre eux avec Q unitaire, satisfaisant a` des conditions
algebriques quitraduisent notamment le fait que f soit non ramifie
en dehors des valeurs0, 1, , et qui impliquent que les coefficients
de ces polynomes sont desnombres algebriques; donc leurs zeros sont
des nombres algebriques, quirepresentent respectivement les sommets
et les centres des faces de la carteenvisagee.Revenant au cas
general, les cartes finies sinterpretant comme des revetements

sur Q dune courbe algebrique definie sur le corps premier Q
lui-meme, ilen resulte que le groupe de Galois I de Q sur Q ope`re
sur la categoriede ces cartes de facon naturelle. Par exemple,
loperation dun automor-phisme I sur une carte spherique donnee par
la fonction rationnelleci-dessus, est obtenue en appliquant aux
coefficients des polynomes P , Q.Voici donc ce mysterieux groupe I
intervenir comme agent transformateursur des formes
topologico-combinatoires de la nature la plus elementaire quisoit,
amenant a` se poser des questions comme: telles cartes orientees
donneessont-elles conjuguees, ou : quelles exactement sont les
conjuguees de tellecarte orientee donnee ? (il y en a, visiblement,
un nombre fini seulement).Jai traite quelques cas concrets (pour
des revetements de bas degres) par

des expedients divers, J. Malgoire en a traite quelques autres
je doute quily ait une methode uniforme permettant dy repondre a`
coups dordinateurs.Ma reflexion tre`s vite sest engagee dans une
direction plus conceptuelle,13

14pour arriver a` apprehender la nature de cette action de I. On
sapercoitdemblee que grosso modo cette action est exprimee par une
certaine ac-tion exterieure de I sur le compactifie profini du
groupe cartographiqueoriente C+2 , et cette action a` son tour est
deduite par passage au quotientde laction exterieure canonique de I
sur le groupe fondamental profinipi0,3 de (U0,3)Q, ou` U0,3 designe
la courbe-type de genre 0 sur le corps pre-mier Q, privee de trois
points. Cest ainsi que mon attention sest portee
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vers ce que jai appele depuis la geometrie algebrique
anabelienne, dontle point de depart est justement une etude (pour
le moment limitee a` lacaracteristique zero) de laction de groupes
de Galois absolus (notam-ment les groupes Gal(K/K), ou` K est une
extension de type fini du corpspremier) sur des groupes
fondamentaux geometriques (profinis) de varietesalgebriques
(definies surK), et plus particulie`rement (rompant avec une
tra-dition bien enracinee) des groupes fondamentaux qui sont tre`s
eloignes desgroupes abeliens (et que pour cette raison je nomme
anabeliens). Parmices groupes, et tre`s proche du groupe pi0,3, il
y a le compactifie profini dugroupe modulaire Sl(2,Z), dont le
quotient par le centre 1 contient leprecedent comme sous-groupe de
congruence mod 2, et peut sinterpreterdailleurs egalement comme
groupe cartographique oriente, savoir celuiqui classifie les cartes
orientees triangulees (i.e. celles dont les faces sont destriangles
ou des monogones).

Toute carte finie orientee donne lieu a` une courbe algebrique
projectiveet lisse definie sur Q, et il se pose alors immediatement
la question : quellessont les courbes algebriques sur Q obtenues
ainsi les obtiendrait-on toutes,qui sait? En termes plus savants,
serait-il vrai que toute courbe algebriqueprojective et lisse
definie sur un corps de nombres interviendrait comme unecourbe
modulaire possible pour parametriser les courbes elliptiques
mu-nies dune rigidification convenable? Une telle supposition avait
lair a` telpoint dingue que jetais presque gene de la soumettre aux
competences en la14

15matie`re. Deligne consulte trouvait la supposition dingue en
effet, mais sansavoir un contre-exemple dans ses manches. Moins dun
an apre`s, au Congre`sInternational de Helsinki, le mathematicien
sovietique Bielyi annonce juste-ment ce resultat, avec une
demonstration dune simplicite deconcertantetenant en deux petites
pages dune lettre de Deligne jamais sans doute unresultat profond
et deroutant ne fut demontre en si peu de lignes!

Sous la forme ou` lenonce Bielyi, son resultat dit
essentiellement quetoute courbe algebrique definie sur un corps de
nombres peut sobtenircomme revetement de la droite projective
ramifie seulement en les points0, 1, . Ce resultat semble etre
passe plus ou moins inapercu. Pourtant,il mapparat dune portee
considerable. Pour moi, son message essentiela ete quil y a une
identite profonde entre la combinatoire des cartes finiesdune part,
et la geometrie des courbes algebriques definies sur des corpsde
nombres, de lautre. Ce resultat profond, joint a` linterpretation
algebri-co-geometrique des cartes finies, ouvre la porte sur un
monde nouveau, in-explore et a` portee de main de tous, qui passent
sans le voir.

Cest pre`s de trois ans plus tard seulement, voyant que
decidement lesvastes horizons qui souvrent la` ne faisaient rien
tressaillir en aucun de mesele`ves, ni meme chez aucun des trois ou
quatre colle`gues de haut vol auxquels
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jai eu loccasion den parler de facon circonstanciee, que je fais
un premiervoyage de prospection de ce monde nouveau, de janvier a`
juin 1981. Cepremier jet se materialise en un paquet de quelques
1300 pages manuscrites,baptisees La Longue Marche a` travers la
theorie de Galois. Il sagit avanttout dun effort de comprehension
des relations entre groupes de Galoisarithmetiques et groupes
fondamentaux profinis geometriques. Assezvite, il soriente vers un
travail de formulation calculatoire de loperationde Gal(Q/Q) sur
pi0,3, et dans un stade ulterieur, sur le groupe lege`rementplus
gros Sl(2,Z), qui donne lieu a` un formalisme plus elegant et plus
ef-ficace. Cest au cours de ce travail aussi (mais developpe dans
des notesdistinctes) quapparat le the`me central de la geometrie
algebrique anabe-15

16lienne, qui est de reconstituer certaines varietes X dites
anabeliennes surun corps absolu K a` partir de leur groupe
fondamental mixte, extensionde Gal(K/K) par pi1(XK); cest alors que
se degage la conjecture fon-damentale de la geometrie algebrique
anabelienne, proche des conjecturesde Mordell et de Tate que vient
de demontrer Faltings (3). Cest la` aussique samorcent une
premie`re reflexion sur les groupes de Teichmuller, et
lespremie`res intuitions sur la structure multiple de la tour de
Teichmuller les multiplicites modulaires ouvertes Mg, apparaissant
par ailleurs commeles premiers exemples importants, en dimension
> 1, de varietes (ou plutot,de multiplicites) qui semblent bien
meriter lappellation anabelienne. Versla fin de cette periode de
reflexion, celle-ci mapparat comme une reflexionfondamentale sur
une theorie alors encore dans les limbes, pour laquel-le
lappellation Theorie de Galois-Teichmuller me semble plus
approprieeque theorie de Galois que javais dabord donnee a` mes
notes.

Ce nest pas le lieu ici de donner un apercu plus circonstancie
de cetensemble de questions, intuitions, idees y compris des
resultats palpables,certes. Le plus important me semble celui
signale en passant au par. 2,savoir la fidelite de laction
exterieure de I = Gal(Q/Q) (et de ses sous-groupes ouverts) sur
pi0,3, et plus generalement (si je me rappelle bien) surle groupe
fondamental de toute courbe algebrique anabelienne (i.e. dontle
genre g et le nombre de trous satisfont linegalite 2g+ 3, i.e.
telleque (X) < 0) definie sur une extension finie de Q. Ce
resultat peut etreconsidere comme essentiellement equivalent au
theore`me de Bielyi cestla premie`re manifestation concre`te, par
un enonce mathematique precis, dumessage dont il a ete question
plus haut.

Je voudrais terminer cet apercu rapide par quelques mots de
commentairesur la richesse vraiment inimaginable dun groupe
anabelien typique commele groupe Sl(2,Z) sans doute le groupe
discret infini le plus remarquablequon ait rencontre, qui apparat
sous une multiplicite davatars (dont cer-16

17tains ont ete eeures dans le present rapport), et qui du point
de vue de la
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theorie de Galois-Teichmuller peut etre considere comme la
pierre de con-struction fondamentale de la tour de Teichmuller.
Lelement de struc-ture de Sl(2,Z) qui me fascine avant tout, est
bien sur laction exterieuredu groupe de Galois I sur le compactifie
profini. Par le theore`me de Bielyi,prenant les compactifies
profinis de sous-groupes dindice fini de Sl(2,Z), etlaction
exterieure induite (quitte a` passer egalement a` un sous-groupe
ou-vert de I), on trouve essentiellement les groupes fondamentaux
de toutesles courbes algebriques (pas necessairement compactes)
definis sur descorps de nombres K, et laction exterieure de
Gal(K/K) dessus du moinsest-il vrai que tout tel groupe fondamental
apparat comme quotient dundes premiers groupes (*). Tenant compte
du yoga anabelien (qui resteconjectural), disant quune courbe
algebrique anabelienne sur un corps denombres K (extension finie de
Q) est connue a` isomorphisme pre`s quand onconnat son groupe
fondamental mixte (ou ce qui revient au meme, lactionexterieure de
Gal(K/K) sur son groupe fondamental profini geometrique),on peut
donc dire que toutes les courbes algebriques definies sur des
corpsde nombres sont contenues dans le compactifie profini Sl(2,Z),
et dansla connaissance dun certain sous-groupe I du groupe des
automorphismesexterieurs de ce dernier! Passant aux abelianises des
groupes fondamentauxprecedents, on voit notamment que toutes les
representations abeliennes l-adiques che`res a` Tate et consorts,
definies par des jacobiennes et jacobi-ennes generalisees de
courbes algebriques definies sur des corps de nombres,sont
contenues dans cette seule action de I sur le groupe profini
anabelienSl(2,Z)! (4)17

18Il en est qui, face a` cela, se contentent de hausser les
epaules dun air

desabuse et de parier quil ny a rien a` tirer de tout cela, sauf
des reves. Ilsoublient, ou ignorent, que notre science, et toute
science, serait bien peu dechose, si depuis ses origines elle
navait ete nourrie des reves et des visionsde ceux qui sy adonnent
avec passion.

(*) En fait, il sagit de quotients de nature particulie`rement
triviale, par dessous-groupes abeliens produits de modules de Tate
Z(1), correspondanta` des groupes-lacets autour de points a`
linfini.
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4. De`s le debut de ma reflexion sur les cartes
bidimensionnelles, je mesuis interesse plus particulie`rement aux
cartes dites regulie`res, cest-a`-direcelles dont le groupe des
automorphismes ope`re transitivement (et de ce fait,de facon
simplement transitive) sur lensemble des repe`res. Dans le cas
ori-ente et en termes de linterpretation algebrico-geometrique du
paragrapheprecedent, ce sont les cartes qui correspondent a` un
revetement galoisien dela droite projective. Tre`s vite aussi, et
de`s avant meme quapparaisse le lienavec la geometrie algebrique,
il apparat necessaire aussi de ne pas exclureles cartes infinies,
qui interviennent notamment de facon naturelle commerevetements
universels des cartes finies. Il apparat (comme
consequenceimmediate du dictionnaire des cartes, etendu au cas des
cartes pas necessairementfinies) que pour tout couple dentiers
naturels p, q 1, il existe a` isomor-phisme (non unique) pre`s une
carte 1-connexe et une seule qui soit de type(p, q) i.e. dont tous
les sommets soient dordre p et toutes les faces dordre q,et cette
carte est une carte regulie`re. Elle se trouve epinglee par le
choix dunrepe`re, et son groupe des automorphismes est alors
canoniquement isomor-phe au quotient du groupe cartographique
(resp. du groupe cartographiqueoriente, dans le cas oriente) par
les relations supplementaires

ps = qf = 1.

Le cas ou` ce groupe est fini est le cas pythagoricien des
cartes regulie`resspheriques, le cas ou` il est infini donne les
pavages reguliers du plan eu-18

19clidien ou du plan hyperbolique (*). Le lien de la theorie
combinatoireavec la theorie conforme des pavages reguliers du plan
hyperbolique etaitpressenti, avant quapparaisse celui des cartes
finies avec les revetementsfinis de la droite projective. Une fois
ce lien compris, il devient evident quildoit setendre egalement aux
cartes infinies (regulie`res ou non): toute cartefinie ou non, se
realise canoniquement sur une surface conforme (compactesi et
seulement si la carte est finie), en tant que revetement ramifie de
ladroite projective complexe, ramifie seulement en les points 0, 1,
. Laseule difficulte ici etait de mettre au point le dictionnaire
entre cartestopologiques et ensembles a` operateurs, qui posait
quelques proble`mes con-ceptuels dans le cas infini, a` commencer
par la notion meme de cartetopologique. Il apparat necessaire
notamment, tant par raison de coherenceinterne du dictionnaire, que
pour ne pas laisser echapper certains cas interessantsde cartes
infinies, de ne pas exclure des sommets et des faces dordre
infini.Ce travail de fondements a ete fait egalement par J.
Malgoire et C. Voisin,

(*) Dans ces enonces, il y a lieu de ne pas exclure le cas ou`
p, q peuventprendre la valeur +, quon rencontre notamment de facon
tre`s naturellecomme pavages associes a` certains polye`dres
reguliers infinis, cf. plus bas.
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sur la lancee de leur premier travail sur les cartes finies, et
leur theoriefournit en effet tout ce quon etait en droit dattendre
(et meme plus...).Cest en 1977 et 1978, paralle`lement a` deux
cours de C4 sur la geometrie

du cube et sur celle de licosae`dre, que jai commence a`
minteresser auxpolye`dres reguliers, qui mapparaissent alors comme
des realisations geo-metriques particulie`rement concre`tes de
cartes combinatoires, les sommets,aretes et faces etant realises
respectivement comme des points, des droites etdes plans dans un
espace affine tridimensionnel convenable, avec respect desrelations
dincidence. Cette notion de realisation geometrique dune
carte19

20combinatoire garde un sens sur un corps de base, et meme sur
un anneau debase arbitraire. Elle garde egalement un sens pour les
polye`dres reguliers dedimension quelconque, en remplacant le
groupe cartographique C2 par unevariante n-dimensionnelle Cn
convenable. Le cas n = 1, i.e. la theorie despolygones reguliers en
caracteristique quelconque, fait lobjet dun cours deDEA en 1977/78,
et fait apparatre deja` quelques phenome`nes nouveaux,comme aussi
lutilite de travailler non pas dans un espace ambiant affine(ici le
plan affine), mais dans un espace projectif. Ceci est du
notammentau fait que dans certaines caracteristiques (et notamment
en caracteristique2) le centre dun polye`dre regulier est rejete a`
linfini. Dautre part, le con-texte projectif, contrairement au
contexte affine, permet de developper avecaisance un formalisme de
dualite pour les polye`dres reguliers, correspon-dant au formalisme
de dualite des cartes combinatoires ou topologiques (ou`le role des
sommets et des faces, dans le cas n = 2 disons, se trouve
in-terchange). Il se trouve que pour tout polye`dre regulier
projectif, on peutdefinir un hyperplan canonique associe, qui joue
le role dun hyperplan a`linfini canonique, et permet de considerer
le polye`dre donne comme unpolye`dre regulier affine.Lextension de
la theorie des polye`dres reguliers (et plus generalement,

de toutes sortes de configurations geometrico-combinatoires, y
compris lessyste`mes de racines...) du corps de base R ou C vers un
anneau de basegeneral, me semble dune portee comparable, dans cette
partie de la geometrie,a` lextension analogue qui a eu lieu depuis
le debut du sie`cle en geometriealgebrique, ou depuis une vingtaine
dannees en topologie (*), avec lintro-duction du langage des
schemas et celui des topos. Ma reflexion sporadique20

21sur cette question, pendant quelques annees, sest bornee a`
degager quelquesprincipes de base simples, en attachant dabord mon
attention au cas despolye`dres reguliers epingles, ce qui reduit a`
un minimum le bagage con-ceptuel necessaire, et elimine
pratiquement les questions de rationalite tant

(*) En ecrivant cela, je suis conscient que rares sont les
topologues, encoreaujourdhui, qui se rendent compte de cet
elargissement conceptuel et tech-nique de la topologie, et des
ressources quelle offre.
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soit peu delicates. Pour un tel polye`dre, on trouve une base
(ou repe`re)canonique de lespace affine ou projectif ambiant, de
telle facon que lesoperations du groupe cartographique Cn, engendre
par les reflexions fonda-mentales i (0 i n), sy ecrivent par des
formules universelles, en termesde n parame`tres 1, ..., n, qui
geometriquement sinterpre`tent comme lesdoubles des cosinus des
angles fondamentaux du polye`dre. Le polye`drese reconstitue a`
partir de cette action, et du drapeau affine ou projectifassocie a`
la base choisie, en transformant ce drapeau par tous les elementsdu
groupe engendre par les reflexions fondamentales. Ainsi le
n-polye`dreepingle universel est-il defini canoniquement sur
lanneau de polynomesa` n indeterminees

Z[1, ..., n],

ses specialisations sur des corps de base arbitraires k (via des
valeurs i kdonnees aux indeterminees i) donnant des polye`dres
reguliers correspon-dant a` des types combinatoires divers. Dans ce
jeu, il nest pas question dese borner a` des polye`dres reguliers
finis, ni meme a` des polye`dres reguliersdont les facettes soient
dordre fini, i.e. pour lesquels les parame`tres isoient des racines
dequations semicyclotomiques convenables, exprimantque les angles
fondamentaux (dans le cas ou` le corps de base est R)
sontcommensurables a` 2pi. Deja` quand n = 1, le polygone regulier
peut-etre leplus interessant de tous (moralement celui du polygone
regulier a` un seulcote!) est celui qui correspond a` = 2, donnant
lieu a` une conique cir-conscrite parabolique, i.e. tangente a` la
droite a` linfini. Le cas fini estcelui ou` le groupe engendre par
les reflexions fondamentales, qui est aussile groupe des
automorphismes du polye`dre regulier envisage, est fini. Dans21

22le cas du corps de base R (ou C, ce qui revient au meme), et
pour n = 2,les cas finis sont bien connus depuis lantiquite ce qui
nexclut pas que lepoint de vue schematique y fasse apparatre des
charmes nouveaux; on peutdire cependant quen specialisant
licosae`dre (par exemple) sur des corps debase finis de
caracteristique arbitraire, cest toujours un icosae`dre, avec
sacombinatoire propre et le meme groupe dautomorphismes simple
dordre 60quon obtient. La meme remarque sapplique aux polye`dres
reguliers finisde dimension superieure, etudies de facon
systematique dans deux beauxlivres de Coxeter. La situation est
toute autre si on part dun polye`dreregulier infini, sur un corps
tel que Q disons, et quon le specialise sur lecorps premier Fp
(operation bien definie pour tout p sauf un nombre finide nombres
premiers). Il est clair que tout polye`dre regulier sur un
corpsfini est fini on trouve donc une infinite de polye`dres
reguliers finis pour pvariable, dont le type combinatoire, ou ce
qui revient au meme, le groupedes automorphismes, varie de facon
arithmetique avec p. Cette situationest particulie`rement
intrigante dans le cas ou` n = 2, ou` on dispose de la
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relation explicitee au paragraphe precedent entre 2-cartes
combinatoires,et courbes algebriques definies sur des corps de
nombres. Dans ce cas, unpolye`dre regulier infini defini sur un
corps infini quelconque (et de ce faitsur une sous-Z-alge`bre a`
deux generateurs de celui-ci) donne donc naissancea` une infinite
de courbes algebriques definies sur des corps de nombres, quisont
des revetements galoisiens ramifies seulement en 0, 1, de la
droiteprojective standard. Le cas optimum est bien sur celui ou` on
part du 2-polye`dre regulier universel, ou plutot de celui qui sen
deduit par passage aucorps des fractions Q(1, 2) de son anneau de
base. Ceci soule`ve une foulede questions nouvelles, aussi bien des
vagues que des precises, dont je naieu le loisir encore dexaminer
de plus pre`s aucune je ne citerai que celle-ci: quelles sont
exactement les 2-cartes regulie`res finies, ou ce qui revientau
meme, les groupes quotients finis du groupe 2-cartographique qui
pro-22

23viennent de 2-polye`dres reguliers sur des corps finis (*)?
Les obtiendrait-ontoutes, et si oui : comment ?Ces reflexions font
apparatre en pleine lumie`re ce fait, qui pour moi

etait entie`rement inattendu, que la theorie des polye`dres
reguliers finis, deja`dans le cas de la dimension n = 2, est
infiniment plus riche, et notammentdonne infiniment plus de formes
combinatoires differentes, dans le cas ou`on admet des corps de
base de caracteristique non nulle, que dans le casconsidere jusqua`
present ou` les corps de base etaient restreints a` R, ou a`la
rigueur C (dans le cas de ce que Coxeter appelle des polye`dres
regulierscomplexes, et que je prefe`re appeler pseudo-polye`dres
reguliers definis surC) (**). De plus, il semble que cet
elargissement du point de vue doiveaussi jeter un jour nouveau sur
les cas deja` connus. Ainsi, examinant lunapre`s lautre les
polye`dres pythagoriciens, jai vu se repeter a` chaque fois unmeme
petit miracle, que jai appele le paradigme combinatoire du
polye`dreenvisage. Vaguement parlant, il peut se decrire en disant
que lorsquonregarde la specialisation du polye`dre dans la
caracteristique, ou lune des

(*) Ce sont les memes dailleurs que ceux provenant de polye`dres
regulierssur des corps quelconques, ou algebriquement clos, comme
on voit par desarguments de specialisation standard.

(**) Les pseudo-polye`dres epingles se decrivent de la meme
facon que lespolye`dres epingles, avec cette seule difference que
les reflexions fondamen-tales i (0 i n) sont remplacees ici par des
pseudo-reflexions (queCoxeter suppose de plus dordre fini, comme il
se borne aux structures com-binatoires finies). Cela conduit
simplement a` introduire pour chacun des iun invariant numerique
supplementaire i, de sorte que le n-pseudo-polye`dreuniversel peut
se definir encore sur un anneau de polynomes a`
coefficientsentiers, en les n+ (n+ 1) variables i (1 i n) et j (0 j
n).
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caracteristiques, la (ou les) plus singulie`re(s) (ce sont les
caracteristiques2 et 5 pour licosae`dre, la caracteristique 2 pour
loctae`dre), on lit, sur23

24le polye`dre regulier geometrique sur le corps fini concerne
(F2 et F5 pourlicosae`dre, F2 pour loctae`dre) une description
particulie`rement elegante (etinattendue) de la combinatoire du
polye`dre. Il ma semble meme entrevoirla` un principe dune grande
generalite, que jai cru retrouver notammentdans une reflexion
ulterieure sur la combinatoire du syste`me des 27 droitesdune
surface cubique, et ses relations avec le syste`me de racines E7.
Quuntel principe existe bel et bien et quon reussisse meme a` le
degager de sonmanteau de brumes, ou quil recule au fur et a` mesure
ou` on le poursuit etquil finisse par sevanouir comme une Fata
Morgana, jy trouve pour mapart une force de motivation, une
fascination peu communes, comme celledu reve peut-etre. Nul doute
que de suivre un tel appel de linformule, delinforme qui cherche
forme, dun entrevu elusif qui semble prendre plaisira` la fois a`
se derober et a` se manifester ne peut que mener loin, alors quenul
ne pourrait predire, ou` ...Pourtant, pris par dautres interets et
taches, je nai pas jusqua` present

suivi cet appel, ni rencontre personne dautre qui ait voulu
lentendre, etencore moins le suivre. Mis a` part quelques
digressions vers dautres typesde structures
geometrico-combinatoires, mon travail ici encore sest bornea` un
premier travail de degrossissage et dintendance, sur lequel il est
inu-tile de metendre plus ici (5). Le seul point qui peut-etre
merite encoremention, est lexistence et lunicite de lhyperquadrique
circonscrite a` unn-polye`dre regulier donne, dont lequation peut
sexpliciter par des for-mules simples en termes des parame`tres
fondamentaux i (*). Le cas quiminteresse le plus est celui ou` n =
2, et le temps me semble mur pour24

25reecrire une version nouvelle, en style moderne, du classique
livre de Kleinsur licosae`dre et les autres polye`dres
pythagoriciens. Ecrire un tel exposesur les 2-polye`dres reguliers
serait une magnifique occasion pour un jeunechercheur de se
familiariser aussi bien avec la geometrie des polye`dres etleurs
liens avec les geometries spherique, euclidienne, hyperbolique, et
avecles courbes algebriques, quavec le langage et les techniques de
base de lageometrie algebrique moderne. Sen trouvera-t-il un un
jour pour saisircette occasion?

5. Je voudrais maintenant dire quelques mots sur certaines
reflexions qui

(*) Un resultat analogue vaut pour les pseudo-polye`dres. Il
semblerait que lescaracteristiques exceptionnelles dont il a ete
question plus haut, pour lesspecialisations dun polye`dre donne,
sont celles pour lesquelles lhyperqua-drique circonscrite est, soit
degeneree, soit tangente a` lhyperplan a` linfini.
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mont fait comprendre le besoin de fondements nouveaux pour la
topologiegeometrique, dans une direction toute differente de la
notion de topos, etindependante meme des besoins de la geometrie
algebrique dite abstraite(sur des corps et anneaux de base
generaux). Le proble`me de depart, quia commence a` mintriguer il
doit y avoir une quinzaine dannees deja`, etaitcelui de definir une
theorie de devissage des structures stratifiees, pour
lesreconstituer, par un procede canonique, a` partir de pie`ces de
constructioncanoniquement deduites de la structure donnee.
Probablement lexempleprincipal qui mavait alors amene a` cette
question etait celui de la strati-fication canonique dune variete
algebrique singulie`re (ou dun espace ana-lytique complexe ou reel
singulier) par la suite decroissante de ses lieux sin-guliers
successifs. Mais je devais sans doute pressentir deja` lubiquite
desstructures stratifiees dans pratiquement tous les domaines de la
geometrie(que dautres surement ont vu clairement bien avant moi).
Depuis, jai vuapparatre de telles structures, notamment, dans toute
situation de modu-les pour des objets geometriques susceptibles non
seulement de variationcontinue, mais en meme temps de phenome`nes
de degenerescence (ou despecialisation) les strates correspondant
alors aux divers niveaux desingularite (ou aux types combinatoires
associes) pour les objets conside-res. Les multiplicites modulaires
compactifiees Mg, de Mumford-Deligne25

26pour les courbes algebriques stables de type (g, ) en
fournissent un exem-ple typique et particulie`rement inspirant, qui
a joue un role de motivationimportant dans la reprise de ma
reflexion sur les structures stratifiees, dedecembre 1981 a`
janvier 1982. La geometrie bidimensionnelle fournit denombreux
autres exemples de telles structures stratifiees modulaires,
quitoutes dailleurs (sauf expedients de rigidification),
apparaissent comme desmultiplicites plutot que comme des espaces ou
varietes au sens ordinaire(les points de ces multiplicites pouvant
avoir des groupes dautomorphismesnon triviaux). Parmi les objets de
geometrie bidimensionnelle donnant lieua` de telles structures
modulaires stratifiees de dimension arbitraire, voirede dimension
infinie, je citerai les polygones (euclidiens, ou spheriques,ou
hyperboliques), les syste`mes de droites dans un plan (projectif
disons),les syste`mes de pseudodroites dans un plan projectif
topologique, ou lescourbes immergees a` croisements normaux plus
generales, dans une surface(compacte disons) donnee.

Lexemple non trivial le plus simple dune structure stratifiee
sobtient enconsiderant une paire (X,Y ) dun espace X et dun
sous-espace ferme Y ,en faisant une hypothe`se dequisingularite
convenable de X le long de Y , eten supposant de plus (pour fixer
les idees) que les deux strates Y et X\Ysont des varietes
topologiques. Lidee nave, dans une telle situation, est deprendre
le voisinage tubulaire T de Y dans X, dont le bord T devrait
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etre une variete lisse egalement, fibree a` fibres lisses et
compactes sur Y , Tlui-meme sidentifiant au fibre en cones sur T
associe au fibre precedent.Posant

U = X \ Int(T ),on trouve une variete a` bord dont le bord est
canoniquement isomorphe a`celui de T . Ceci dit, les pie`ces de
construction prevues sont la variete a`bord U (compacte si X etait
compact, et qui remplace en la precisant lastrate ouverte X\Y ) et
la variete (sans bord) Y , avec comme structure26

27supplementaire les reliant lapplication dite de
recollement

f : U Y

qui est une fibration propre et lisse. La situation de depart
(X,Y ) se recon-stitue a` partir de (U, Y, f : U Y ) par la
formule

X = UU

Y

(somme amalgamee sous U , senvoyant dans U et Y via linclusion
resp.lapplication de recollement).Cette vision nave se heurte
immediatement a` des difficultes diverses. La

premie`re est la nature un peu vague de la notion meme de
voisinage tubu-laire, qui ne prend un sens tant soit peu precis
quen presence de structuresplus rigides que la seule structure
topologique, telles la structure lineairepar morceaux, ou
riemanienne (plus generalement, despace avec fonctiondistance);
lennui ici est que dans aucun des exemples auxquels on
pensespontanement, on ne dispose naturellement dune structure de ce
type tout au mieux dune classe dequivalence de telles structures,
permettant derigidifier un tantinet la situation. Si par ailleurs
on admet quon a pu trou-ver un expedient pour trouver un voisinage
tubulaire ayant les proprietesvoulues, qui de plus soit unique
modulo un automorphisme (topologique,disons) de la situation,
automorphisme qui de plus respecte la structurefibree fournie par
la fonction de recollement, il reste la difficulte de la
non-canonicite des choix faits, lautomorphisme en question netant
visiblementpas unique, quoi quon fasse pour le normaliser. Lidee
ici, pour ren-dre canonique ce qui ne lest pas, est de travailler
systematiquement dansdes categories isotopiques associees aux
categories de nature topologiquesintroduisant dans ces questions
(telle la categorie des paires admissibles(X,Y ) et des
homeomorphismes de telles paires, etc.), en gardant les
memesobjets, mais en prenant comme morphismes les classes disotopie
(dans27

28un sens dicte sans ambiguite par le contexte) disomorphismes
(voire meme,de morphismes plus generaux que des isomorphismes).
Cette idee, qui est
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reprise avec succe`s dans la the`se de Yves Ladegaillerie
notamment (cf. debutdu par. 3), ma servi de facon systematique dans
toutes mes reflexionsulterieures de topologie combinatoire, quand
il sest agi de formuler avecprecision des theore`mes de traduction
de situations topologiques, en termesde situations combinatoires.
Dans la situation actuelle, mon espoir etaitdarriver a` formuler
(et a` prouver!) un theore`me dequivalence entre deuxcategories
isotopiques convenables, lune etant la categorie des paires
ad-missibles (X,Y ), lautre celle des triples admissibles (U, Y, f)
ou` Y estune variete, U une variete a` bord, et f : U Y une
fibration propreet lisse. De plus, bien sur, jesperais quun tel
enonce, modulo un travailde nature essentiellement algebrique,
setendrait de lui-meme en un enonceplus sophistique, sappliquant
aux structures stratifiees generales.

Tre`s vite, il apparaissait quil ne pouvait etre question
dobtenir un enonceaussi ambitieux dans le contexte des espaces
topologiques, a` cause des sem-piternels phenome`nes de sauvagerie.
Deja` quand X lui-meme est unevariete et Y reduit a` un point, on
se bute a` la difficulte que le cone surun espace compact Z peut
etre une variete en son sommet, sans que Z soithomeomorphe a` une
sphe`re, ni meme soit une variete. Il etait clair egalementque les
contextes de structures plus rigides qui existaient a` lepoque, tel
lecontexte lineaire par morceaux, etaient egalement inadequats une
desraisons redhibitoires communes etant quils ne permettaient pas,
pour unepaire (U, S) dun espace U et dun sous-espace ferme S, et
une applicationde recollement f : S T , de construire la somme
amalgamee correspon-dante. Cest quelques annees plus tard que
jetais informe de la theorie deHironaka des ensembles quil appelle,
je crois, semi-analytiques (reels),qui satisfont a` certaines des
conditions de stabilite essentielles (sans doutememe a` toutes)
necessaires au developpement dun contexte utilisable de28

29topologie moderee. Du coup cela relance une reflexion sur les
fondementsdune telle topologie, dont le besoin mapparat de plus en
plus clairement.

Avec un recul dune dizaine dannees, je dirais aujourdhui, a` ce
su-jet, que la topologie generale a ete developpee (dans les annees
trenteet quarante) par des analystes et pour les besoins de
lanalyse, non pour lesbesoins de la topologie proprement dite,
cest-a`-dire letude des proprietestopologiques de formes
geometriques diverses. Ce caracte`re inadequat desfondements de la
topologie se manifeste de`s les debuts, par des faux pro-ble`mes
(au point de vue au moins de lintuition topologique des
formes)comme celle de linvariance du domaine, alors meme que la
solution dece dernier par Brouwer lame`ne a` introduire des idees
geometriques nou-velles importantes. Aujourdhui encore, comme aux
temps heroques ou`on voyait pour la premie`re fois et avec
inquietude des courbes rempliralle`grement des carres et des cubes,
quand on se propose de faire de la
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geometrie topologique dans le contexte technique des espaces
topologiques,on se heurte a` chaque pas a` des difficultes
parasites tenant aux phenome`nessauvages. Ainsi, en dehors de cas
de (tre`s) basse dimension, il ne peutgue`re etre possible, pour un
espace donne X (une variete compacte disons),detudier le type
dhomotopie (disons) du groupe des automorphismes deX, ou de lespace
des plongements, ou immersions etc. de X dans quelqueautre espace Y
alors quon sent que ces invariants devraient faire par-tie de
larsenal des invariants essentiels associes a` X, ou au couple (X,Y
),etc., au meme titre que lespace fonctionnel Hom(X,Y ) familier en
topolo-gie homotopique. Les topologues eludent la difficulte, sans
laffronter, ense rabattant sur des contextes voisins du contexte
topologique et moinsmarques de sauvagerie que lui, comme les
varietes differentiables, les espacesPL (lineaires par morceaux),
etc., dont visiblement aucun nest bon, i.e.nest stable par les
operations topologiques les plus evidentes, telles les29

30operations de contraction-recollement (sans meme passer a` des
operationsdu type X Aut(X) qui font quitter le paradis des espaces
de dimen-sion finie). Cest la` une facon de tourner autour du pot!
Cette situation,comme tant de fois deja` dans lhistoire de notre
science, met simplement enevidence cette inertie
quasi-insurmontable de lesprit, alourdi par des condi-tionnements
dun poids considerable, pour porter un regard sur une questionde
fondements, donc sur le contexte meme dans lequel on vit, respire,
tra-vaille plutot que de laccepter comme un donne immuable. Cest a`
causede cette inertie surement quil a fallu des millenaires pour
quune idee ouune realite aussi enfantine que le zero, un groupe, ou
une forme topologique,trouve droit de cite en mathematiques. Cest
par elle aussi, surement, quele carcan de la topologie generale
continue a` etre trane patiemment par desgenerations de topologues,
la sauvagerie etant portee comme une fataliteineluctable qui serait
enracinee dans la nature meme des choses.

Mon approche vers des fondements possibles dune topologie
moderee aete une approche axiomatique. Plutot que de declarer
(chose qui seraitparfaitement raisonnable certes) que les espaces
moderes cherches nesont autres (disons) que les espaces
semianalytiques de Hironaka, et dedevelopper de`s lors dans ce
contexte larsenal des constructions et notionsfamilie`res en
topologie, plus celles certes qui jusqua` present navaient puetre
developpees et pour cause, jai prefere mattacher a` degager ce
qui,parmi les proprietes geometriques de la notion densemble
semianalytiquedans un espace Rn, permet dutiliser ceux-ci comme
mode`les locaux dunenotion despace modere (en loccurrence,
semianalytique), et ce qui (onlespe`re!) rend cette notion despace
modere suffisamment souple pour pou-voir bel et bien servir de
notion de base pour une topologie modereepropre a` exprimer avec
aisance lintuition topologique des formes. Ainsi,
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une fois le travail de fondements qui simpose accompli, il
apparatra nonune theorie moderee, mais une vaste infinite, allant
de la plus stricte detoutes, celle des espaces Qr-algebriques par
morceaux (ou` Qr = Q R),30

31vers celle qui (a` tort ou a` raison ) mapparat comme
probablement la plusvaste, savoir celle des espaces analytiques
reels par morceaux (ou semian-alytiques dans la terminologie de
Hironaka). Parmi les theore`mes de fonde-ments envisages dans mon
programme, il y a un theore`me de comparai-son qui, vaguement
parlant, dira quon trouvera essentiellement les memescategories
isotopiques (ou meme -isotopiques), quelle que soit la
theoriemoderee avec laquelle on travaille (6). De facon plus
precise, il sagit de met-tre le doigt sur un syste`me daxiomes
suffisamment riche, pour impliquer(entre bien autres choses!) que
si on a deux theories moderees T , T avecT plus fine que T (dans un
sens evident), et si X, Y sont deux espacesT -moderes, qui
definissent aussi des espaces T -moderes
correspondants,lapplication canonique

IsomT (X,Y ) IsomT (X,Y )

induit une bijection sur lensemble des composantes connexes (ce
qui im-pliquera que la categorie isotopique des T -espaces est
equivalente a` celledes T -espaces), et meme, est une equivalence
dhomotopie (ce qui signifiequon a meme une equivalence pour les
categories -isotopiques, plusfines que les categories isotopiques
ou` on ne retient que le pi0 des espacesdisomorphismes). Ici les
Isom peuvent etre definis de facon evidente commeensembles
semisimpliciaux par exemple, pour pouvoir donner un sens precisa`
lenonce precedent. Des enonces analogues devraient etre vrais, en
rem-placant les espaces Isom par dautres espaces dapplications,
soumises a`des conditions geometriques standard, comme celle detre
des plongements,des immersions, lisses, etales, des fibrations etc.
Egalement, on sattenda` avoir des enonces analogues, ou` X, Y sont
remplaces par des syste`mesdespaces moderes, tels ceux qui
interviennent dans une theorie de devissagedes structures
stratifiees de telle sorte que dans un sens technique precis,cette
theorie de devissage sera, elle aussi, essentiellement independante
de31

32la theorie moderee choisie pour lexprimer.Le premier test
decisif pour un bon syste`me daxiomes sur une notion

de partie moderee de Rn me semble la possibilite de prouver de
telstheore`mes de comparaison. Je me suis contente jusqua` present
de degagerun syste`me daxiomes plausible provisoire, sans avoir
aucune assurance quilne faudra y rajouter dautres axiomes, que seul
un travail sur pie`ces sansdoute permettra de faire apparatre. Le
plus fort des axiomes que jai in-troduits, et celui sans doute dont
la verification dans les cas despe`ce est(ou sera) la plus
delicate, est un axiome de triangulabilite (moderee, il va


	
30 Alexandre Grothendieck

sans dire) dune partie moderee de Rn. Je ne me suis pas essaye
a` prou-ver en termes de ces seuls axiomes le theore`me de
comparaison, jai eulimpression neanmoins (a` tort ou a` raison
encore!) que cette demonstration,quelle necessite ou non
lintroduction de quelque axiome supplementaire,ne presentera pas de
grosse difficulte technique. Il est bien possible queles
difficultes au niveau technique, pour le developpement de
fondementssatisfaisants de la topologie moderee, y inclus une
theorie de devissage desstructures moderees stratifiees, soient
deja` pour lessentiel concentrees dansles axiomes, et par suite
essentiellement surmontees de`s a` present par destheore`mes de
triangulabilite a` la Lojasiewicz et Hironaka. Ce qui fait
defaut,encore une fois, nest nullement la virtuosite technique des
mathematiciens,parfois impressionnante, mais laudace (ou simplement
linnocence...) poursaffranchir dun contexte familier accepte par un
consensus sans failles...

Les avantages dune approche axiomatique vers des fondements de
latopologie moderee me semblent assez evidents. Ainsi, pour
considerer unevariete algebrique complexe, ou lensemble des points
reels dune varietealgebrique definie sur R, comme un espace modere,
il semble preferablede travailler dans la theorie R-algebrique par
morceaux, voire meme latheorie Qr-algebrique par morceaux (ou` Qr =
Q R) quand il sagit devarietes definies sur des corps de nombres,
etc. Lintroduction dun sous-32

33corps K R associe a` la theorie T (forme des points de R qui
sont T -moderes, i.e. tels que lensemble uniponctuel correspondant
le soit) permetdintroduire pour tout point x dun espace modere X un
corps residuelk(x), qui est une sous-extension de R/K
algebriquement fermee dans R, etde degre de transcendance fini sur
K (majore par la dimension topologiquede X). Quand le degre de
transcendance de R sur K est infini, on trouveune notion de degre
de transcendance (ou dimension) dun point dun es-pace modere,
voisin de la notion familie`re en geometrie algebrique. De
tellesnotions sont absentes dans la topologie moderee
semianalytique, qui parcontre apparat comme le contexte topologique
tout indique pour inclure lesespaces analytiques reels et
complexes.

Parmi les premiers theore`mes auxquels on sattend dans une
topologiemoderee comme je lentrevois, mis a` part les theore`mes de
comparaison,sont les enonces qui etablissent, dans un sens
convenable, lexistence etlunicite du voisinage tubulaire dun
sous-espace modere ferme dans unespace modere (compact pour
simplifier), les facons concre`tes de lobtenir(par exemple a`
partir de toute application moderee X R+ admettantY comme ensemble
de ses zeros), la description de son bord (alors quengeneral ce
nest nullement une variete a` bord!) T , qui admet dans Tun
voisinage isomorphe au produit de T par un segment, etc.
Moyennantdes hypothe`ses dequisingularite convenables, on sattend
a` ce que T soit
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muni, de facon essentiellement unique, dune structure de fibre
localementtrivial sur Y , admettant T comme sous-fibre. Cest la` un
des points lesmoins clairs dans lintuition provisoire que jai de la
situation, alors que laclasse dhomotopie de lapplication
structurale prevue T Y a un sensevident, independamment de toute
hypothe`se dequisingularite, comme in-verse homotopique de
lapplication dinclusion Y T , qui doit etre unhomotopisme. Une
facon dobtenir a posteriori une telle structure serait
vialhypothetique equivalence de categories isotopiques envisagee au
debut, entenant compte du fait que le foncteur (U, Y, f) 7 (X,Y )
est defini de33

34facon evidente, independamment de toute theorie de voisinages
tubulaires.

On dira sans doute, non sans quelque raison, que tout cela nest
peut-etre que reves, qui sevanouiront en fumee de`s quon sessayera
a` un travailcirconstancie, voire meme de`s avant en face de
certains faits connus ou bienevidents qui mauraient echappe.
Certes, seul un travail sur pie`ces permet-tra de decanter le juste
du faux et de connatre la substance veritable.La seule chose dans
tout cela qui ne fait pour moi lobjet daucun doute,cest la
necessite dun tel travail de fondements, en dautres termes, la
na-ture artificielle des fondements actuels de la topologie, et des
difficultes queceux-ci soule`vent a` chaque pas. Il est bien
possible par contre que la for-mulation que je donne a` une theorie
de devissage des structures stratifiees,comme un theore`me
dequivalence de categories isotopiques (voire meme-isotopiques)
convenables, soit trop optimiste. Je devrais ajouter pourtantque je
nai gue`re de doutes non plus que la theorie de ces devissages
quejai developpee il y a deux ans, alors quelle reste partiellement
heuristique,exprime bel et bien une realite tout ce quil y a de
palpable. Dans unepartie de mon travail, faute de pouvoir disposer
dun contexte moderetout fait, et pour avoir neanmoins des enonces
precis et demontrables, jaiete amene a` postuler sur la structure
stratifiee de depart des structuressupplementaires tout ce quil y a
de plausibles, dans la nature de la donneede retractions locales
notamment, qui de`s lors permettent bel et bien la con-struction
dun syste`me canonique despaces, parametre par lensemble or-donne
des drapeaux Drap(I) de lensemble ordonne I indexant les
strates,ces espaces jouant le role des espaces (U, Y ) de tantot,
relies entre eux pardes applications de plongements et de
fibrations propres, qui permettent dereconstituer de facon tout
aussi canonique la structure stratifiee de depart,y compris ces
structures supplementaires (7). Le seul ennui, cest que
cesdernie`res semblent un element de structure superfetatoire, qui
nest nulle-ment une donnee dans les situations geometriques
courantes, par exem-34

35ple pour lespace modulaire compact Mg, avec sa stratification
a` linfinicanonique, donnee par le diviseur a` croisements normaux
de Mumford-Deligne. Une autre difficulte, moins serieuse sans
doute, cest que le soi-
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disant espace modulaire est en fait une multiplicite
techniquement, celasexprime surtout par la necessite de remplacer
lensemble dindices I pourles strates par une categorie
(essentiellement finie) dindices, en loccurrencecelle des graphes
MD, qui parame`trent les structures combinatoirespossibles dune
courbe stable de type (g, ). Ceci dit, je puis affirmer que
latheorie de devissage generale, specialement developpee sous la
pression dubesoin de cette cause, sest revelee en effet un guide
precieux, conduisanta` une comprehension progressive, dune
coherence sans failles, de certainsaspects essentiels de la tour de
Teichmuller (cest a` dire, essentiellement dela structure a`
linfini des groupes de Teichmuller ordinaires). Cest cetteapproche
qui ma conduit finalement, dans les mois suivants, vers le
principedune construction purement combinatoire de la tour des
groupodes de Te-ichmuller, dans lesprit esquisse plus haut (cf.
par. 2).

Un autre test de coherence satisfaisant provient du point de vue
topos-sique. En effet, mon interet pour les multiplicites
modulaires provenantavant tout de leur sens algebrico-geometrique
et arithmetique, cest aux mul-tiplicites modulaires algebriques,
sur le corps de base absolu Q, que je mesuis interesse
prioritairement, et a` un devissage a` linfini de leurs
groupesfondamentaux geometriques (i.e. des groupes de Teichmuller
profinis) quisoit compatible avec les operations naturelles de I =
Gal(Q/Q). Celasemblait exclure demblee la possibilite de me referer
a` une hypothetiquetheorie de devissage de structures stratifiees
dans un contexte de topologiemoderee (ou meme de topologie
ordinaire, cahin-caha), si ce nest commefil conducteur entie`rement
heuristique. De`s lors se posait la question detraduire, dans le
contexte des topos (en loccurrence les topos etales) in-35

36tervenant dans la situation, la theorie de devissage a`
laquelle jetais par-venu dans un contexte tout different avec la
tache supplementaire, parla suite, de degager un theore`me de
comparaison general, sur le mode`ledes theore`mes bien connus, pour
comparer les invariants obtenus (notam-ment les types dhomotopie de
voisinages tubulaires divers) dans le cadretranscendant, et dans le
cadre schematique. Jai pu me convaincre quuntel formalisme de
devissage avait bel et bien un sens dans le contexte (ditabstrait!)
des topos generaux, ou tout au moins des topos noetheriens(comme
ceux qui sintroduisent ici), via une notion convenable de
voisinagetubulaire canonique dun sous-topos dans un topos ambiant.
Une fois cettenotion acquise, avec certaines proprietes formelles
simples, la descriptiondu devissage dun topos stratifie est
considerablement plus simple memedans ce cadre, que dans le cadre
topologique (modere). Il est vrai que la`aussi il y a un travail de
fondements a` faire, notamment pour la notion memede voisinage
tubulaire dun sous-topos et il est etonnant dailleurs que cetravail
(pour autant que je sache) nait toujours pas ete fait,
cest-a`-dire
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que personne (depuis plus de vingt ans quil existe un contexte
de topologieetale) ne semble en avoir eu besoin; un signe surement
que la comprehensionde la structure topologique des schemas na pas
tellement progresse depuisle travail dArtin-Mazur...Une fois
accompli le double travail de degrossissage (plus ou moins
heuris-

tique) autour de la notion de devissage dun espace ou dun topos
stratifie,qui a ete une etape cruciale dans ma comprehension des
multiplicites modu-laires, il est dailleurs apparu que pour les
besoins de ces dernie`res, on peutsans doute court-circuiter au
moins une bonne partie de cette theorie pardes arguments
geometriques directs. Il nen reste pas moins que pour moi,le
formalisme de devissage auquel je suis parvenu a fait ses preuves
dutiliteet de coherence, independamment de toute question sur les
fondements lesplus adequats qui permettent de lui donner tout son
sens.

6. Un des theore`mes de fondements de topologie (moderee) les
plus interessants3637

quil faudrait developper, serait un theore`me de devissage
(encore!) duneapplication moderee propre despaces moderes,

f : X Y,via une filtration decroissante de Y par des
sous-espaces moderes fermesY i, tels que au-dessus des strates
ouvertes Y i \ Y i1 de cette filtration,f induise une fibration
localement triviale (du point de vue modere, ilva sans dire). Un
tel enonce devrait encore se generaliser et se preciserde diverses
facons, notamment en demandant lexistence dun devissageanalogue
simultane, pour X et une famille finie donnee de
sous-espaces(moderes) fermes de X. Egalement la notion meme de
fibration locale-ment triviale au sens modere peut se renforcer
considerablement, en tenantcompte du fait que les strates ouvertes
Ui sont mieux que des espaces a`structure moderee purement locale,
du fait quelles sont obtenues commedifference de deux espaces
moderes, compacts si Y etait compact. Entre lanotion despace modere
compact (qui se realise comme un des mode`lesde depart dans un Rn)
et celle despace localement modere (localementcompact) qui sen
deduit de facon assez evidente, il y a une notion un peuplus
delicate despace globalement modere X, obtenu comme differenceX \Y
de deux espaces moderes compacts, etant entendu quon ne
distinguepas entre lespace defini par une paire (X, Y ), et celui
defini par une paire(X , Y ) qui sen deduit par une application
moderee (necessairement pro-pre)

g : X Xinduisant une bijection g1(X)X, en prenant Y = g1(Y ).
Lexemplenaturel le plus interessant peut-etre est celui ou` on part
dun schema separe
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de type fini sur C ou sur R, en prenant pour X lensemble de ses
points3738

complexes ou reels, qui herite dune structure moderee globale a`
laide descompactifications schematiques (qui existent dapre`s
Nagata) du schema dedepart. Cette notion despace globalement modere
est associee a` une notiondapplication globalement moderee, qui
permet a` son tour de renforcer enconsequence la notion de
fibration localement triviale, dans lenonce duntheore`me de
devissage pour une application f : X Y (pas necessairementpropre
maintenant) dans le contexte des espaces globalement moderes.

Jai ete informe lete dernier par Zoghman Mebkhout quun theore`me
dedevissage dans cet esprit avait ete obtenu recemment dans le
contexte desespaces analytiques reels et/ou complexes, avec des Y i
qui, cette fois, sontdes sous-espaces analytiques de Y . Ce
resultat rend plausible quon disposede`s a` present de moyens
techniques suffisamment puissants pour demontreregalement un
theore`me de devissage dans le contexte modere, plus generalen
apparence, mais probablement moins ardu.

Cest le contexte dune topologie moderee egalement qui devrait
per-mettre, il me semble, de formuler avec precision un principe
general tre`ssur que jutilise depuis longtemps dans un grand nombre
de situationsgeometriques, que jappelle le principe des choix
anodins aussi utile quevague dapparence! Il dit, lorsque pour les
besoins dune construction quel-conque dun objet geometrique en
termes dautres, on est amene a` faire uncertain nombre de choix
arbitraires en cours de route, de facon donc quelobjet obtenu
depend en apparence de ces choix et est donc entache dundefaut de
canonicite, que ce defaut est serieux en effet (et pour etre
levedemande une analyse plus soigneuse de la situation, des notions
utilisees,des donnees introduites etc.) chaque fois que lun au
moins de ces choixseffectue dans un espace qui nest pas contractile
i.e. dont le pi0 ouun des invariants superieurs pii est non
trivial; que ce defaut est par con-tre apparent seulement, que la
construction est essentiellement canoniqueet nentranera pas
vraiment dennuis, chaque fois que les choix faits sont38

39tous anodins, i.e. seffectuent dans des espaces contractiles.
Quand onessaye dans les cas despe`ce de cerner de plus pre`s ce
principe, il semblequon tombe a` chaque fois sur la notion de
categories -isotopiques ex-primant une situation donnee, plus fines
que les categories isotopiques (=0-isotopiques) plus naves,
obtenues en ne retenant que les pi0 des espacesdisomorphismes qui
sintroduisent dans la situation, alors que le point devue
-isotopique retient tout leur type dhomotopie. Par exemple, le
pointde vue isotopique naf pour les surfaces compactes a` bord
orientees detype (g, ) est bon (sans boomerang cache!) exactement
dans les casque jappelle anabeliens (et que Thurston appelle
hyperboliques) i.e.distincts de (0, 0), (0, 1), (0, 2), (1, 0) qui
sont aussi les cas justement
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ou le groupe des automorphismes de la surface a une composante
neutrecontractile. Dans les autres cas, sauf le cas (0, 0) de la
sphe`re sans trou, ilsuffit de travailler avec les categories
1-isotopiques pour exprimer de faconsatisfaisante par voie
algebrique les faits geometrico-topologiques essentiels,vu que
ladite composante connexe est alors un K(pi, 1). Travailler dans
unecategorie 1-isotopique revient dailleurs a` travailler dans une
bicategorie,i.e. avec des Hom(X,Y ) qui sont (non plus des
ensembles discrets commedans le point de vue 0-isotopique, mais)
des groupodes (dont les pi0 ne sontautres que les Hom
0-isotopiques). Cest la description en termes purementalgebriques
de cette bicategorie qui est faite dans la dernie`re partie de
lathe`se de Yves Ladegaillerie (cf. par. 3).

Si je me suis etendu ici plus longuement sur le the`me des
fondements dela topologie moderee, qui nest nullement un de ceux
auxquels je compteme consacrer prioritairement dans les annees qui
viennent, cest sans doutejustement que je sens quil y a la` dautant
plus une cause qui a besoin detreplaidee, ou plutot: un travail
dune grande actualite qui a besoin de bras!Comme nague`re pour de
nouveaux fondements de la geometrie algebrique,ce ne sont pas des
plaidoyers qui surmontent linertie des habitudes acquises,39

40mais un travail tenace, meticuleux, sans doute de longue
haleine, et porteurau jour le jour de moissons eloquentes.

Je voudrais encore dire quelques mots sur une reflexion plus
ancienne(fin des annees 60?), tre`s proche de celle dont il vient
detre question, in-spiree par les idees de Nash, qui mavaient
beaucoup frappe. Au lieu icide definir axiomatiquement une notion
de theorie moderee via la donneede partie moderee de Rn
satisfaisant a` certaines conditions (de stabilitesurtout), cest a`
une axiomatisation de la notion de variete lisse et duformalisme
differentiable sur de telles varietes que jen avais, via la
donnee,pour chaque entier naturel n, dun sous-anneau An de lanneau
des germesde fonctions reelles a` lorigine dans Rn. Ce sont les
fonctions qui serontadmises pour exprimer les changements de carte
pour la notion de A-variete correspondante, et il sest agi de
degager tout dabord un syste`medaxiomes sur le syste`me A = (An)nN
qui assure a` cette notion de varieteune souplesse comparable a`
celle de variete C, ou analytique reelle (oude Nash). Suivant le
type de constructions familie`res quon tient a` pou-voir effectuer
dans le contexte des A-varietes, le syste`me daxiomes perti-nent
est plus ou moins reduit, ou riche. Tre`s peu suffit sil sagit
seule-ment de developper le formalisme differentiel, avec la
construction de fibresde jets, les complexes de De Rham etc. Si on
veut un enonce du typequasi-fini implique fini (pour une
application au voisinage dun point),qui est apparu comme un
enonce-clef dans la theorie locale des espacesanalytiques, il faut
un axiome de stabilite de nature plus delicate, dans le
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Vorbereitungssatz de Weierstrass () Dans dautres questions, un
axiome4041

de stabilite par prolongement analytique (dans Cn) apparat
necessaire.Laxiome le plus draconien que jai ete amene a`
introduire, lui aussi unaxiome de stabilite, concerne lintegration
des syste`mes de Pfaff, assurantque certains groupes de Lie, voire
tous, sont des A-varietes. Dans tout ceci,jai pris soin de ne pas
supposer que les An soient des R-alge`bres, donc unefonction
constante sur une A-variete nest admissible que si sa valeur
ap-partient a` un certain sous-corpsK de R (cest, si on veut, A0).
Ce sous-corpspeut fort bien etre Q, ou sa fermeture algebrique Qr
dans R, ou toute autresous-extension de R/Q, de preference meme de
degre de transcendance fini,ou du moins denombrable, sur Q. Cela
permet par exemple, comme tantotpour les espaces moderes, de faire
correspondre a` tout point x dune variete(de type A) un corps
residuel k(x), qui est une sous-extension de R/K.Un fait qui me
semble important ici, cest que meme sous sa forme la plusforte, le
syste`me daxiomes nimplique pas quon doive avoir K = R.
Plusprecisement, du fait que tous les axiomes sont des axiomes de
stabilite, ilresulte que pour un ensemble S donne de germes de
fonctions analytiquesreelles a` lorigine (dans divers espaces Rn),
il existe une plus petite theorie Apour laquelle ces germes sont
admissibles, et que celle-ci est denombrablei.e. les An sont
denombrables, de`s que S lest. A fortiori, K est alorsdenombrable,
i.e. de degre de transcendance denombrable sur Q.Lidee est ici
dintroduire, par le biais de cette axiomatique, une notion de

fonction (analytique reelle) elementaire, ou plutot, toute une
hierarchiede telles notions. Pour une fonction de 0 variables, i.e.
une constante, cettenotion donne celle de constante elementaire,
incluant notamment (dansle cas de laxiomatique la plus forte) des
constantes telles que pi, e et unemultitude dautres, en prenant des
valeurs de fonctions admissibles (telleslexponentielle, le
logarithme etc.) pour des syste`mes de valeurs admissi-bles de
largument. On sent que la relation entre le syste`me A = (An)nNet
le corps de rationalite K correspondant doit etre tre`s etroite, du
moins41

42pour des A qui peuvent etre engendres par un syste`me de
generateursS fini mais il est a` craindre que la moindre question
interessante quonpourrait se poser sur cette situation soit
actuellement hors de portee (1).Ces reflexions anciennes ont repris
quelque actualite pour moi avec ma

reflexion ulterieure sur les theories moderees. Il me semble en
effet quilest possible dassocier de facon naturelle a` une theorie
differentiable A

() Il peut paratre plus simple de dire que les anneaux (locaux)
An sonthenseliens, ce qui est equivalent. Mais il nest nullement
clair a priori souscette dernie`re forme que la condition en
question est dans la nature dunecondition de stabilite,
circonstance importante comme il apparatra dans lesreflexions qui
suivent.
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une theorie moderee T (ayant sans doute meme corps de
constantes), detelle facon que toute A-variete soit automatiquement
munie dune struc-ture T -moderee, et inversement que pour tout
espace T -modere compactX, on puisse trouver une partie fermee
moderee rare Y dans X, telle queX \ Y provienne dune A-variete, et
que de plus cette structure de A-variete soit unique tout au moins
dans le sens suivant: deux telles structuresconcident dans le
complementaire dune partie moderee rare Y Y de X.La theorie de
devissage des structures moderees stratifiees (dont il a
etequestion au par. precedent), dans le cas des strates lisses,
devrait dailleurssoulever des questions beaucoup plus precises
encore de comparaison desstructures moderees avec des structures de
type differentiable (ou plutot, R-analytique). Je soupconne que le
type daxiomatisation propose ici pour lanotion de theorie
differentiable fournirait un cadre naturel pour formulerde telles
questions avec toute la precision et la generalite
souhaitables.

7. Depuis le mois de mars de lan dernier, donc depuis pre`s dun
an, la plusgrande partie de mon energie a ete consacree a` un
travail de reflexion sur lesfondements de lalge`bre (co)homologique
non commutative, ou ce qui revientau meme, finalement, de lalge`bre
homotopique. Ces reflexions se sontconcretisees par un volumineux
paquet de notes dactylographiees, destineesa` former le premier
volume (actuellement en cours dache`vement) dun ou-vrage en deux
volumes a` paratre chez Hermann, sous le titre commun42

43A la Poursuite des Champs. Je prevois actuellement (apre`s des
elargissementssucces
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