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FOURIEROVI REDOVI I INTEGRALI
 Mr. sc. Tatjana Stanivuk Pomorski fakultet u Splitu
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Uvod
 • Jean-Baptiste Joseph FourierJean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), (1768-1830), francuski fizifrancuski fiziččar i matematiar i matematiččar, uveo je u ar, uveo je u analizu Fourierov red i Fourierov integral analizu Fourierov red i Fourierov integral
 • Fourierov redFourierov red je jedan od najvažnijih alata je jedan od najvažnijih alata za rješavanje običnih i parcijalnih za rješavanje običnih i parcijalnih diferencijalnih jednadžbidiferencijalnih jednadžbi
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• Fourierovim redomFourierovim redom moguće je aproksimirati skoro sve moguće je aproksimirati skoro sve funkcije kao sumu sinusa i kosinusafunkcije kao sumu sinusa i kosinusa
 • Budući da su funkcije sinusa i kosinusa periodičke funkcije sinusa i kosinusa periodičke funkcije, proizlazi da je i funkcija koja se aproksimira funkcije, proizlazi da je i funkcija koja se aproksimira Fourierovim redom periodička funkcija.Fourierovim redom periodička funkcija.
 0
 1
 ( ) ( cos sin ) (1)2 n n
 n
 af x a nx b nx
 Aproksimacija funkcije Fourierovim redom
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( ) ( )f x T f x
 ( ) ( )f x nT f x
 Periodičke funkcije
 • Za funkciju f(x) kažemo da je periodička ako je definirana za sve realne x i ako postoji neki pozitivni broj T takav da je za sve x. Tada se broj T naziva period od f(x).
 • Ako je n bilo koji cijeli broj i vrijedi
 za svaki x tada je svaki umnožak nT također period funkcije.
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• Pretpostavimo da je f(x) periodička funkcija s periodom 2π koja se može razviti u trigonometrijski red
 • Za takvu funkciju f(x) želimo odrediti koeficijente
 pripadajućeg reda (a0, an i bn ).
 0
 1
 ( ) ( cos sin ) (1)2 n n
 n
 af x a nx b nx
 Određivanje koeficijenata Fourierovog reda
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Integriranjem obiju strana izraza (1) od –π do π imamo
 Nakon integriranja dobivamo prvi koeficijent Fourierova reda
 Na sličan način određujemo koeficijente a1, a2,...
 0
 1
 ( cos sin ) .2 n n
 n
 af(x) dx a nx b nx dx
 01
 .a f(x) dx
 Određivanje koeficijenata Fourierovog reda

Page 7
                        

Množenjem obiju strana jednadžbe (1) s vrijednošću cos(mx), gdje je m bilo koji pozitivni cijeli broj, te integriranjem na intervalu od –π do π, dobijemo jednadžbu
 Integriranjem član po član dobijemo
 0
 1
 cos ( cos sin ) cos .2 n n
 n
 af(x) mx dx a nx b nx mx dx
 1cos 1,2,....ma f(x) mx dx m
 Određivanje koeficijenata Fourierovog reda
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Na kraju određujemo b1, b2,.... Ako pomnožimo (1) sa
 sin(mx), gdje je m određeni pozitivni cijeli broj i
 integriramo od –π do π imamo
 Integriranjem član po član konačno dobijemo
 0
 1
 sin ( cos sin ) sin .2 n n
 n
 af(x) mx dx a nx b nx mx dx
 1sin 1,2,....mb f(x) mx dx m
 Određivanje koeficijenata Fourierovog reda
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Sažetak: Koeficijenti Fourierovog reda s periodom 2Zamjenom n umjesto m dobijemo koeficijente Fourierovog
 reda za periodičke funkcije s periodom 2 :
 0
 1
 1cos 1,2,...
 1sin 1,2,...
 n
 n
 a f(x) dx
 a f(x) nx dx n
 b f(x) nx dx n
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• Dakle, za zadanu periodičku funkciju f(x) s periodom 2π možemo izračunati koeficijente an i bn te napraviti trigonometrijski red
 • Ovaj se red zove Fourierov red funkcije f(x), a pripadni koeficijenti zovu se Fourierovi koeficijenti funkcije f(x).
 0 1 1cos sin ... cos sin ...n na a x b x a nx b nx
 Fourierov red. Fourierovi koeficijenti
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• Opći oblik reda
 • Koeficijenti reda
 0
 1
 2 2( ) ( cos sin ).
 2 n nn
 a n nf t a t b t
 T T
 2
 0
 2
 2
 2
 2
 2
 1
 2 2cos , 1,2,...
 2 2sin , 1,2,...
 T
 T
 T
 nT
 T
 nT
 a f(t) dtT
 n ta f(t) dt n
 T T
 n tb f(t) dt n
 T T
 Fourierov red periodičkih funkcija s periodom različitim od 2
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• Periodička funkcija s periodom T između
 također je periodička s periodom T između a i a+T, pa
 se granice integracije mogu pomaknuti na 0 i T.
 2 2
 T Ti
 Fourierov red periodičkih funkcija s periodom različitim od 2
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• Za funkciju g(x) kažemo da je parna ako vrijedi
 za svaki x.
 • Za funkciju h(x) kažemo da je neparna ako vrijedi
 za svaki x.
 • Umožak dviju parnih ili neparnih funkcija je parna funkcija, a umnožak parne i neparne funkcije je neparna funkcija.
 )()( xgxg
 )()( xhxh
 Parne i neparne funkcije
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• Ako je f(x) parna funkcija vrijedi
 • Ako je f(x) neparna funkcija vrijedi
 • Funkcija cos(nx) je parna dok je sin(nx) neparna
 funkcija.
 0
 ( ) 2 ( ) .f x dx f x dx
 ( ) 0 .f x dx
 Koeficijenti Fourierovog reda parnih i neparnih funkcija
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• Ako je f(x) parna funkcija koristimo kosinusni Fourierov red
 s koeficijentima:
 2
 0
 0
 2
 0
 4,
 4 2cos , 1,2,... ,
 0 .
 T
 T
 n
 n
 a f(x) dxT
 n xa f(x) dx n
 T T
 b
 0
 1
 2( ) cos
 2 nn
 a nf x a x
 T
 Koeficijenti Fourierovog reda parnih funkcija
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• Ako je f(x) neparna funkcija koristimo sinusni Fourierov red
 s koeficijentima:
 0
 2
 0
 0 ,
 4 2sin , 1,2,... .
 n
 T
 n
 a a
 n xb f(x) dx n
 T T
 1
 2( ) sinn
 n
 nf x b x
 T
 Koeficijenti Fourierovog reda neparnih funkcija
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Fourierov red neperiodičkih funkcija
 • Neku neperiodičku funkciju definiranu na cijelom području od x koja je važna na intervalu od o do T možemo aproksimirati Fourierovim redom na intervalu od o do T ako zanemarimo aproksimaciju funkcije izvan tog intervala. Budući je ponašanje funkcije izvan intervala zanemareno, možemo redefinirati ponašanje funkcije izvan intervala, radi lakšeg računanja.
 • Redefiniranje funkcije vršimo reflektiranjem intervala zadane funkcije ili oko x-osi ili oko y-osi tj. funkciju f(x) zadanu na intervalu možemo po volji produžiti u susjedni interval i to na dva načina:
 0,T
 ( )f x
 ,0T
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- razvojem po kosinusu tj. graf funkcije produžimo simetrično s obzirom na y-os. Na taj način proširujemo funkciju kao parnu periodičku funkcije s periodom 2T, te će se Fourierov red sastojati samo od kosinusnih članova (računamo ),
 - razvojem po sinusu tj. graf funkcije produžimo simetrično s obzirom na x-os. Na taj način proširujemo funkciju kao neparnu funkciju s periodom 2T, te će se Fourierov red sastojati samo od sinusnih članova (računamo
 • Izričito, ako nam je, u zadatku, zadano da funkciju razvijemo ili po sinus ili po kosinus funkcijama, moramo raditi po formulama za neparnu odnosno parnu funkciju.
 0 , 0n na i a b
 ,nb0 0 .na a
 Fourierov red neperiodičkih funkcija
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Kao prvo treba provjeriti interval zadan u zadatku. Interval može biti:
 1. simetričan, npr.
 2. nesimetričan, npr.
 1. Kod simetričnog intervala moramo provjeriti da li je funkcija na tom intervalu parna ili neparna.
 1 1, , 1,1 , , ...
 2 2
 Postupak za rješavanje zadataka
 0, , 0,10 , ,0 ...

Page 20
                        

Postupak za rješavanje zadataka
 Ako imamo parnu funkciju koristimo kosinusni Fourierov red
 s koeficijentima:
 2
 0
 0
 2
 0
 4,
 4 2cos , 1,2,... ,
 0 .
 T
 T
 n
 n
 a f(x) dxT
 n xa f(x) dx n
 T T
 b
 0
 1
 2( ) cos
 2 nn
 a nf x a x
 T
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Postupak za rješavanje zadataka
 Ako imamo neparnu funkciju koristimo sinusni Fourierov red
 s koeficijentima:
 0
 2
 0
 0 ,
 4 2sin , 1,2,... .
 n
 T
 n
 a a
 n xb f(x) dx n
 T T
 1
 2( ) sinn
 n
 nf x b x
 T

Page 22
                        

Postupak za rješavanje zadataka
 2. Kod nesimetričnog intervala tj. kad zadana funkcija na tom intervalu nije ni parna ni neparna, Fourierov red je oblika
 s koeficijentima:
 0
 2,
 2 2cos , 1,2,... ,
 2 2sin , 1,2,... .
 b
 a
 b
 n
 a
 b
 n
 a
 a f(x) dxT
 n xa f(x) dx n
 T T
 n xb f(x) dx n
 T T
 0
 1
 2 2( ) ( cos sin )
 2 n nn
 a n nf x a x b x
 T T
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Funkciju f (x) = x razviti u Fourierov red na intervalu
 _______________________________________________
 Zadani interval je simetričan pa ispitujemo parnost zadane funkcije:
 neparna funkcija
 Dakle, ao= an = 0 i tj.
 , .
 ( ) ( )f x x f x 2
 0
 4 2sin ,
 T
 n
 n xb f(x) dx
 T T
 0 0
 4 2 2sin sin( )
 2 2n
 n xb x dx x nx dx
 Primjer 1
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0 0
 00
 sin( )
 1 ( cos( ))
 2 cos( ) cos( )
 cos2 cos( ) 1 2 1 1cos( ) sin( )
 cos2 2cos
 u x dv nx dx
 du dx v nxn
 x nx nxuv vdu dx
 n n
 nnnx dx nx
 n n n n n
 nn
 n n
 Primjer 1, nastavak
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Možemo provjeriti kako se naš ponaša za parne i neparne n - ove:
 - neparne brojeve prikazujemo u obliku , pa je
 - parne brojeve prikazujemo u obliku , pa je
 cos n
 ,
 :
 2 1n 0,n
 cos cos 2 1 cos ,cos3 ,cos5 ... 1n n
 2n 0,n
 cos cos 2 cos0,cos 2 ,cos 4 1n n
 cos( ) ( 1)nn
 Primjer 1, nastavak
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Primjer 1, nastavak
 Dakle,
 pa je Fourierov red oblika
 ili
 12 ( 1) 2( 1)
 nn
 nbn n
 11
 1 1 1
 2 2( 1)( ) sin ( 1) sin sin( ) .
 nn
 nn n n
 n x n xf x b nx
 L n n
 sin 2 sin 3( ) 2 sin ... .
 2 3
 x xf x x
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Primjer 2
 Razviti po sinus funkcijama, u Fourierov red, funkciju
 na intervalu . _____________________________________________
 Sinus je neparna funkcija, pa je neparno produžimo u susjedni interval . Tada je ao= an = 0 i
 2( )f x x 0,
 22
 0 0
 2
 2
 0
 4 2 4 2sin sin
 2 2
 sin( )2
 sin( ) 12 ( cos( ))
 T
 n
 n x n xb f(x) dx x dx
 T T
 u x dv nx dxx nx dx
 du xdx v nxn
 ,0
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Primjer 2, nastavak
 2
 00
 2
 0 0
 2
 20
 2
 2 0
 2 cos( ) 2cos( )
 2 cos( ) 2 sin( ) 1sin( )
 2 ( 1) 2sin( )
 2 ( 1) 2 1cos
 n
 n
 x nxx nx dx
 n n
 n x nxnx dx
 n n n n
 nx dxn n
 nxn n n
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Primjer 2, nastavak
 2
 3 0
 2
 3
 2
 3
 2 ( 1) 2cos
 12 2cos( cos(0)
 12 21 1 .
 n
 n
 nn
 nxn n
 nn n
 n n
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Gledamo kako se naš koeficijent ponaša za parne i neparne n - ove:
 - neparne brojeve prikazujemo u obliku , pa je
 - parne brojeve prikazujemo u obliku , pa je
 ,
 :
 2 1n 0,n
 2 2 12 1
 2 1 3
 2
 3 3
 2 ( 1) 21 1
 2 1 2 1
 2 4 2 8
 2 1 2 12 1 2 1
 nn
 nbn n
 n nn n
 2n 0,n 2
 2
 2.
 2nbn n
 Primjer 2, nastavak
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Fourierov red je zbroj suma parnih i neparnih članova:
 ,
 :
 3
 1 1
 2 8sin 2 sin(2 1) .
 2 1 2 1n n
 f x nx n xn n n
 Primjer 2, nastavak
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Primjer 3
 Razviti u Fourierov red u intervalu funkciju
 _______________________________________________
 ,
 2
 0
 2 2 4 44 2 ,
 2 2
 2 2 4cos cos
 cos sin
 b
 a
 b
 n
 a
 a f(x) dx x dx x dxT
 n xa f(x) dx x nx dx
 T T
 u x du dx
 n xv nx dx
 n
 0 0,( )
 4 0 .
 za xf x
 x za x

Page 33
                        

Primjer 3, nastavak
 2 20 0
 0
 1
 20 0
 1 14 4 4sin s , 0,
 2 2 1sin 4 sin
 4sin
 sin s
 14 4s sin 4 , 0.
 n
 b
 n
 a
 n
 x nx co nx nn n n
 n xb f(x) dx x nx dx
 T T
 u x du dx
 x nx dx n xv nx dx co
 n
 xco nx nx nn n n
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Primjer 3, nastavak
 1
 21 1
 1
 21 1
 1 1 14cos 4 sin
 cos 2 1 184 sin .
 2 1
 n n
 n n
 n
 k n
 f x nx nxn n
 k xnx
 nk
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Primjer 4
 Izračunati sumu reda razvijajući u Fourierov red
 funkciju na intervalu
 ______________________________________________
 Grafički prikaz funkcije f(x) simetričan je u odnosu na pravac . U pitanju je parna funkcija, pa je
 za
 ( ) cosf x x 0, .
 2 2
 20 0
 0 0
 2 2
 0 0
 4 4 4 4cos sin ,
 4 2 4cos cos cos 2
 T
 T
 n
 a f(x) dx x dx xT
 n xa f(x) dx x nx dx
 T T
 2
 1
 1
 4 1
 n
 n n
 2x
 0nb .n N

Page 36
                        

Primjer 4, nastavak
 2
 0
 2 2
 0 0
 2
 0
 4 1cos 2 cos 2
 2
 2cos 1 2 cos 1 2
 2 1 1sin 1 2 sin 1 2
 1 2 1 2
 2 1 1sin 1 2 sin 1 2
 1 2 2 1 2 2
 x nx x nx dx
 n xdx n xdx
 n x n xn n
 n nn n
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Primjer 4, nastavak
 2
 2 2
 2 1 1sin sin
 1 2 2 1 2 2
 2 1 1s s
 1 2 1 2
 1 1 1 1 2 1 1 22 2
 1 2 1 2 1 4
 2 1 1 2 1 2 4 1
 4 1 4 1
 n n n n
 n n
 n nn n
 co n co nn n
 n n
 n n n
 n n
 n n
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Primjer 4, nastavak
 Za x = 0
 21
 21
 21
 12 41
 4 1
 14 21
 4 1
 1 2
 4 1 4
 n
 n
 n
 n
 n
 n
 n
 n
 n
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